Oscillazioni libere del lago di Bracciano:

loro caratteristiche e loro energia (*)

P. CALOI

Nelle due note precedenti (*?), sono stati
studiati, con metodi diversi, i possibili moti
liberi del lago di Bracciano. I risultati sono
riassunti nell’unita tabella:

aver luogo, sebbene con maggior difficolta
di quelli asimmetrici.

La forma particolare del lago (non molto
discosta da quella circolare), lasciava inoltre

Tabella 1
Bacino circolare (Caloi) Canale a sez. variabile
Oscillazione
. modo simmetrico modo asimmetrico
libera . Metodo
profondita | profondita | profondita | profondita Caloi Hidaka
uniforme variabile uniforme variabile
m m m m m m
T, 4,0 4,0 8,4 8,0 8,2 8,8
T, 2,2 2,3 2,9 3,0 5,1 6,0
T, 1,5 1,6 1,8 1,9 3,5 3,7

STAZIONI D’OSSERVAZIONE.

Nella fig. 1, riproducente il lago di Brac-
ciano, sono segnate le stazioni che hanno
funzionato dal 1947 al 1957, in modo inter-
mittente. Alcune di esse hanno funzionato
contemporaneamente: cosi, nel 1956, Val-
le dell’Inferno, La Sabatina, Bracciano I (e
quindi Bracciano II) e Trevignano.

Come ¢ stato provato in una nota prece-
dente (1), i possibili modi d’oscillazione li-
bera del lago di Bracciano — attesa la sua
forma — non si esauriscono in quelli asim-
metrici: anche i modi simmetrici possono

(*) Questo lavoro & stato condotto con con-
tributi del Consiglio Nazionale delle Ricerche.

prevedere la possibilita che i modi asimme-
trici non si verificassero esclusivamente
lungo un asse privilegiato. Di qui ’utilita
della contemporanea registrazione agli estre-
mi di due diametri incrociantisi, secondo un
angolo non troppo piccolo.

LIMNOGRAFI.

Furono messi in funzione parecchi tipi
di limnografi, alcuni dei quali di nuova
concezione.

Uno di essi ha gia fatto oggetto di una
pubblicazione (2).

Accennerd qui al tipo di apparecchio che
pit si & dimostrato idoneo alle osservazioni
sistematiche. La fig. 2 ne da una visione
complessiva.
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Fig. 1 — Stazioni limnografiche sul lago di Bracciano.

Un tubo di ottone, del diametro interno
di circa 7 cm, con la parte estrema mobile,
che consente di allungare od accorciare il
tubo stesso, quando viene infisso in riva
al lago, in uno strato d’acqua conveniente.
Nell’interno, il tubo & limitato da un cilin-
dro di vetro, entro il quale si eleva l’acqua
in cui ¢ immerso un piccolo galleggiante,
del diametro di 5 cm, portante alle estre-
mitd di due diametri ortogonali, quattro
rotelline girevoli intorno a piccoli assi oriz-
zontali: in tal modo, il galleggiante pud se-
guire i movimenti verticali dell’acqua pra-
ticamente senza attrito (Fig. 3). Nella sua

parte superiore l’'asticina del galleggiante
(a sua volta variabile in lunghezza), ¢ col-
legata, mediante una leggera molla piana,
ad una leva girevole intorno ad un asse
orizzontale. All’estremita libera, la leva
porta una pennina con serbatoio per l’in-
chiostro. Poggiando sul registratore, la pen-
nina scrive i movimenti del galleggiante,
pitt 0 meno ingranditi. Lo scorrimento del
registratore, viene regolato sui periodi delle
sesse predominanti nei laghi allo studio.

Il congegno che rivela i moti dell’acqua,
assieme all’apparato registratore, sono custo-
diti dentro ad una robusta scatola — che






P. CALOI

’ \ ! nﬂ—T_
i T

Fig. 4 — Limnografo in funzione sul lago di Bracciano.
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Fig. 5 ~ Lunga serie di oscillazioni libere uninodali quasi pure (7 = 8,0 = 8,2 minuti).
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Fig. 6 — Esempi di ampie oscillazioni libere uninedali, con periodi dell'ordine di 8m,3.
{Ridotte di 14),

pud essere metallica — con coperchio solle- RICHIAMI TEORICI.

vabile. I'apparecchio & fissato sul fondo

sabbioso mediante quattro sostegmi, ter- Le acque di un lago possono esserc

minanti con punte (Fig. 4). mosse — oltre che dalle oscillazioni libere —
I’acqua vienc addotta nel tubo di vetro dai venti, testi o fluttuanti, o da altre cause

attraverso un foro, con apertura regolabile perturbanti, che possono generare onde

a piacere. progressive di breve periodo. I opportuno
Il collegamento con Pacqua del lago pud  — quando cid si rende necessario — ridurre

realizzarsi per mezzo di tubi di diametro e al minime le perturbazioni aceidentah, che

lunghezza diversi, a scconda dello scopo a  possono alterare la registrazione delle sesse.

cui l'apparecchio & destinato. Talvolta, pud essere vantaggioso ridurre
Le figure da 5 a 11 danno una serie di  altresi le oscillazioni libere multinodali, allo

csempi di oscillazioni libere, registrate (eselu-  seopo di ottenerc le sesse di pill piceola

se quelle che si riferiscono alle figg. 5 ¢ 6) nodalita il pit possibile pure.

con limnografi del tipo descritto. Bi pud raggiungere leffetto desiderato
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Fig. 7 — Esempi di sesse « dicrote ».

facendo sufficientemente piccolo il rapporto
fra il diametro del tubo d’accesso e quello
del pozzetto del galleggiante. Infatti —
com’é evidente — 1’assottigliamento o 1al-
lungamento del tubo d’accesso diminuisce
Pampiezza, nel limnogramma, dei disturbi
di breve durata o di breve periodo. Nello
stesso tempo, determina un ritardo nei
massimi e nei minimi registrati, sui mas-
simi e i minimi dei dislivelli effettivi del
lago. In tal modo, restringendo od allun-
gando il tubo d’accesso — o praticando
entrambi gli accorgimenti —, non solo
eliminiamo i disturbi dovuti al vento o al

moto ondoso, ma riduciamo altresi le am-
piezze delle sesse di pilt alta nodalita.

Calcoliamo effetto di smorzamento e di
ritardo del tubo adduttore e del cilindro del
galleggiante.

Siano a e b 1 diametri del pozzo cilindrico
e del tubo d’accesso rispettivamente; I la
lunghezza del tubo; x ed y le quote del
livello dell’acqua nel cilindro e nel lago,
sopra un punto determinato, cioé 1’estre-
mita esterna del tubo d’accesso.

Il fisico inglese Osborne Reynolds (4) —
che fissd le leggi fondamentali della turbo-
lenza —, basandosi su numerosi esperimenti
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Fig. 8 — Oscillazioni varie per micropulsazioni della pressione atmosferica. (Ridotte di circa

compiuti con vari liquidi in tubi di diverso
diametro, dimostrd che la velocita critica
per la formazione della turbolenza varia
in proporzione diretta alla viscosita del
liguido ed in proporzione inversa al dia-
metro del tubo.

In particolare, nel caso dell’acqua, sela
velocita nel tubo adduttore non eccede
V = 2008 Z — dove » e la viscosita del-
Pacqua alla temperatura #°C e vale
v = .0178/(1+ .033789+ .000221492) —, allora
la resistenza nel tubo sard proporzionale
alla velocita media del flusso; in tal caso, &

applicabile la formula di Poiseuille per cal-
colare la differenza di pressione alle due
estremita del tubo per una data velocita del
flusso (regime di Poiseuille).

Per una sessa di ampiezza registrata B,
e di periodo 7, la massima velocita di
ascesa o di discesa del livello e, evidente-

27
mente, — — - B, che provoca nel tubo d’ac-

. 2n _ @
cesso la velocitd v = -~ B _-. Per es., nel

lago di Bracciano, la sessa uninodale eccede
raramente ’ampiezza totale di 4 em (B = 2)
Nel limnografo qui cennato, il pozzetto del
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Fig. 9 — Perfetta opposizione Valle dell’Inferno — Bracciano 1 (uninodale).
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Fig. 10 — Chari escmpi di «shelf-seicliess (sesse dovute allo zoccolo) u Braceiauo IT {7 = lwm ca.)

gallegginnte ha un diametro di ca. @ = 6 em.
Prendendo la temperatura dell’acqua pari
a v = 18 9C, cosi che » = .010607, otteniamo
per la sessa uninodale del lago di Brucciano
(T, = b500sca.)

V = 21,30/b , » = .9043/bh° c.g.s.

A seconda dei diametri del tubo di ac-
cesso, avremo quindi per V. v rispettiva-
mente

b ‘ I v

1.0 em 21,3 0.9043
0.5 | 42.6 3,62
0.3 7L,0 10,05
0.2 106,5 22,6

Il massimo attuale {¥) & quindi, in ogni
caso, ben al di sotto della velocitd crifica.
Poiche il moto é molto lento, pud essere
ritenuto come stazionario. Per la legge di

Hugen-Poisenille, abbiamo allora ad ogni
istante 1 {3).
a* dr _ mb'gle—y)

T W T 128w
Percio, facendo
y = 0.010607 , g = 981;

e ponendo:

’!
K — q-bY32.v.0% = 2890. —,

8i ottiene

Bia: il livello del lago soggetto a moto ar-
monico di ampiezza A e periodo T.

2
B i v @ q ¢ la profonditd media
all’estremita del tubo di accesso, avremo:
Yy = Asinwt ¢ .
Ne segue

4+ kr = k Asinwt 4 kg, (4]
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11 — Opposizioni Bracciano I1 — Valle dell’Inferno, con progressiva variazione direzione

piano diametrale d’oscillazione (riduzione di 15 ca.).

La [4] ¢ un’equazione differenziale lineare
del primo ordine, il cui integrale &

x = ™[k A sin wt e#dt 4 [kq e dt + Y.

Da cui
x = q+ Ce®—k A (wcos wt — k sin wt)/
f(w? + K2} .
Posto
tang wr = = [5]
consegue

z=¢q+4 Ce ™4 A coswrsinw (t— 7). [6]

Trascorso un certo tempo dall’inizio delle
osservazioni, quando il livello dell’acqua nel
pozzetto ha perduto le perturbazioni ini-

ziali, il termine C ¢™™ pud essere trascurato.
Si ha allora

z—q — Acosowrsinw (t—1). [T7]

L’oscillazione armonica del livello del
lago, come ¢ registrata dal limnografo, e
ritardata dell’intervallo di tempo,

— — arctg— 8
T — — arctg— [8]
e smorzata nel rapporto:
cos wt : 1. [9]
Fatto
w
avremo
1 arctg ¢
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] o O -
Poiché — arctg ¢ diminuisee continua-

mente da 1 a 0, al variare di ¢ da 0 a 4 oo,
segue che il ritardo diminuisce al crescere
della. nodalitd della sessa, e cresce al dimi-
nuire di %.

Dalle [5] e [8] si nota che 'ammontare
dello smorzamento aumenta e quindi il rap-
porto di smorzamento diminuisce al erescere
della nodahta, oppure al diminuire di %,
Dalla [8] si ha

T @
" R arctg - [10]
La frazione } — detta da Chrystal
« ritardo 1‘elativ6 » — aumenta al crescere

della nodalita, col crescere di k; e poiché

P\

Sia 8§ l'area della sezione trasversale
verticale mel punto x congiderato. Se
esprime l'innalzamento medio nella sezione
ed « la media corrente attraverso la sezione
nel tempo f, l'equazione di continuiti

diviene, essendo, in questo caso, § — i

cost.,

2 (S%) L b L Seai o ¥ = G
ik bl s of

Bia ¢ linclinazione della superficie iso-
bariea sulla superficie di livello nella. posi-
zione &, {. Consideriamo il movimento della
piccola massa d’acqua m. La corrente es-
gsendo zensibilmente orizzontale, tah saran-
no pure le aceelerazioni relative alla terra.
Per piccole correnti, come viene supposto,

&

¥ m =
7 e ot
Aecreferazione
Blisgraima delfz massa ™
mg delie farze

Fig. 12 — Diagramma delle forze (secondo Proudman),

il massimo di arvetg & - - il massimo possi-
: & : o
bile valore del ritardo relativo sard =

Cosi il massimo possibile ritardo per una
sessa. & un quarto del suo periodo.

Le relazioni riportate ci serviranno spe-
cialmente nella registrazione delle onde in-
terne (sesse termiche), su cui ¢l intratterremo
in un prossimo lavoro.

YVALORE APPROSSIMATIVO DELL’ENERGIA AS-
SOCIATA ALLE SESSE DEL LAGO DI Brac-
CIANO.

Abbiamo visto clie la forma del lago di
Bracciano pud pure essere assimilataa quella
di un rettangolo. Tale riduzione eonduce a
valori per le oscillazioni libere molto pros-
simi a quelli osservati.

Sia & la profonditd media del bacino
rettangolare di larghezza b.

3 o ;
T’'accelerazione & data da 5 nella dire-

zione delle x crescenti. Sulla piccola massa
d’acqua agiscono la. forza peso w vertical-
mente verso il basso e la pressione risultante
p perpendicolarmente alla superficie izsoba-
rica. La risultante di queste forze dev’essere
nella. direzione dell’accelerazione e quindi
orizzontale (fig. 12},

Dal diagramma: delle forze conseguc
R — wtang# = mg tang &

nel senso delle x decreseenti, ¢ pereid

m— = — myg tang & .
g
E d’altronde tang & = Pertanto
ou
Tap (12]
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Consideriamo un bacino di forma allun-
gata, in cui 'acqua si muova ritmicamente
con periodo 7',. In una sezione verticale del
lago, possono considerarsi quattro fasi di
innalzamento e di correnti, dal tempo ¢ = o
al tempo t = T, (fig. 13).

e e e ——————— =

Fig.

In un periodo completo si hanno quindi
quattro momenti, il 1° e il 3° (f = o,

1 . .
P = — TO\ caratterizzati da massimi spo-

stamenti verticali agli estremi A4, B, di
segno contrario nei due casi a ciascun estre-
mo; il 20 e il 40 l\t =—}To , 1 :—i—’l’ﬂ
contraddistinti da superficie del lago livel-
lata e dal massimo valore per le correnti,
di segno nvertito nei due casi. Supposta
uniforme la densita dell’acqua, il gradiente
di pressione sara in ogni tempo lo stesso
per tutte le profondita, sotto un particolare
punto della superficie del lago. Le accele-
razioni saranno pertanto le stesse ad ogni
profondita; in un istante determinato, sa-
ranno le stesse, sotto un particolare punto
della superficie del lago, anche le correnti.
Misure di corrente eseguite al centro del
lago, daranno quindi un diagramma, del
tipo riportato in fig. (14).

{ e u vanno considerate funzioni di ¢
tali da soddisfare alle condizioni » = o per
xr = o, x = l, e di dare oscillazioni armoni-

che. Dalla fig. 14 si trae

7
7, t, [13]

dove C ¢ una velocita costante. La [13] sod-
disfa alle condizioni richieste.

. .
u=Cs1nTsm

13

Sostituendo [13] nella [11] si ha

ol cos i sin
— = —nu—= —_ - -
i l

[

Integrando si ha

T,h

Ocosﬂc S 2nt
21 0 ’

{ =

(14]

senza costante additiva, il movimento es-
sendo armonico nel tempo.
Per la [13] e la [14], la [12] diviene

2 2
O’—y—E sinzm—-cos—nt =

nT 7L 2n
—1 q h, i — - - v
op 9 C sin Bl
da cui
2 T, gh
20
e quindi
2
-To = - Z )

.I/gh_
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ben nota sotto il nome di formula di Merian.
La [14] si trova spesso sotto la forma

27

C=Hcos—ngcos?t, [15]
per cul
H T, h "k
= e i e Thde 6
¢ 21 ! g [16]

2>
LS

Il trascurare 'accelerazione verticale

d

X 7 i
implica sia piccolo il rapporto == il che

generalmente si verifica.

LAGO DI BRACCIANO, ECC. 13

all’energia. costante totale dell’oscillazione,
cioé E.

Poiché I'energia cinetica & proporzionale
al quadrato della velocitai delle correnti,
segue che al tempo t l'energia cinetica ha
Pespressione

27

= in2
E, B sin T

i, [17]
mentre Penergia potenziale & data da

E,= E  Esin* }it = Ems’—}]li. (18]

B
0 - 7
-14—.1:; —;—To %TO TCI
A
Fig. 14

Quanto piu la forma del bacino di un
lago si scosta da quella di un rettangolo,
tanto pitt la formula di Merian da per 7,
valori discosti da quelli effettivi.

Per il lago di Bracciano si ha I = km 8,
h = m 86,1

T, = 99,15,
Il periodo calcolato con i metodi pilt ap-

prossimati — coincidente con il medio
periodo osservato — & 8=,3. Quindi
H
T = 2,97 sec .
Per H — 4 cm (valore massimo delle

ampiezze dell'unmodale del lago di Brac-
ciano), si ha

¢ = 1,36 cm/fsec .
Con riferimento alle figg. 13 e 14, nell’uni-

2
tutta potenziale, mentre ai tempi { = — T,

nodale ai tempi ¢t — o0, t =— T, V'energia é
3 ) - N -
e t = — T, l'energia & futta cinetic® Per il

principio della conservazione dell’energia,
ognuna di queste due energie & uguale

Per bacini allungati, di sezione variabile,
valgono le [11], [12]. Dalla [12] si ha, mol-
tiplicando per Su ed integrando fra gli
estremi & = o, e ¥ = &, del lago:

bt
oL
g [ Su o~ dz .
‘I I-i
Da cui, portando fuori dal segno d’inte-
grale a primo membro il simbolo di deri-
vazione rispetto al tempo e integrando il
secondo membro per parti

*3

Su* dz

A2
*g

—g|Su —I-GJ'Su-d-'—i:-(Au)de

Ma. agli estremi del lago & Su = 0, per
cnli — ricordando la [11] —

d

o 2

128

Sut dr = Q‘IbCEd&?,
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da cui, integrando,
*2 *2
—/Suzdw + Tg/b {2dx = costante. [19]
’; *1

I1 primo membro, moltiplicato per la
densitd ¢ dell’acqua, da la somma delle
energie cinetica e potenziale; pertanto, la
congervazione dell’energia consegue — in
questo caso — deducendo la [19] dalle [11],
[12], cioé dalle equazioni della continuita
e del moto.

Nel caso speciale di un bacino rettangolare
(essendo S = bh e per [13] e [15))

!

B, = % o[bh €2 sin? "l_“” sin?

o

9
T tdr =

o

t,

= —obhlC*sm?
4

o

2

tdey =
1

B, = Eggjl bH? cos® - cos® -

2
= _1-ggblH2 cost =

t.

Tenendo conto della [16], si vede che
restano verificate le [17], [18].

Nel caso del lago di Bracciano, facendo
o = 1lgrfem? | — 8Bkm; b = 5km, h —
86 m, ¢ = 1,35 cm/sec,

E = 1,6 - 10" ergs
= 44 kwh .

Tale & il valore medio dell’energia asso-
ciata alle oscillazioni libere uninodali del
lago di Bracciano.

RIASSUNTO

In questo terzo contributo allo studio del-
le oscillazioni libere del lago di Bracciano,
81 espongono i principt teorici sui quali é

basato il funzionamento dei limmografi e si
discutono le caratteristiche del tipo di limno-
grafo, attualmente in funzione sui laghi del-
VItalia centrale. Si accenna quindi all’ener-
gia associata ad un’oscillazione libera e al
modo di determinarla. Le sesse del lago di
Bracciano sono generalmente di piccola am-
piezza. Per quanto concerne Uoscillazione li-
bera wuninodale asimmetrica, st prova che
Venergia media associata a questo tipo di
sessa ¢ dell’ordine di 44 kWh.

ABSTRACT

The present third contribution to the study
of free oscillations of Lake Bracciano ex-
pounds the principles on which the function-
ing of limnographs is based and describes
the features of the type of limnograph at
present in use on the lakes of Central Italy.
Next, the energy associated with a free oscil-
lation is outlined and the way of determining
it 18 indicated. The seiches of Lake Brac-
ciano are generally of small amplitude. As
regards the free uninodale assymmetric oscil-
lation, it is demonstrated that the average
energy associated with this type of seiche
reaches about 44 kWh.
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