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1. In alcuni recenti lavor i ( 1 ) sono stati i l lustrat i part icolar i me-

todi per la interpretazione delle misure di gravità, che tendono a met-

tere in r isalto le cosidette anomalie locali , dovute a distr ibuzioni di 

densità localizzate e poco profonde, qual i sono per lo più quel le che 

interessano la prospezione geominerar ia ; questi metodi si basano so-

stanzialmente sullo studio delle d i f fe renze f r a i l va lo re ga della gravità 

in un punto P0, e la media (o le medie) gH dei va lor i g su uno (o più) 

cerchi di oppor tuno raggio R aventi Pa come centro, tracciati sulla su-

perf icie equipotenziale S per P0. 

Si prescinde qui dai procedimenti adottati per ridurre al la super-

ficie equipotenziale X i va lor i della gravità e f fe t t ivamente osservati, 

notando solo che l e conclusioni che seguono valgono ovv iamente p e r 

i l campo potenziale della gravità modif icato in seguito- al le ipotesi che 

stanno a fondamento di tali riduzioni. A lcune f o r m u l e si possono pe rò 

appl icare anche quando la superf icie sulla quale si considera la data 

distr ibuzione della gravità, è una superf ìc ie qualunque, anche ad esem-

pio la superf ic ie fisica del te r reno; in tal caso i va lor i del la gravità 

da considerare sono quel l i e f fe t t i vamente osservati, e le conclusioni 

si r i fer iscono al campo rea le della gravità. 

Tralasciando queste considerazioni, sul le quali non intendiamo in-

sistere qui, i metodi accennati danno luogo precisamente : 

a) al la riduzione regionale, mediante la quale ci si propone di 

met tere in risalto le anomal ie locali , togliendo al va lo re della gravità 

i n ogni punto, la media dei va lor i di questa lungo una circonferenza 

di raggio prefissato avente i l punto considerato come centro ; 

b) al procedimento delle derivate seconde, che consiste nel r ipe-

tere il calcolo r icordato or ora per una serie di c i rconferenze aventi i l 

punto considerato come centro, e raggi via via decrescenti. Il l imi te 

cui tendono i va lor i così ottenuti, divisi per i l quadrato del raggio del-

la c i rconferenza r ispett iva, si assume al lora uguale al la der ivata se-

conda - — — della gravità nel senso della vert icale v. 
du* 
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Tu questa Nota ci si propone di mostrare come in ambedue questi 

metodi i risultati possano mettersi in relazione con il secondo para-

mentro dif ferenziale (A„ ed i successivi ( A„h di ordine 2s del la 

gravità g sulla superficie S considerata, valendosi di alcuni r isultati 

ottenuti ancora nel 1909 dal Pizzctti ( 2) ; e di i l lustrare poi il signifi-

cato geometrico e meccanico, in relazione alla struttura locale del cam-

po di gravità, di tale paramentro. 

2. Pr ima di procedere, r icordiamo perciò i risultati ottenuti dal 

Pizzctti. Detto g0 il va lore di una funzione g in un punto P„ del pia-

no, gu la media aritmetica dei valor i elle la funzione stessa assume nei 

punti della circonferenza di raggio R c ceni lo 7\„ si lia 

+ + + [ I ] 

• • • +— gh + (-igog)v 
2 2 4 2 . . . (2„_ 2)2 b ~ 2 2 4» . . . (2n)' 

ove i (/\2ll si intendono calcolali in P,„ e (A„n g)y. è un va lore 

compreso f r a il massimo ed il min imo di quell i clic A S L L g assume nel-

l'area circolare considerata. 

Tale fo rmula si applica soltanto, come si vede, al caso del piano, 

o delle superfici sv i luppabi l i ; e la sua estensione al caso delle super-

fici qualsivogliano non è immediata ; ma invece è ancora vera, come il 

Pizzctti ha dimostrato, anche per le superfici qualsivogliano, la rela-

zione, ovvia per il piano, 

l i m 4 ( , „ - „ . ) 

R — 0 R- ' 

In questo caso gli enunciati precedenti si modificano sostituendo 

la circonferenza geodetica di raggio R alla circonferenza del piano. 

3. Ricordando ora la definizione clic è stata data del la r iduzione 

regionale, ben si vede come questa possa essere espressa — nell'ipotesi 

in cui in pr ima approssimazione la superficie alla quale sono ridotti i 

va lor i di g possa confondersi con il piano —• con lo svi luppo per le 

potenze pari di R dato dal Pizzetti, i cui coefficienti sono espressi me-

diante i secondi parametr i di f ferenzia l i superficiali successivi di g; i 

quali vengono dunque ad assumere un ruolo importantissimo nello stu-

dio delle anomalie locali, dovute a distribuzioni di densità situale a 

piccola pro fondi tà ; f r a questi il secondo parametro di f ferenzia le 
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(A., è poi quello particolarmente interessante, poiché esso può 

essere calcolato agevolmente come il l imite «lato (lai Pizzetti o, più fa-

cilmente ancora, per la regola dell'Hospital, come 

(A» g)v. = 4 lim . [ 3 ] 
fi —0 d (fi2) 

Calcolati precisamente i valori medi £„ su di una serie di cir-

conferenze di raggio decrescente, e riportati i quadrupli dei valori 

ottenuti come ordinate in un sistema cartesiano in cui l'asse delle 

ascisse ahhia come parametro fi-, l'angolo che la tangente nell'origine 

alla curva ottenuta raccordando i punti rappresentativi forma con l'as-

se delle ascisse, ha come tangente il cercato. 

Al t r i procedimenti più rapidi, se pure meno precisi, possono ve-

nire applicati per il calcolo numerico di detto ( A 2 g ) 2 . 

4. Ciò premesso, veniamo a studiare più da vicino il significato 

meccanico del secondo paramentro dif ferenziale di Beltrani della gra-

vità, su di una superficie ^ che, per ragioni di semplicità, ammettere-

mo essere superficie equipotenziale o di l ivello del campo; si intende 

che, se i valori della gravità non fossero stati misurati direttamente su 

questa, essi dovrebbero immaginarsi ad essa ridotti secondo i consueti 

procedimenti convenzionali. 

Potremo infine definire il secondo parametro dif ferenziale scriven-

do in forma vettoriale [3] 

(A2 g)v = div gradv g [4] 

in cui 

gradv g — grad g — grad gXv- v 

è la componente superficiale su ^ del gradiente di g. Con v si è indi-

cato il versore della normale a ^ (diretto verso l'alto), che caratterizza 

la congruenza rettilinea delle normal i ; nel mentre con n indicheremo 

nel seguito il versore delle tangenti alle l inee di forza del campo, pure 

diretto verso l'alto, che caratterizza invece la congruenza curvi l inea 

delle linee di forza. Si ha dunque n = v su —, e poi 

d n d v 

d 1' d I> 
[6] 

a essendo l'omografia di Burali-Forti generalizzata, e (tv la sua compo-

nente superficiale (4). 
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Si ha dunque, prendendo la divergenza di [a] : 

(A 2g)s = A . g — H g r a d g x v — grad ( g r a d g X v ) = A„? — H ~ — ^ 

d v av-
[7] 

• ™ T 2(o2 1 dg , , in cui f i = div v = — e la curvatura media di (co e la 

g g da 

velocità angolare di rotazione della Terra). 

Si osservi ora che, nel mentre si ha ovviamente, su 

dg dg 
— — = [8] 
d v d n 

non altrettanto può dirsi per le derivate seconde; ed infatti 

fd'"g d grad g 
— = grad ( g r a d g x O X v = — v • v + Kc grad gX^ = 

l dvs dP 2 

d grad g d grad g 
= —vv—— n-n 191 

d f dP 

perché K c v = o v ; invece 

d~g d orad g 
— = g r a d ( g r a d g X « ) X n = P n n + A." a grad g X n = 
dn• d P 

= ~ + = [ 10] 
dv" d\-

in cui F = mod gradv lg g è la prima curvatura della linea di forza. 

A sua volta, il calcolo di iS.»g fornisce (4) 

à ì g = g(C + F'-) [11] 

dove C = H- — 2K [ 12] 

è la curvatura di Casorati di S (K ne è la curvatura totale o gaussiana). 

Tenendo conto di ciò, al (A» g)v può essere data una delle se-

guenti fo rme 

(A, g)v = 2 g (H- - K + F--) + 2 o r H - = 
dn2 

1 1 3 1 

La prima in particolare ci dice che il ( A . - d i f f e r i s c e dalla 

derivala seconda della gravità secondo la verticale, per termini d i e 

dipendono dalla curvatura della superficie equipotenziale e della linea 
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di forza, e che in generale non sono allatto trascurabili. Cosi ad esem-

pio si avrebbe, per il campo normale della gravità (campo di Somi-

gliana) alla lat i tudine di 45°: 

d ~ g = — 14 ,495 X 10~ 1 5 c m - ' sec"* , 
dn2 

nel mentre i termini derivanti dalla curvatura del campo ammontano 

a 14,501 X IO5 cm"1 sec-, tanto che il A> superficiale della gravità 

risulta uguale a 0,006 X IO"5 cm'1 sec"2. 

5. A l t re fo rmule espressive, che possono tornare a volte utili, si 

hanno quando si consideri invece del campo g della gravità, quello 

del suo logaritmo naturale. 

La considerazione del logaritmo della gravità, anziché della gra-

vità stessa, presenta il vantaggio di attr ibuire al suo gradiente le di-

mensioni di una curvatura; ed alle sue derivate seconde (od alla diver-

genza del suo gradiente) le dimensioni di una curvatura totale. Ciò 

è mostrato chiaramente dalle formule che seguono: 

grad lg g — F N' -— (- H | n ( formula di Bruns) 
\ g ì 

[ 14 ] 

in cui A ' è il versore della normale principale alla linea di forza. 

Facili calcoli danno inoltre 

1 J \ a n 
[ 1 5 ] 

g1 g dn \ d n 

e poi 

( A J g g h = C + F"-+ " W 
d n 

Trieste — Istituto di Topografìa e Geodesia dell'Univ. — Marzo 

1953. 

RIASSUNTO 

Si, richiamano alcune ricerche di Pizzetti, che consentono di otte-

nere, con procedimenti applicabili in pratica, la divergenza del gra-

diente superficiale della gravità (secondo parametro differenziale di 

Beltrami della gravità in superficie). Queste ricerche vengono messe 
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iti relazione con i metodi della riduzione regionale e delle derivate 

seconde, che sono stati proposti recentemente dagli Autori americani 

per le pratiche applicazioni, in gravimetria. 

Nel caso in cui la superficie sulla quale si calcola tale divergenza 

sia di livello, il secondo parametro differenziale si esprime assai sem-

plicemente mediante gli elementi geometrici e meccanici del campo. 

SUMMARY 

Some formulae given by Pizzetti are recalled, tvhich allow to 

obtain by practical procedures the divergence of tlie surface gradient 

of gravity (second differential parameter of Delirami of surface gra-

vityj. Sudi researclies are related to the metliods of regional reduction 

and of the second derivatives, which have been recently proposed for 

practical applications by American authors. 

ÌT henever the surface consiclered be a level surface of the poten-

tial fichi, the second differential parameter may be easily expressed 

by means of the geometrie and dynamic elements of the field itself. 
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