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Introduzione. — Molti sper imentator i , ( 1), (2), (3), (4), (5), si sono 

recentemente occupati della determinazione del contenuto di mater ia l i 

radioat t iv i in minera l i per mezzo del la autoradiograf ia , ottenuta me-

diante l'uso di emulsioni nucleari . A l c u n i di essi (3), (5), (°) hanno 

anche cercato di determinare, o l t re l 'attività totale del mater ia le , 

i rapport i tra le quanti tà di e lementi radioatt iv i appartenent i a l le 

va r i e famigl ie , supposte o 110 in equi l ibr io secolare. 

D'altra parte, la determinazione dell'esistenza o meno di ta le equi-

l ib r io rappresenta u n notevole problema, la cui soluzione interessa la 

Geologia e la Vulcanologia . Ora, ment re l 'att ività totale può essere 

dedotta dal semplice conteggio del le tracce di part icel le n nel l 'emul-

sione, gli a l t r i due problemi r ichiedono la determinazione del la di-

str ibuzione del le tracce in funzione della lunghezza di esse nel l 'emul-

sione, o di grandezze analoghe (proiezioni orizzontale o ver t ica le del 

percorso). Dal punto di vista prat ico ci sembra più comoda la rappre-

sentazione di quel lo che potrebbe chiamarsi lo spettro integrale del le 

tracce, cioè la determinazione del numero di tracce aventi cammino 

totale nel l 'emulsione (o proiezioni or izzontale o verticale), maggiore 

di una quanti tà prefissata. Del resto, anal i t icamente, si passa subito, 

per semplice der ivazione rispetto ad r, dal lo spettro integra le a quel lo 

di f ferenzia le (numero di tracce aventi cammino totale, o proiezioni, 

or izzontal i o vert ical i , compreso tra r ed r - f dr). 

Si noti che, per determinare la proiezione ver t ica le vera, e quindi 

il percorso totale delle part icel le a nel l 'emulsione, (e le loro equiva-

lent i in cm. di aria), occorre conoscere i l modo in cui l 'emulsione si 

è de formata durante lo svi luppo. Di solito si t iene conto di tale defor-

mazione molt ip l icando la proiezione vert icale, misurata al microscopio, 

per un opportuno coefficiente; ammettendo cioè che la contrazione 

sia stata un i fo rme in tutto lo spessore dell 'emulsione. 
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Dell'aspetto teorico dei problemi sopra accennati, si sono occupati 

diversi Autor i (6), (7), (s), (°j, ( 10). 

Sebbene quasi tutte le f o r m u l e che r icaveremo in questa pr ima 

nota siano state trovate, nel caso part icolare in cui sia val ida la [1 ' ] , 

da qualcuno degli Autor i citati, ci sembra non inuti le dedur le con 

un metodo uni tar io d ie , come sarà mostrato in seguito, si presta ad 

essere faci lmente generalizzato. 

Ci proponiamo quindi di dedurre, in modo molto semplice, le 

f o r m u l e elle danno il numero di tracce per cm2 di emulsione esposta 

e per s. d'esposzione, in funzione, sia della lunghezza totale, che del le 

proiezioni orizzontale e verticale, e di mostrare come dalla misura di 

queste grandezze, su un numero convenientemente grande di tracce, 

si possa r isal ire alla soluzione dei problemi accennati. 

Caso di un solo range. — Consideriamo un minera le l imitato infe-

r iormente dal piano di traccia AB, posto a contatto con emulsione 

nucleare, l imitata superiormente dal lo stesso piano. Supponiamo che 

il minera le contenga nuclei radioatt ivi di diversa specie; sia nt il nu-

mero di tali nuclidi per cm 3 ; la relativa costante di disintegrazione, 

e quindi n\ il numero di particel le a emesse in 1 s. da tutti i nuclidi 

della specie ima contenuti in 1 cm3 di minera le (ni"i.'L è indicato da 
c 

H. v. But t la r ed F. G. Houtermans ( s) con Ni). Siano Rn, R»i i ranges 

delle part icel le in questione nel minerale e nell'emulsione. 

Si ha evidentemente (v. fig. 1) : 

— + — = 1 [ l ' I 

In questa nota supporremo val ida, come vien fatto abitual-

mente, (-1), (3), (7), ( s) l'ipotesi di Bragg-Kleemann, che ci permette 

di porre Ru = 7?| ; R2i = (i2 Ri ; essendo R-, il range in cm d'aria 

Uj, l̂o due coefficienti caratteristici del minera le e dell'emulsione, 

ma indipendenti dall'ener-

gia delle particel le a , la cui 

determinazione approssima-

ta può farsi , mediante le re-

gole di Bragg-Kleemann, co-

noscendo la composizione 

chimica del mezzo ( 1 1). 

Fig- 1 Indicando con s la distan-

A 
\ b B 
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za del generico nuel ide emittente dal piano AB, e con 0 l'angolo for-

mato dalla traiettoria della part icel la emessa con la normale ad AB, 

e ponendo s = [i j z, b = | j r ' , cos 1) = v, la [].'] si scr ive: 

r / — Ri — [1] 
V 

z ^ 0 ; 0 ^ V < 1 [2] 

11 numero Fi di tracce, soddisfacenti a ta lune condizioni geome-

triche, che saranno specificate sotto, prodotte per cm2 di emulsione 

e per s., sarà dato d a : 

Fl= — I n, ha ds . d Q = J _ / n a;« dz . dv [3'] 
4 « J 2 J s 

essendo l 'ult imo integrale esteso ad un dominio S del piano (v, z), do-

minio definito, unitamente alle [2] , dal le altre l imitazioni imposte a 

v, z dal le condizioni geometriche volute. Nell'ipotesi che ili '/ '1 e i< A 

non dipendano da s, cioè che il minerale , a lmeno nel le poche diecine 

di micron utili (*l, sia omogeneo rispetto ad s, la [3'] d iventa : 

F ; = — LI. 71; A" I dz .dv— — U, n,).-" a [3] 
2 J s 2 ' 

essendo o l'area del dominio S. 

Il numero di tracce /i(r), prodotte per cm2 di emulsione e s., 

aventi nel l 'emulsione cammino r', (misurato in cm d'aria), tale che 

sia Ri 5=- r' S5- r, sarà dato dalla [3] , in cui, per la [ 1 ] , il dominio S 

è definito dal le [2] , e dalla R i ^ R , — da epiesta: 

v 

(Ri — r)t>r~z^?0. Quindi S coincide col t r iangolo OAB, (fig. 2); 

o = J/2 ( « i — r)- Ne segue: 

h (r) = (R, - r), per 0 ^ r ^ R> ; f , (r) = 0, per r > 
4? 

[4] 

risultato ben noto. 

Calcol iamo ora il numero di tracce, i|»i(r), aventi proiezioni ver-

ticali y', (in cm d'aria), tali che s ia : 

R^y'^y 

(*) Se |i, rij non è coslante su tutta la superficie, indicheremo con tale prodotto 
il va lore medio. 
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Moltipl icando la [ 1 ] per v — cos t), si l ia : 

y' — vRt — z 

Si avrà quindi, per il dominio S, la l imitazione Ri > v R i - z ^ - y ^ 

cioè 

vRi-y^-z^R, (v—1) 

che, uni tamente alle [2] , dà, per S, il triangolo CAD (fig. 2). Quindi : 

_ ( R i - r ) 2 

2 R, 

Ne segue, per la [3] : 

T|'.(y)=Htra,X" { R \ / Y , per O ^ j r ^ t f , ; ^ ( y ) = 0 , per y>R,. 
4/?; 

[5] 

Calcoliamo inf ine il numero, rpil*), di tracce, prodotte per ciu-

di emulsione e per s., aventi proiezioni orizzontali x', (in cm. d'aria), 

tali che sia R ^ x'^ x. La [ 1 ] dà : 

x! = sen il>(/?; — 
costì 

= ( ! - » » ) I I ì ( R ì ~ -

Il dominio S, in questo caso è definito, unitamente alle [2] , dalla 

l imitazione: 

(Ri— — 
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cioè : 

R,—x(l—v , r - V. v R -, 1 - ( 1 — 

Quindi S (fig. 2) è del imitato dall'asse v e dall'arco, con z > 0, 

del la curva di equazione: 

z = v Ri — x(l-v"-) 

la quale taglia l'asse v nel punto E di ascissa v° =—(H2—x2) ' . 
Ri 

Si lia quindi : 

Ri v — xv (1 — tr) dv— 
(Ri-x)-

2 Hi 

da cui, per la [3] : 

(R—x)-
cpi(x)=\ilnilia ' ^ , per ; cpi(*) = 0, per x>R{. 

4 R, 
[6] 

La determinazione esatta di questa formula , a par t i re dal le ipo-

tesi sopra ammesse, è stata tentata da But t la r e Houtermans ( 8) ; que-

sti A A . , però, forse per una poco fe l ice scelta della var iabi le indi-

pendente, non pervengono alla [6], La fo rmula è stata invece tro-

vata successivamente da Van St i jvendael ( 1 2) ed indipendentemente 

da Imbò e Casertano ( 1 0). 

È notevole la coincidenza della [6] con la [ 5 ] : pensiamo ebe 

tale coincidenza possa sfruttarsi per un control lo della legittimità delle 

ipotesi fatte. 

Caso generale. — Supponiamo ora di avere nel nostro minerale , 

con distribuzione omogenea rispetto a z, p specie diverse di nuclidi 

attivi (<. Pensiamo questi nuclidi ordinati secondo i ranges crescenti 

delle n da loro emesse, ed indichiamo con n, le loro concentrazioni 

medie per cm', con À'.1 le r ispett ive costanti di disintegrazione a , con 

R, il percorso in aria delle « emesse (R[ ^ Rj^j), (i = 1, ... p). 

Ammet t iamo per semplicità clic si possa supporre che ciascun 

nuclide emetta particel le <t monoenergetiche. (In caso contrario biso-

gnerà contare ciascun nuclide (ante volte quanti sono i gruppi mono-

energetici di part icel le a da esso emesse), e che li, sia costante. 



230 DONATO P A L U M B O 

a) Indicando con /(r) il n u m e r o di tracce per cm 2 di gelatina 

e S., aventi nel l 'emuls ione cammino totale r (in cm di aria), r' <> r 

si h a : f(r)= Ì k J k ( r ) , e pe r la [ 4 ] : 
1 

J(r)= ^ vk nk \k
a (Rk _ r ) ^ i i l v k „ t X t a Rk — Ìknkhar] (R^r^Rk) 

4 Ì+Ì 4 i+i 4 i+i [7] 

4 
che rappresenta un segmento di retta. P o r r e m o p o i : u(r)= —/(r). 

Hi 
La /(r), cioè lo spettro integrale del le tracce, e la grandezza pro-

porz ionale zi(r), saranno quindi rappresenta te da pol igonal i , i cui lati 

av ranno rappor t i dirett iv i , in va lo re assoluto, decrescenti. Le ascisse 

dei vert ic i del la spezzata zt(r), sono i va lo r i dei ranges. Ind icheremo 

con i/0, « i . . . l e corr ispondent i ordinate. La di f ferenza tra i rappor t i 

diret t iv i mi, n»i4-t, di due suoi lat i consecutivi dà ev identemente : 

| m i | - | B . H . 1 | = n1X,a [7'] 

Si noti che il la to imo taglia l'asse delle ordinate u ne l punto 

(0, u0i) dato d a : 

u,° = 2 k R k n k X k a 

quindi 

7/0 ,,o. 
f t i = ' [7"] 

La [7'] può scriversi ne l la f o r m a , fo r se più comoda : 

X « * n | = = » ' - i - ' " - [ 8 ] 
R—/?i_t R,+l-Ri 

Si può quindi de te rminare graf icamente, o con semplicissimi cal-

coli, l a concentrazione dei va r i nucl idi , senza f a r e a lcuna ipotesi sul-

l 'equi l ibr io del le famig l ie rad ioat t ive a l le qual i appartengono, cono-

scendo solo i va lor i di /(r) per i soli va lo r i di r coincidenti con i ranges 

dei diversi nucl idi attivi . 

Ev identemente è più semplice i l calcolo re la t ivo al nuc l ide di 

range massimo, ché in tal caso, la [ 7 ] assume la f o r m a 

M p _ 1 = ( R p - K p _ 1 ) nf Xpa, da cu i : 
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Se i vari nucl idi costituiscono una famigl ia radioatt iva in equi-

l ibr io secolare, nell'ipotesi cbe non vi siano biforcazioni , (il cbe può, 

con ottima approssimazione assumersi nel caso della famigl ia dell 'U 238, 

ma non per quella del Th 232), si a v r à : 

Ili Ai" = cost. 

quindi, per la [7"], i prolungamenti dei lati della poligonale che 

rappresenta lo spettro integrale della famigl ia in equil ibrio, incon-

t reranno l'asse delle u in punti aventi , tra loro, distanze proporzional i 

ai ranges. 

Sempre nel caso dell 'equil ibrio, se si dispone di una statistica suf-

ficientemente ricca, la [8'] permette di r icostruire lo spettro integrale 

della famigl ia , par tendo dalla sola conoscenza del numero di tracce 

aventi lunghezza superiore al penult imo range. Nel caso della fami-

glia del Torio, bisogna tenere ovviamente conto della bi forcazione 

del TliC. 

Questa famigl ia , a causa della brevità del le v i te medie dei suoi 

costituenti, può sempre ritenersi in equil ibrio. In tale famigl ia , i l ThC' 

emette part icel le a aventi range maggiore, non solo di quel le degli 

elementi della stessa famigl ia , ma anche di tutte quel le delle famigl ie 

del l'I! 238 e dell 'U 235. 

Quindi, disponendo dello spettro integrale prodotto da un mi-

nerale che contenga un miscuglio di famigl ie radioatt ive, anziché usa-

re le [7'] , [7"], [8], sarà più comodo detrarre, per mezzo del la [8'], 

lo spettro integrale della famigl ia del Th in equil ibrio. 

Lo spettro r imanente andrà interpretato per mezzo delle fo rmule 

generali. 

òl Prendendo come var iabi le la proiezione orizzontale (o ver-

ticale), delle tracce nell 'emulsione, per il numero cp (.r i, oppure i|> ( y ì , 

di tracce aventi proiezione orizzontale x', (o vert icale y'), x' ^ x, (op-

pure y ' > • y), si avrà, per [5] , [ 6 ] : 

i' u, i' (Rk—x) 2 

cp(*) = nkAk cpk ( x ) = -1— nk A" • — = 
i 4 i + i l \ k 

u. P ti, P ti. P " k A k a 

= ~L^nk Ak Rk - ( v k „ k Ak ) x+ ( 2 k ) *s (Ri<X^Rì+l) 
4 i + i 2 i + i 4 i + i Rk 

[9] 

La cp(A) risulta continua con le sue derivate prime, in tutto l'in-

terval lo 0 <; x R p. Lo spettro integrale sarà quindi rappi'esentato da 
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4 

l ina catena di a rch i di parabole . Posto, come sopra u(x) = — <p(.r), 

ed ind icando con u h i ì ì+j, Mì+i|2 r i spe t t i vamente le o rd ina te dei punt i 

di ascisse Ri, Ri-^,, + jRì-j_t) si t rova f a c i l m e n t e : 

np » k h a _ " i + » i + i ~ 2 " i + ' l ^ 

i+J Rk ~ 2(Ri+l-Rf-

" i Ai" _ H i _ t + » i — 2 llj—1|2 _ l l j + l l i + l — 2 «i-l-l|2 

2 R i ~~ ( R i - R i - , ) 5 ( R i + 1 - R i ) ' ! 

P e r la de te rminaz ione di FI,, si ha la f o r m u l a , analoga al la [8'] : 

n f À „ 0 = [9"] 
( R p - K p - , ) 2 

A n a l o g a m e n t e a quanto detto sopra, nel caso del la d is t r ibuzione 

dei cammini totali , quest 'u l t ima permet te , di d e t r a r r e dal lo spett ro 

in tegra le ot tenuto sper imenta lmente , que l lo del la f amig l i a del torio. 

Nell ' ipotesi che le sole f a m i g l i e presenti nel m i n e r a l e s iano quel le 

del Th, ed U 238, l ' equi l ibr io o meno di quest 'ul t ima famig l i a può 

essere studiato più comodamente , anziché sullo spettro ot tenuto spe-

r imenta lmente , su quel lo r icavato dopo aver detrat to da questo lo spet-

t ro integrale della famig l ia del Tor io . L ' in terpre taz ione del lo spet t ro 

del la f amig l i a del l 'Uranio, così ottenuto, potrà essere fa t ta pe r mezzo 

della [9] , 0 , p iù sempl icemente , (e questa osservazione v a l e anche p e r 

i l caso «), si p o t r a n n o de t ra r re da quest 'u l t imo spettro, no tando che 

i l range più lungo della famig l ia appar t i ene al R a d i o C/, le t racce 

dovute agli e lement i compresi tra i l R a d i o ed il Po lonio , f acendo uso 

del la [9"]. In fa t t i questi e lement i sono tutt i di v i ta mo l to breve , e 

qu indi , cer tamente , in equ i l ib r io t ra loro. 

c) G l i spettr i d i f fe renz ia l i sono dati da l le der ivate , (cambia le di 

segno), de l le [7 ] , [9 ] . 

Il p r i m o è costituito da u n a gradinata di segmenti re t t i l ine i , pa-

ra l le l i all'asse r ; la distanza tra due gradini consecutivi è proporzio-

n a l e ad n. 

Il secondo si r iduce, al la 

= [10] 
2 i-H \ Rk 

c h e rappresenta una spezzata di segmenti di ret ta . 
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RIASSUNTO 

Considerando una lamina piana di spessore grande rispetto al per-

corso delle jxirticelle <», conlenente atomi radioattivi < , sovrapposta 

ad una emulsione nucleare, viene risolto il problema della determi-

nazione del numero di tracce prodotte nell'emulsione dalle particelle 

« emesse, in funzione della loro lunghezza, della loro proiezione oriz-

zontale e della loro proiezione verticale, nell'ipotesi, generalmente am-

messa, che, per le particelle ti, i percorsi nella materia, siano propor-

zionali a quelli nell'aria. 

Indicando con f (x ì , ip (x), ip (xi il numero di tracce prodotte per 

air di emulsione e secondo, aventi rispettivamente, nell'emulsione, lun-

ghezza totale, proiezioni orizzontale o verticale, maggiori di x, (es-

sendo x misurato in cm d'aria equivalenti), si ha: 

4 i-j-i 

/?; < X < Ri+l 

cp (.t)=H< (x)= v k ^ (Rk - x)* 
4 i+i Rk 

In queste formule 111 è il rapporto tra il percorso nel minerale e 

quello in aria; RI? . . . R P i ranges delle particelle a emesse (lai vari 

nuclidi, misurali in cm d'aria e disposti in ordine crescente, n k , À k " 

il numero di nuclidi della specie k"m per cm3 e la corrispondente 

costante di disintegrazione a. 

Queste formule sono indipendenti da ogni ipotesi sull'equilibrio 

delle famiglie radioattive presenti nel minerale. 

SUMMARY 

Considering a piane lamina containing alpha-radioactive atoms, 

u liose tliickness is great ivith respect to the range of the alpha particles, 

and exposed to nuclear emulsion ; the problem of the determination 

of the number of tracks produced in the emulsion by the alpha parti-
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cles is resolved as a function of their lengtlis, and of their liorizontal 

and vertical projections. Il e liave used the hypothesis, gencrally ad-

mitted, that for alpha particles, the range in materials is proportional 

to that in air. 

Indicating icitli f (x), qp (xì, i|'(x) the number of tracks produced 

per cm2 of emulsion and second, iihose total length, liorizontal and 

vertical projection in emulsion is greater tlian x, (x in cm of air 

equivalent), ice obtain: 

4 i4- i 

qp ( * ) = H' ( x ) = 7 ^ k — — ( I h — 
4 i + i K k 

In these formulae iti is the ratio of the range in the minerai to 

that in air: Rj. . . Rp the ranges of the alpha particles emitted by the 

various nuclides, in cm airequivalent and arranged in increasing 

order, nk and Xka are respectively, the number of nuclides of the 

specie k n m per cm3, and the Constant of alpha disintegration. 

These formulae are independent of any hypotheses on the state 

of equilibrium of the radioactive families present in the minerai. 
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