PAG. 161

SEXTA
JORNADA DE
MATEMATICA

OCTUBRE 24 - 25 - 26 / 1990
TEMUCO

A, |
h b A
h b |
h |
A A |
4

MODELOS ESTRUCTURALES
PARA SERIES CRONOLOGICAS

(CURSO B3)

PABLO MARSHALL



PAG. 162
1 INTRODUCCION
1.1 Conceptos Bésicos
Tradicionalmente se ha reconocido que, quizés después de alguna transformacién, una

serie légica y, puede di P en una tendencia sy, un efecto estacional ¢ y

una irregularidad . Esto es,

dep (1.1)

=petrte,

La idea central de los modelos estructurales se basa en el hecho de que, en muchas
aplicaciones, la tendencia y los efectos estacionales conforman los aspectos mds

b i en las series 16gi En este la construccién de un modelo
estd, o debiera estar, fundamentalmente orientnda a la estimacién y al andlisis de estas
f La i6n (1.1) ituye el punto de partida en Ia construccién de
modelos estr \! La ificacién de los p Je, Yo ¥ €, estd basada en

el conocimiento que tenga el investigador acerca del proceso que se esté analizando, y en
técnicas estadisticas bésicas. Esta es la forma natural de especificar un modelo, y coincide
con la utilizada en otros métodos estadfsticos.

El modelo (1.1) ha sido extensamente usado en el andlisis de series temporales.
Tipicamente, ¢ es definido como un polinomio en el tiempo, v es especificada a través de
variables mudas o arménicns, y ¢ de a un proceso del tipo ARMA.
Es decir, tanto la tendencia como los efectos estacionales son idos determinit La
evidencia empirica més reciente en la literatura ha mostrado, sin embargo, que ¢ y 7y, son,
en muchas aplicaciones de interés, funciones estocdsticas y no deterministicas; ver Nelson
y Plosser (1982). Este tipo de conclusién estd basada en estudios en los cuales se supone
que una serie l6gica sin efectos ionales y; puede ser representada, por ejemplo,

por el modelo

ye=at ﬂu“ e

donde @ y f son constantes, u, es un proceso no correlacionado serialmente y L es cl
operador de rezago. Entonces, si p es menor que uno en modulo, los efectos estocAsticos ug
afectan a y; sélo en forma transitoria, y estos pueden ser asociados a un movimiento cfclico
o irregular en I serie. Sin embargo, si p es igual a uno, entonces los efectos estocdsticos
tienen un efecto permanente sobre y; y esto es justamente lo que se entiende por tendencia.
Muchos de los estudios empiricos realizados en los Gltimos afios, con modelos como el
anterior o con obvias modificaciones para incorporar efectos estacionales, han llevado a ln
conclusién que, en muchas series cronoldgicas, la tendencia y los efectos estacionales son
funciones estocasticas y no deterministicas,

La clase de modelos ARIMA, ha sido extensamente usada para el andlisis de series
cronolégicas. Sin embargo, esta clase de modelos no esth exenta de criticas. En primer
lugar, y considerando lo expuesto nnteriormente, la idea basica de los modelos ARIMA de
diferenciar Ia serie para obtener estacionaridad contradice el objetivo primero del andlisia
por cuanto no permite Ia estimacién de la tendencia y de los efectos estacionales. En
segundo lugar, la identificacién de modelos a partir de Ia funcién de autocorrelncién es

1 Especial cuando se dispone de pocas observaciones, valores

e = A

muy dificil
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extremos, u otro tipo de irregularidades.

Otro tipo de modelos utilizados para el anilisis de series cronolégicas estin basndos
en métodos automticos; por ejemplo, gresiones. No pocas veces, los resultados son
desastrosos; ver Jenkins (1082) y Harvey y Todd (1983).

Los modelos estructurales se desarrollan a puur de los lruhn)ou de Muth (1960),
Holt (1957) y Winters (1960). Esto es, con el i 1y sus

La forma de estado y el filtro de Kalman permiten formalizar estas especificaciones doadc

un punto de vista estadfstico, y extender facilmente estos modelos a numerosas situaciones
de interés en aplicaci : variables datos fal datos irregularmente

indos, etc... Refe ias mds reci en el desarrollo de los modelos estructurales
son Hunnon y Stevens (1976), Engle (1978), Kitagawa (1981) y Harvey y Durbin (1986).
Un buen resumen de todos estos trabajos es presentado en Harvey (1989).

1.2 Modelos Estructurales

En esta subseccién se presentan cuatro modelos estructurales que constituyen las
del 16t

de series Los dos primeros

herramientas bdsicas para el
modelos asumen que la serie cronolégica no tiene efectos estacionales. En el primero
se modela la tendencia como un camino aleatorio, mientras que en el segundo, se agrega a
esta especificacién una pendiente que también estd representada por un camino aleatorio.
Estos dos modelos son luego generalizados para incluir efectos estacionales.

Modelo Local Constante
Una forma simple de modelar una tendencia en series cronolégicas en las cuales el
nivel cambia lentamente a través del tiempo, es mediante un camino aleatorio. Este tipo

de series temporales pueden ser rep das por el modelo local constante definido como

Vo= et e, { S b
(1.2)
= pe-1+ N0

Donde y¢ es la serie cronoldgica al tiempo t, ju es el nivel o tendencia al tiempo ¢, y las
componentes ¢ y 7 8on procesos estocasticos no correlacionados entre si ni serialmente,
normales, y con varianzas o7 y o3, Los procesos no correlacionados, con media cero, y
varianza constante se denominan ruidos blancos. El modelo (1.2) estd en lo que se conoce

como la forma de estado con g la variable de estado; ver Seccién 1.3.
Si a,’, = 0, entonces ug = w1 = ug, y el nivel o tendencin es fijo. Es decir, un caso

especial de (1.2) es un modelo en el cual las observaciones se apartan de un nivel constante

d <al

Jio o través de efectos alentorios no correl ¥ repr dos por ¢ La
componente 7y, cuya varianza es en general distinta de cero, permite al nivel o tendencia
evolucionar suavemente a través del tiempo.

El modelo local constante es, naturalmente, no estacionario debido a ln presencin del
camino aleatorio jig. Diferenciando las observaciones y, se obtiene lo que se conoce como

Ia forma estacionaria del modelo. Esta es,

(1= Lyye =ne+ (1= L)ey, (1.3)
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Esta forma estacionaria permite calcular ln funcién de autocovarianzas de las primeras
diferencins, y(r), r > 0. En efecto,

70) = o} + 20;

(1) = ~a¢

Ak)=0 8 k>L
La funcién de autocovarianzas presentada define un modelo en la clase ARMA. Este modelo
se conoce como la forma reducida del modelo estructural, y de los resultados anteriores es
obvio que para el modelo local constante la forma reducida corresponde a un MA(1) de Ia
forma

(1 =Dy= (=00, t=2...,T, (1.4)

donde a; es un ruido blanco y 6 es un parametro restringido al intervalo [0,1]. Esta
restriccién aparece por cuanto la autocorrelacién de orden uno es por definicién menor o

igual a cero. Igualando la funcién de ianzas de (1.3) y (1.4), se establece que
2
(s 9) :
o? 9

Modelo Local Lineal
El modelo anterior es de limitada utilidad por cuanto muchas series temporales
una tendencia con diente. Usual esta di cambia lentamente

a través del tiempo y puede también modelarse mediante un camino aleatorio. Series

con estas pueden ser representadas por el modelo local lineal
definido por
Ve =ug e, k02t
e = tepr + Ber 400, (1.5)
Bo=Pe-r + 6.

Donde y; es la observacién al tiempo ¢, 4 es la tendencia al tiempo ¢ y f es su pendiente.
Por su parte, los procesos ¢, n; y & son ruidos blancos no correlacionados, normales y con
varianzas o}, o3 y o?. El modelo estd en la forma de estado con g y fi las variables de
estado; ver Seccién 1.3.

Siof =02 =08 =fi1 =foyw =uo+fot. Es decir, In tendencin es fijn. Por
otra parte, si of = 0 pero 02 > 0, entonces uy = uy_y + fo +n y se muestra que el modelo
local lineal puede reescribirse como

ye=uj + fot + e,
ui = w40,
que corresponde al modelo local constante cort una variable exégena: el tiempo; ver Seccién
6.
La forma estacionaria del modelo se obtiene al tomar segundas diferencins. Asi,

(1 =L)ye = 6=1 + (1 = L)pe + (1 = L)?eq , 8. T (1.6)

La funcién de autocovarianzas de lns segundas diferencins de lns observaciones y, esta dada
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7(0) = o4 + 207 + 6a7
(1) = o} — 4o}
7(2) =0}
A(k)=0 s k>2.
De aqui se desprende que la forma reducida del modelo local linenl es un MA(2) de Is
forma

(1= L)'y =(1~8:L—6:L7)ay, (17
con a¢ ruido blanco y 0y, 02 pardmetros que satisfacen, ademds de lns condiciones usuales

de invertibilidad, las restricciones

2
ﬁ=__4_9|(1“91)20‘
a? 6y

ﬁﬂ_ga,w,)’;(n—za,)am

2
e

Modelo Local Constante con Estacionalidad

La inclusién de efectos estacionales es una forma natural de extender los dos modelos
considerados hasta ahora. Si los efectos estacionales tienen perfodo s, el modelo local
constante con estacionalidad queda definido por

Ve=petnte, b=y

B = pe-1 + 10

‘ (18)
S mei=wr,

=0

Y 7e ea el efecto

donde y; es la observacién al tiempo ¢, p¢ es su nivel o
Los efectos aleatorios ¢, m y w; son ruidos blancos no correlacionados, normales y con
varianzns o, o y o3,

La racionalidad detrds de la especificacién para el efecto estacional es In siguiente.
Suponga primero que o3 = 0. Entonces la especificacién para el efecto estacional en (1.8)

implica que 7 = 71—, y por tanto

7o b=9,25,84...
71 t=s5-12-13s—1,...
Q= g
Y=e42 t=2,8422042,..,
e A IR R
que corresponde a In tfpica especificacién de variables mudas utilizada en modelos de
gresién, La p dstica w, da flexibilidad a los efectos estacionales para que

evolucionen lentamente a través del tiempo.

El modelo (1.8) no estd escrito en la forma de estado, lo que tiene importantes
desventajns poara el manejo de este mediante el filtro de Kalman; ver Subseccién 2.1
Sin embargo, es posible reescribir el modelo en la forma de estado. Para esto se definen
componentes auxilinres ¢, T2, «+ .y Ya-2,¢ tales que

T
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M= Ye=1y

Vit = TYi-10=1 = Ni-iy

Con estas definiciones, la ecuacién para los efectos estacionales puede escribirse como

e e B ERUURIE Y- 1
Tie ) ot O} Tie-1
.= . . ¥ wiy
Yo-2g ()i 1 0 Ya-2,0-1 0

y el modelo queda expresado en la forma de estado con las variables de estado definidas
por el vector (pe, 7o, ey +*, Ya=2,1)'; ver Seccién 1.3.

La forma estacionaria del modelo local tante con efectos ionales se obtiene
al aplicar, a las observaciones y;, una diferencia estacional. Esto es,
e L-),,, (1= Loy B
R e iy e e L (R TS
1.9

=4+ L4+ L e+ (1 = Lo + (1 = L)er
A partir de esta ecuacién, la funcién de autocovarianzas de las diferencias estacionales estd.
dada por
7(0) = 80 + 202 + 207
¥(1) = (s = oy — o
72) = (s~ 2)o]

Aa=1)=0;
LOEETH
Ak)=0 s k>a.
Se desprende que la forma reducida del modelo local constante con efectos estacionales
corresponde a un MA(s) con restricciones en los pnnimetms Mientras un modelo MA(s)

sin restricciones tiene (s + 1) funcional: dependientes, el modelo local

con ionalidad tiene sol 3.

Modelo Estructural Bésico
Final agregando un efecto | al modelo local lineal se obtiene el modelo
estructural basico. Si la estacionalidad tiene perfodo s, este modelo esté definido por

ve=poknte,  t=1..T,
o= ey + Pe-r My
=fio1+ b, (1.10)
a1
¥ et i
=0

donde y, es Ia observacién al tiempo t, p¢ es Ia tendencia o nivel al tiempo ¢, f; es In

e A
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pendiente de esta tendencis, y 7 es el efecto estacional al tiempo t. Los proceson ¢, ny, &
¥ w; son ruidos blancos no correlacionados, normales y con varianzns o7, 02, of y o

El modelo se pone en la forma de estado mediante un procedimeento andlogo al usado
en el modelo local con ionalidad. Esto es, definiend ili

N6V a2t

La forma i in del modelo bésico se obtiene al tomar, sobre las
observaciones yq, una diferencia regular y una diferencia estacional. Asf,

(1 =D)1~ L)y =

(1-L)
a+L

+(1= L)1 = L)

(1.11)

=4+ L+---+L" )6+ (1 =L

+(1 = L) we+ (1= L)(1 = L*)eq.

La funcién de aut. i de las dife

esta dada por
1(0) = sai + 202 + 602 + 40!
(1) = (s = 1)o} = 403 — 207
7(2) = (s = 2)ai +0

(3) = (s~ 3)o?

H(s—1)=0} +0?
()= -0} - 27
Ya+1) =0}

(F)=0) sl k>l

Es decir, la forma reducida del modelo estructural bl&mco corresponde a un modelo
MA(s + 1), donde existen sélo 4 pard funcional d di

1.3 Forma de Estado

Los cuatro modelos presentados anteriormente pueden ponerse en la forma de estado
general

=20+ ¢, Pt liv B T
W (S} ) (112)

=Ty + Rry,
donde 6; es un vector de dimensién p, x; es un vector de dimensién u, z es un vector
de dimensién p, T es una matriz de dimensién (p x p), R es una matriz de dimension
(p x u); V(e) = o y V() = Bx. Todas estas cantidades estén determinadas para cada
modelo. El vector 8 se llama vector de estado. Por ejemplo, en el modelo local constante
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sr=T=R=p=u=100=pyr =n, V(x)= ol Porotra parte, en ¢l modelo
estructural bésico con s = 4, x =(1,0,1,0,0),

Lol ) () 0) 100

0.1 (000 08100
T=10 0 =1 =1 =1, R=]0 0 1],

LR ol (R Tal) 000

D e it ) 000

¥ K¢ = (n6,60,@0) | 6 = (e, By vyme 720), p = by u = 3. Note que 2, Ty R no dependen
de los pardmetros en ninguno de los cuntro modelos presentados. Los pardmetros del

modelo aparecen en las varianzas de los procesos ¢ y .

d lizad

Las componentes de los cuatro modelos pueden ser g para
incluir otro tipo de efectos del tipo ARMA, sin afectar la forma de estado (1.12). Es bién

sabido que cualquier modelo ARMA

ve=Y aim-it ) fia-in A=l

i=1 i=0

puede escribirse como v, = (1,0,++,0)f, y

R e B Lot kL e

ay 1
ay Iy i

8= SRR el o [
am 0 B

donde 6, tiene dimensién m = max(r, s + 1).

En este sentido, los modelos estructurales presentados pueden entenderse como

estructuras bésicas para el modelami de series l6gi D diendo de las

caracteristicas particulares de ln serie en estudio, otras componentes pueden incluirse
en el modelo para representar efectos especfficos a esta serie, o para generalizar las
especificaciones presentadas.

2 ESTIMACION DE LAS COMPONENTES NO OBSERVADAS

idera la i6n de lns no observadns en un

En esta seccién se
modelo en la forma de estado (1.12). Esto es, la atencién se centra en la estimacién del
vector de estado 8; condicional en los observaciones y;. Naturalmente que el interés esti
donde, de In seccién

licacién a modelos estr 1

fundamentalmente puesto en ln
anterior, el vector de estado 6 contiene los efectos de tendencia y estacionales.

En términos generales, In estimacién de @ en (1.12) puede hacerse medinnte lo que
se conoce como el filtro de Kalman. Este es un algoritmo que entrega los estimadores
del vector de estado, condicional en lns observaciones, de manera de minimizar el error
cuadrético medio. Bajo normalidad en lns distintns componentes aleatorias que conforman
el modelo, el filtro de Kalman entregn los mejores estimndores en el sentido del error
cuadrético medio entre todos los estimadores. Ea bién sabido que este estimador coincide

con Ia esperanza de & condicional en el conjunto de informacién usado para In estimacién

FEama &Y
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S| Ins componentes aleatoring no son normales, en cambio, In atencién estn puesta en los

d lineales que minimizan el error cundrético medio.

Para efectos de Ia presentacién de los resultados en esta seccidn, se nsume que los

pordmetroa del modelo son conocidos. Vale decir, se supone que o?, a?, o, o, ¥

algin otro , estin dados. La estimacidn de estns varinnzas es
materia de ln préxima seccién.

La seccién esta organizada de la siguente forma. En ln Subseccién 2.1 se presents el
filtro de Kalman. En la Subseccién 2.2 se considera In prediccién del vector de estado y
de lns observaciones, mientras que en la Subseccién 2.3 se estudin un importante problema
en muchas aplicaciones como es el de observaciones faltantes.

2.1 El Filtro de Kalman

Usunlmente existe interés en dos tipos de estimadores del vector de estndo &, ¢ =

, T, de acuerdo al conj de infe 16 ilizado para hacer estn eatimacién. En
un primer tipo de estimador, el conj de inf¢ i6n consiste en todns las observaciones
hasta el tiempo t; vale decir, y,,8 = 1,...,t. Este tipo de estimador se conoce como
estimador en lfnen. En un segundo tipo de estimador, ido como i
el de infc ién esta do por la totnlidad de lna observaciones en In

mucstm, vnle decir, y,,9=1,...,T
Se dera pri la estimacién en linea de 6, licional en 1, ...,y Se
asume ademds, en un comienzo, normalidad de las distintns componentes nlentorias que

afectan al modelo, aunque los resultados sin el supuesto de normalidad serdn también

analizados, Finalmente, se llama Ho al conjunto de informacién inicial con respecto al

vector 8o y Hy al conjunto que incluye ademds a todas lns observaciones haatn el tiempo t.
Sea la distribucién de 6 condicional en Hy dada por

8o ~ N(mo, Fo) , (2.1)

con 0 no correlacionado con ¢, i, & y w; para todo t. Las distribuciones de 6y e y;
condicionales en Hy son
6, ~ N(Tmo, TRT' + RE,R')

~N(Tmo, P1),
Vi ~ N(z'Tmo, 2'TPoT 'z + z'RS,R'z + 0?)
~ N(z'Tmo, f1) -
Siempre condicional en Hp, la distribucién conjunta de (6),y1) es normal con
cou(By,y1) = cov(fy, 26, + €)
=Piz.

(e ) (2 7))

Ahora, I distribucién de 8; condicional en Hy = {Hy,y,}, estd dada por

Luego, se tiene que
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8 ~ [Tmo + Py2fi (s = #'Tmo); Py = Py2f;'='Py) %
.2
~ Nmyi). il
De aqui se d de que m, es el estimador de 6 dicional en Hy y Py es Ia varinnza

asocinda & este estimador. Se observa andemds que esta varianza no depende de lns

observaciones.
La idea anterior, representada por las ccunciones (2.1) y (2.2), puede repetirse parn

obtener estimadores de 8, condicionales en H, para todo t. Esto constituye un algoritmo
iterativo que se conoce como el filtro de Ialman. Sean

Hi= (Hoyuny. . ve)

my = B(0u/Hy)

FI = V(0u/Hi-y)

Py =V(0/H)

Jo=V(v/Hi-1)
v =y = B(y/Hir)
Es decir, my es la esp de 6, dicional en el j de infc ién al tiempo t,

¥ Py es su varianza. Las cantidades Py, fi y vg gon, a estas alturas del andlisis, cantidades
auxiliares que facilitan la presentacién del algoritmo. Més adelante se verd que para otros
propésitos son de gran importancia. Con estas definiciones, se puede demostrar que el

algoritmo anterior aplicado a cada tiempo ¢ produce las siguentes ecuaciones recursivas,

Py =TP,T'+ RELR'

Ji=2Piz 4 a!

Pi=Py-Pizf7 4P, (2.3)
me=Tmey + Pez' v

v=y—2Tm-y .

La derivacién anterior del filtro de I(alman es perfectamente vilida i las distintas
componentes estocdsticas del modelo no son normales. En ese caso, la notacién N(pu,0?)
debe entenderse como una distribucién cunlquiera con medin p y varianza o?. Por otra
parte, el concepto de distribucién condicional utilizado en (2.2) debe ser reemplazado por
el de proyeccién lineal.

Dos problemas adicionales quedan por resolverse para poder aplicar las ecunciones
anteriores. En primer lugar, el desarrollo anterior requiere una distribucién inicial para

el vector de estado. Es decir, se requicre conocer mg y Po. En segundo lugar, resulta de
de Ins iones (2.3) cuando { tiende

alguna importancia el estudiar el compor

a infinito.
Con respecto a Ia distribucién de 8y, éstn es usualmente desconocids y por tanto,

parece apropiado definir lo que se conoce como una distribucidn inicial difusn. Aunque
esta 1o es Ia tinica solucién para resolver el problema planteado, es Ia que ha tenido mayor

atencidn en Ia literatura. De este modo, se define

i @ A
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6~ N(O,rT,), r—oo.

Con esta distribucién inicial, las i del filtro de Kalman pueden utilizarse pars
calcular los estimadores. Aunque esto es tedricamente razonnble, In distribucién inicial
difusa presentn inconvenientes de tipo prictico por cuanto el valor de r debe especificarse
y un valor muy alto podria generar inestabilidad numérica en los computos. Es posible
mostrar que, para cualquiera de los modelos estructurales presentados en ln seccidn
anterior, 6 extensiones a estos del tipo ARMA, si la distribucién inicial del vector de
estado es difusa, la distribucién de 8, condicional en las primerns p observaciones es propis
y no difusa. En otras palabras, una distribucién propia para el vector de eatado se obtiene
al tiempo ¢t = p.

Una solucién alternativa al problema de las condiciones iniciales es intentar obtener
m, y P, usando las primeras p observaciones y luego correr el filtro de Ialman n partir
de t = p + 1. De hecho, estas dos soluciones alternativas deben dar los minmon resultados
por cuanto el estimador que minimiza el error

d medio es tinico.

Para ejemplificar esta situacién, considere el modelo local lineal (1.5) donde p = 2
Para t = 1,2 se tiene que
n=mtea
n=m-bh-mth+a,
desde donde se obtiene el estimador que minimiza el error cundrdtico medio de 8; =
(u2,B2)',ma, y su correspondiente varianza, P;,

2 2
= va % =L o,
""—(v:—v:)' P'_(a? aZ+ﬂ3+ﬂf)'
Una solucién general al problema de condiciones iniciales en modelos estructurales es
presentada en Marshall (1990).
El segundo bl lantead teri que se referfa al comportamiento

del filtro de Kalman cuando t tiende a infinito, estd estrechamente relacionndo con
In especificacién de condiciones iniciales para el vector de estado. Parn los modelos

estr les p dos en este di se d que

,ll.rﬁ, P=P20,
y que el valor de este Ifmite es independiente de las condiciones iniciales, En otrns palabras,
In especificacién de condiciones iniciales sélo tiene un efecto transiente en los estimadores
del vector de estado. Si ademds, o2 > 0 en el modelo local constante, o} > 0 en el modelo
local linenl, 02 > 0y o > 0 en el modelo local constante con estacionalidad, o8 > 0
y 02 > 0 en el modelo estructural bésico, entonces la convergencin es exponencinlmente
répida.

Por ejemplo, en el modelo local constante (1.2),

n=mt+a,



rac. 172

y por tanto my = y; y Py = o?. Aplicando el filtro de Kalman para £ > 1 se obtiene

me=mizy 4 Pofi (v =mier)

=mpay 4+ Ay =me-y) -
Si o} > 0 y en estado estacionario,
me=meay + Ay = me-1)

lo cual corresponde exactamente al modelo de series de tiempo conocido como
suavizamiento exponencial. Se puede mostrar, usando las ecuaciones del filtro de Kalman
(2.3), que en este caso la convergencin A o \ es exponencialmente répida. Por otro lado,
siof =0,

P2
iy - YR A L L) Ll
Py= Py Py +0?
Ly
==,

¥ luego,
me = m—y + (1/t)(ye — me-1)

t
=/ v
bt
Es decir, cuando o2 = 0 el nivel s es constante, y el filtro de Kalman entrega como
imador al p di itmético de lns observaciones. La varianza asocinda n este

estimador converge a 0, pero ln convergencin es lineal y no exponencial.

Hasta ahora, la atencién ha estado puesta en el estimador en linen del vector de estado.
A menudo, en aplicaciones, interesn también calcular el estimador sunvizado, que considera
como conjunto de informacién a todu ln muestra (s,

.,r). Ea posible derivar ecuaciones
recursivas similares a (2.3) para este tipo de estimador y su correspondiente varianza.
Formulas generales son presentadns en Harvey (1981) y Anderson y Moore (1979).

2.2 Prediccién

Las ecunciones del filtro de Knlman pueden ndaptarse para obtener predicciones del
vector de estado o predicciones de observaciones futuras. En términos generales interesn
estimar 8,4 con informncién hasta el tiempo t. Considere primero la prediccién de 6,4
condicional en H,. De la formn de estndo

11
O =T'04 Y T'Rrigjnr, 150
=0
Luego, do esperanza condicionnl, el dor de 8,41 condicional en H, y In varinnza

del error de prediccién son

my(l) = T'm , (>0,
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=1
P()=T'PT"+ Y T'RERTY, 1>0,
Jm0
donde, de acuerdo con la notacién utilizada en Is subseccién previn, Pi(1) = Pirr. En
cuanto & la prediccién de yiyr condicional en H,, se tiene

Vewt = 201+ €ar

2 s o

y luego ln p de yept en el j de inf ion Hi, fel), ¥ Is
varianza del error de prediccidn, fi(l), estdn dadas por

Be(l) = 2'my(l) ,

L) =2"P(l)z + o} ,
para [ > 0y, de acuerdo a la notacién de la subseccién anterior, fi(1) = fiy1.

2.3 Observaciones Faltantes

Muchas oplicaciones estdn basadas en series con obuervacionos faltantes
Afortunadamente, y como se muestra en las siguentes linens, esto no representn ningin
inconveniente en ln metodologfa de los modelos estructurales, Supongn, parn simplificar
Ia exposicién, que no se dispone de una de las observaciones y que esta es y,. Condicional
en el conjunto de informacién H,—;

8, ~ N(m,—1(1), P,—s(1)).

Sin embargo, el estimador de 6, no puede adaptarse por cuanto y, es desconocido. Es
decir, el algoritmo del filtro de Kalman no puede usarse al tiempo t = s. Ahora, siempre
dicional en el j de inf ién al tiempo t = 8 — 1,

Our ~ N(m,—1(2), Pos(2),

y el estimador de 0,4, 8i puede adaptarse usando esta (ltima como Ia distribucién inicial del
vector de estado 6,4+1. En consecuencia, observaciones faltantes no presentan un problema
por cuanto si y, es una observacién faltante, las cantidades m, y P, son reemplazados
por m,_1(1) y P,—y(1). Es decir por las predicciones a un pnso. Resultados semejantes

son obtenidos para los estimadores izados. Algo que tendrd alguna importancin en Ia
P! & B!

préxima seccién, en In cual se considera la estimacién de lns varianzos del modelo, es que
v, pierde sentido si y, es una observacién faltante.

3 ESTIMACION DE LOS PARAMETROS

Esta seccién idera la estimacién de los pardmetros de un modelo estructural.
Estos den a las vari de los disti efectos aleatorios que generan las
observacionen, loa de tendencia y los efectos ionales: of, 07, o y o2
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El procedimiento de cnllmncnén que se considern estd basado en el principio de maximn

T : o

oen yenel de que las observaciones son

1thd. 1 .

normales. En la Subseccidn 3.1 se entregan ala d exactn de
un modelo en la forma de estado obtenlda a partir del filtro de Kalman y la descomposicién
del error de prediccién. Los resultados que ahf se presentan son més generales que lo que
se requiere para estimar los pardmetros de los modelos estructurales de la Seccién 1. Bl

enfoque incluye también, por eJemplo, a los modelos ARMA.

En algunas si i ln izacién de la imilitud es eng y llama n
algin tipo de lificacién. Con este ésito, la Subseccién 3.2 id ltad
relativos a aproximaci de ln imilitud parna el caso de modelos estructurales,

Aunque estos procedimientos pueden también usarse en otro tipo de modelos, su
simplicidad se hace mds relevante en el caso de los modelos estructurales.

8.1 Verosimilitud Exacta

En esta sub i6n se idera ln estimacién de los pard de un modelo en Ia
forma de estado (1.12). Usando In d posicién del error de prediccién se tiene que para
cualquier valor de g > 1,

T
Uyryoooyyr) =y oe ) + Z: W(ye/Hiwr) (3.1)
tegt1
donde I(z) al I i de ln funcién imilitud de = y H es el conjunto

de informacién hasta el tiempo ¢ definido como en In Seccién 2. En el caso en que lns
observaciones tengan distribucién normal, I ecunciones del filtro de Kalman entregan

2
v/ o) = =(1/2) log 2 — (1/2) log fi = (1/2) .

Lo que implica que la suma en (3.1) puede evaluarse usando el filtro de Kalman, Con
respecto al primer término en (3.1), (v, .., Uy ), se tienen varins posibilidades dependiendo
del modelo y de In especificncién do condiciones inicinles en el vector de estado, Estas

posibilidades son:

(i) Si I distribucién de 8o es propin, vale decir conocida y no difusa, se pucde formar
(g1, .., yr/Hs) tomando ¢ = 0. Sin embargo esto entrega una verosimilitud condicional
en Hy, que puede no ser ¢l objotivo, Sl ne desen construir Ia verosimilitud incondicional,
entonces, s verosimilitud se forma o partir de

Wy, yyr) = 1(00) + (s, .. . vr/06) = U(Bo/y1, . - . 37)

El primer término en esta identidnd en ovalundo directamente con la distribucion inicial
del vecor de estado. El segundo término ne obtiene a partir del filtro de Kalman, mientras
que Ia tercers expresién también puede obtenerse en términos de Ias cantidades entregndas
pos el filtro de Kalman; ver de Jong (1988) y Marshall (1000)

T 3230 A
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(i) Si la distribucién de o es difusa, I(yy,-- - ¥ ). donde p es In dimensién del vector de
estado 6y, no estd definida y Ia funcién objelim & maximizar es

Q=-(1/2) Z {'os!.+-1] (32)

tmpt)

(iii) En un proceso estacionario se puede tomar g = 1 y luego I(y1) se obtiene n patic de
Ia distribucién incondicional del proceso. Por ejemplo en un modelo AR(1) con media 0,

() = =(1/2) g 25 - (1/2)log 1z ~ (12 S0Z 4D
I(y./}h-l):—(1/2)1052“'—(1/2)]0;0’—(]/2)9'_—:,‘“:—‘):, t=2,...,T

Al igual que en la seccién anterior, para modelos estructurales se supone que s
distribucién de @y es difusa. Los estimadores méximo verosfmiles hacen miximo s Q,

y esta imizacién debe hacerse éri Para esto, es posible caleular, o partic
de la ecuaciones del flltro de Kalman, las derivadas de vy, f; y Q con respecto a los
pardmetros.

Sin perjuicio de lo anterior, uno de los pardmetros en un modelo estructural, pos
ejemplo ¢?, puede fuera de la imilitud. Efecti , o partic de las
recursiones del filtro de Kalman se demuestra que para todo t,

fi=fiol,

donde /i se calcula igual que f; en (2.3) pero con los pardmetros (1,04, /o?, 0} /ol0 [od)
en lugar de (0?,07,04yol). Més ain, se demuestra que v, no dcpcndc del valor absoluto
de estas varianzas sino de las razones. Entonces,

Q= -(1/2)Zlos(o’f. )= (1/2)= ,,. 0

¥ por tanto el estimador méximo verosimil de o7 es

dejando la verosimilitud concentrada
Qe = ~((T - p)/2)log &% — (T —p)/2) - (1/2) ) log f7 ,

para ser maximizada con respecto a los restantes pardmetros del modelo. El andlisis
anterior es igunlmente vélido cualquiera sea la varianza que se concentre fuera de Ia

verosimilitud,
En in, en el modelo | bésico que tiene cuatro pardmetros, uno de
estos en do fuera de la imilitud y los tres son obtenid: di
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una rutina de optimizacién numérica. En el modelo local constante, en cambio, que
sélo tiene dos pard ln imizacié érica es llevada & cabo sobre uno de los

pardmetros.

Bajo condiciones de regularidad y i todas las varianzas del modelo son mayores que
cero, los estimadores que entregn el método de méxima verosimilitud son consistentes,
normales, asintéticamente insesgados, y la matriz

oq 17! e
W w-d' ¥ =(0g,...,00),

represents una sproximacién de la varianzn de los estimadores ¢; ver Pagan (1980).
Este resultado no depende del supuesto de normalidad aunque si las observaciones no

son les, la imizacién de @ no corresponde exaétamente al método de maxima

verosimilitud.

8.2 Verosimilitud Espectral
El método de verosimilitud exacta presentado en la subseccién anterior requiere una

pasada del filtro de Kalman en cada oportunidad en que la funcién verosimilitud es
evaluada por el algoritmo nimerico de optimizacién. Bsto, a menudo, requiere de una
cantidad considerable de recursos computacionales. En esta subseccién se considernn
nproximaciones asintéticas al método de mixima verosimilitud.

La versidn estacionaria de los modelos estructurales presentados en la Seccién 1 tienen
Ia forma general

P(L)ye = pdL)ec+ py(D)ne +ps(L)be + po( Ly, t=p+ 1. T,

donde p(L), p«(L), po(L), ps(L) y pu(L) son polinomios en el operador de rezngo L. Sen
¥ un vector de dimensién (T — p x 1) con t-ésima componente p(L)y;. Sea In varianza de
eate vector V(y) = £ y supongs que (T = p) es impar. Sea ademés m = ((T - p — 1)/2).
Entoaces, para un valor de T suficientemente grande,

L=HDH'

donde H es la matriz de Fourier do dimensién (T'—p x T —p) con elemento tipico hi; dado

por
/T -p) Mij=1,

hig = { (2/T = p)!/* con(mij /(T ~ p)) djm2,4,... (T=p~1),

(2/T - p) 2 sin(ri(j = VAT = p)) 8 j=3,5... (T-p)
Se puede mostrar facilmente que H satinface H'H = Ir-,. Por su paste, D es unn matriz

diagonal de Ia forma
diag(D) = (do,dy, dry - e )

ST
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con elemento tipico definido como
o
dj=q0+2) mcos2xik/(T—p)), j=0,..,m,
k=t
y con & la autocovarianza de orden k. El elemento d; es 2r vecen In densidad eapecteal

evaluada en la frecuencin (2r5)/(T = p). El caso (T ~ p) par requiere de algunos cambios
en lns definiciénes de H y D; para mayores detalles ver Fuller (1010)

Usando estos resultndos, es posible obtener una expresion nsi Juival
o la funcién imilitud. En efecto, el logasi de ln imilitud exnctn del vector y
s

I(y) = ~((T - p)/2)log(2x) = (1/2) log =] = (1/2)y'™"y
= —((T - p)/2)log(2) = 1/2 ) w; logd; - 1/22% ]
=0 =0

dondew; =1l j=0yw;=2sj>0la Py de nl periodog
dey,

(.,.l_—,)[():,y.:o.l.}e-;l))’+(z,v,.in(z,:a_-;l)’] 00
(s (S ew)? oj=0;

y dj se calcula para cada modelo a partir de la funcién de autocovarianzas, Definiendo Ia
constante cj = 2 — 2cos(2mjr/(T — p)), se tiene que, para el modelo local conatante,

d/=47:+c|,-47"‘ g=0)...,mj
mientras que para el modelo local lineal,
dj=of +ajoq +cfjol,  j=0,...m

Por su parte, en el modelo local constante con estacionalidad,

slay oj=0
i ol +cjod +cijo? 8ij#0
ay’n 1% 4) J "
¥, final on el modelo I bisico,

R sij=0
j =
“’ ol + c,,u + 1ol + arjesor 6ij#0.

Con estos definiciones, Ia funcién objetivo a maximizar puede escribirse como
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v e [T ey y
Q wngknuﬁ%]. @3)

con
dj = c,joi + cyjon + cs;od + cujold
y donde ¢, cqj, €45 ¥ €y s0N constantes conocidas.

La funcién Q* debe maximizarse numéricamente aunque, al igual que en la expresién
(3.2), uno de los parémetros puede concentrarse fuera de la verosimilitud. La gran
ventaja de Q* sobre @ definida en In seccién anterior, es que Ia evaluacién de Q° es
considerablemente més simple por cuanto los pardmetros aparecen explicitamente en ln
funcién y no es necesario hacer algin tipo de cdlculo equivalente a una pasada del filtro
de Kalman cada vez que se evalue ln verosimilitud. Si bién es cierto que la expresion (3.3)
requiere el cileulo del periodograma, esto se realizn sélo una vez por cuanto el periodograma
depende exclusivamente de las observaciones y no de los pardmetros del modelo.

Las primeras dos derivadns de Q* con respecto al vector de pardmetros ¢ son

i R SR
B9 1/22’: [di ?f 5 (3.4)
donde, para el modelo estructural bisico, 2} = (o, qy, €45, €uj), ¥

Q"
oy

2

- -1/2? [-“'ﬁ‘ i 7”}{] 2z

Ademds, como aparte de una constante multiplicativa el periodograma es asintéticamente
insesgado de la densidad espectral, In matriz

1) = (1/2) 3 =)
() (/)X,:-‘;‘ix}

€1 asintdticaments equivalente a In matriz de informncién

‘
5o

Bajo ciertas condiciones de regularidad, y si todas Ins varianzas de un modelo
estructural son mayores que cero, los estimnd que imi. Q. ¥, son
insesgados y asintéticamente normnlen. L matriz 1= () es una aproximacién finita de In
varianza de los estimadores. Este reaultndo no depende del supuesto de normalidad; ver
Dunsmuir (1979).

El resultado anterior justifica In formulncién de test estadisticos clsicos como Wald,
Razén de Verosimilitud y Multiplicndores de Lagrange

Una perspectiva distinta del estimador que maximiza I imilitud espectral puede
obtenerse al igualar & cero el vector de primeras derivadas en (3.4). Esto implica que

T
Sft-n.
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¥ luego
=1
1 wjz;x} ~piT
=[] ]
Ex decir, ) tiene ln forma de un estimador minimo cundritico. El probl
es que In matriz de varianzas y covarisnzas depende justamente del vector de pardimetson

Un estimador consistente de ¥ se puede obtener al hacer d; = 1 Vj en (3.5). Mds ads,
método de puntnjes considera un estimador obtenido iternti li

Vi =icr +l"(é..x)[g‘!—q’l e

donde 60 es un estimador inicial i El estimad Ju es, naintéth nte, tan
eficiente como el eati dor de mAxima imilitud. Se d trn ademis que i converge
al estimador de méxima imilitud

4 DIAGNOSTICOS

Una forma importante de contrastar el modelo especificado con los observaciones es a
través de un estudio de las caracterfsticas de los residuos del modelo, Lo que ususalmente
we conoce como dingnésticos. Para modelos en la formn de estado (1.12), entos dingnésticos
estdn basados en lns i i o errores de prediccié dnriznd

Eato es,

% ol
Gi=—m, t=p+l...,T
i

Si los pardmetros del modelo son conocidos, y el modelo estd bien eapecificado, estos
residuos son no correlaci los, y bajo normalidad

6 ~ N(0,1), t=p+1,...,T.

En lo que sigue de esta seccién se presentan tests de hipStesis tipicamente usados
en modelon de series cronolégicas. Estos son, un test de igualdad de las varinnzas de los

residuos en el perfodo I, un test de lacién serinl & lncion, y un test
de normalidad.
Heterocedasticidad

Para docimar que la varianza de los residuos es constante en ln muestrn, se puede
utilizar el eatadfgrafo

_ DB NT—p=ra+1)

% Tty 01/m ;

que tiene distribucién F(T — p — ra + 1,r;) bajo Ia hipétesis de homocedasticidad. Es
decir bajo In hipotesis que no hay cambios en la varianza de los residuos vy entre el periodo
(p41,r1) y el periodo (r2, T —p). Tipicamente ry y ra son clegidos de manera de comparar
el tercer y el primer tercio del perfodo muestral.

H
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Una especificacién ligeramente diferente de H permite formular un test para In bondnd
de ajuste del modelo. Esto se realizn comparando In varianza de los residuos en In muestra
con Is de lss predicciones fuera de ln muestra. Suponga que el modelo es ajustado con

observaciones desde ¢ = 1y hasta ¢ = T, pero se dispone de observaciones hasta T + [.

Entonces,
THl a2
o/
H(l) = 21-11; i/
E(-,ﬂ-l /T -p

liene distribucién F(I,T — p) y waintéti 1H(1) se distribuye x*(1). El probl
de este test es que un valor pequeiio de H(l) no implica necesarinmente un buen ajuste.
Podria estar indicando carencin de ajuste tanto dentro como fuera de In muestra.

Correlacién Serial
Uno de los disgnésticos mds importantes, y que usualmente recibe In mayor atencién
e el test de lacién serinl o Incién. El estadigrafc

!
Bl)= (T~ p)(T~p+2) Y (T~ k)rd,
kw1
donde ry es I sutocorrelucién de lon residuos 0, de orden k, tiene, cuando T y I tienden
s infinito Ia distribucién x? con grados de libertad igual (I + 1) menos el nimero de
pardmetros, bajo la hipétesis de que los residuos no estin serinlmente correlacionados; ver
Ljung y Box (1978).

Normalidad
Un tercer test de hipétesi lo ol test de lidad. El digraf

Ty o T-p o $
450 (Z.:.!’(T—p)) Y (Z,:.Q‘(Tl-p)_J) )

donde a” = 3, §7/(T~p), ticn en mucstras grandes In distribucién x*(2) bajo In hipdtesis
de normalidad.  Este test es particularmente witil para detectar valores extremos; ver
Bowman y Shenton (1075).

5 BONDAD DE AJUSTE

El coefici de determinncién R? en | ilizado, en modelos de regresién,
para comparas Ia suma de cundrados de los residuos del modelo definida como
SCR= Y d,
T

con Ia suma de cusdrados 3y —7)?, que supone que el modelo alternativo al ajustado es

A



(e

raG. 18y

nu=ute, LD IS of

En series de tiempo no estacionarias, este modelo alternativo es demasindo inoceste
y Ia sumn de cundrados de los residuos del modelo debe compnrarse con una suma de
cundrados mis realista. Dos medidas alternativas al cocficiente 7 han sido propuestas e

Ia Ii d liendo de si In serie logica contiene 0 no efecton entaclonnles

Para series nin efectos estacionales, se propone

SCR
Ri=1- o=, (8.1)
i T -v)
donde y; corresponde o In serie de las pri dife ins de i, y u° ol g lio de estas

diferencias. La medida R} supone que el modelo alternativo al ajuntado en

w=patBtea, t=2

Para series con efectos estacionales de perfodo s, se propone

SCR
Rl=1- =775, 5.2
. Zvi - %) )
donde y; esta definido como en (5.1) y v es el p dio de lon y; pondi  los

meses o trimestres j. El modelo alternativo en este caso esta dado por

.
Ve = VY1 + E'I;n, +e,t=2,...,T
J=1
donde z;j ea igual 0 0 6 1 dependiendo de si t corresponde 0 no al mes o trimestre j, y 7,
es ¢l efecto estacional del mes o trimestre j.

6 EXTENSIONES

En esta seccidn se consideran algunss extensiones n lon modelos estructurales
presentados en In Seccién 1. La primera de ellas es In inclusién de una nueva componente
estochatica correspondiente a un efecto ciclico. La segundn extensién corresponde a la

inclusién de varinbles exégenas.

6.1 Efectos Cfclicos
Un modelo que ha sido tradicionalmente popular en el andlisia de series cronolégicas
s el modelo arménico

Ve =acos A\t + fsin At + ¢, 1 LA (6.1)

donde 0 € A € = corresponde a la frequencia asociada al perfodo 2r/), y a y A determinan
Ia amplitud de la Usual a, By A son desconocidas. Las
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plicaciones del modelo arménico han lo que éste es id rigido y no
permite cambios en Ia forma como ln componente es generada en el tiempo. Esta es In

misma critica que se le hace, por ejemplo, n lus tendencias de tipo ds inistico. En Ins

siguentes lineas se muestra que (6.1) puede escribirse en la forma de estado, y se sugieren
extensiones a éste de manera de hacerlo mis flexibe. Escribiendo,
[ar cos At + fsin At) = con Ao con A(t — 1) + Bsin A(t — 1)]
+oin \[Aeos \(t — 1) — asin At = 1)] ,

[#cos At — asin \t) = — pin Ao cos A(t — 1) + Asin A(t = 1))
- cos A[Aeon A(t — 1) — asin A(t = 1)] ,
y sgregando efectos aleatorios, y un factor de estaci idad, (6.1) puede g Ii n

W cos A sinA Vi1 Ky
(w)”(—um A)(v.)()
donde 0 € p < 1 es unn constante de estacionaridad y k¢ y x} son ruidos blancos no
correlacionados.
Componentes arménicas pueden incorporarse en los modelos local constante y local
lineal presentados en In Seccién 1 para representar efectos estacionales. Asf, asumiendo
que el periodo estacional s es par,

"
=) Tt Ly T,
=
2
= {":w"—'.” +Bynin 2oy
@ con(mt) j=a/2.
Por cjemplo, si s = 4,

M Wt ) -1 K

Ao Jomil=3 000 0L by )+ ] wde )

7 W)l M-y K
6.2 Variables Exégennn

La forma de estado prosentndn on In Seccién 1 puede extenderse parn incluir variables
exdgenns. Suponga
Ve 204 xib 4o, U1 SR o

donde =} es un vector filn do varinbles exdgenas y § es un vector de coeficientes, Una
importante aplicacién de esta extension es el caso en que )8 representa saltos o valores
extremon en la serie. En decir 2} corresponde a una variable del tipo0Ool

La estimacién del veclor de cooficiontes § tiene varins posibilidades. Bn primer lugar,

Ea &N
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el filtro de Kalman puede correrse sobre y—z}4 3 § se estima con el procedimiento numésico
que maximiza Q. Por otro lado, § puede incluirse en un vector de eatndo nmplindo. Sis
embargo, In mds eficiente forma de tratar & & fue propuesta por Kohn y Ansley (1985)
Estos autores d on que lns i i e pueden escribirse como

w=v, -VAE, t=1...T,

donde vy, y V{, ton pseudo innovaciones obtenidas al correr el filtro de Knlman sobre g, ¥
cadn el de @, Se desg de que el estimador miximo verosimil de § en

o [

Un resultado andlogo o este se obtiene con la werosimilitud espectral.
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