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PROBLEMAS ESPECTRALES EN INGENIERIA

CARLOS coNnca'

1.- Introduccidén. El propésito de este curso es presentar
algunos modelos matematicos gque aparecen en el andlisis
espectral de ciertas estructuras del tipo sélvldo-rluido, Y
estudiar con detalle los mds simples de entre ellos.

Se trata de un conjunto de problemas diferenciales de
valores propios gue modelan las vibraciones de una estructu-
ra metdlica sumergida en un fluido, y mAs precisamente, los
problemas que estudiaremos gobiernan las frecuencias y modos
propios de un haz de tubos metdlicos inmerso en un fluido.

La simplicidad o complejidad de los distintos modelos
matemdticos que se han propuesto para abordar este problema
fisico depende, esencialmente, del tipo de hipdtesis sim-
plicadoras que se impongan sobre el proceso. Asi por ejem-
plo, los modelos mds simples se obtienen suponiendo que el
fluido es un fluido perfecto incompresible, cuyo movimiento
es irrotacional, y que los tubos son rigidos, ensamblados

eldsticamente, y que tan sélo admiten oscilaciones pequerias,

FAC. CS. FIS. Y MATEM.- U. DE CHILE




w
PAG.99

en determinadas direcciones.

En general, se trata de modelos relativamente poco
realistas, pero que tanto desde un punto de vista tedrico
como numérico, se los puede tratar con cierta facilidad.
Conforme se van gradualmente tomando en cuenta menos
hipétesis simplificadoras sobre el problema fisico en
cuestién, se van obteniendo un grupo ordenado de modelos, de
dificultad y de complejidad crecientes. Los modelos més
realistas son aquellos que consideran la compresibilidad y
viscosidad del fluido, y que permiten deformaciones
eldsticas de los tubos. Incluso, existen autores que han
tratado numéricamente modelos que incorporan la posibilidad
de desplazamiento relativo de 1la estructura metdlica
respecto del fluido.

El problema de determinar las. frecuencias propias de un
haz de tubos sumergido en un fluido es de gran importancia
en ingenieria, pues este aparece en forma natural en 1la
concepcién y simulacién de diversos equipos industriales
tales como: intercambiadores de calor, condensadores,
estanques de combustible en los nicleos de ciertos reactores
nucleares, etc. Desde los trabajos pioneros que 1llevé
a cabo J.Connors [Co], los ingenieros han hecho numerosos
esfuerzos en estos uUltimos afios en 1la investigacién
experimental y tedrica de este tipo de problemas. Entre
otros trabajos, cabe destacar los articulos y publicaciones
de R.D.Blevins ([Bl1], ([Bl2], S.S.Chen ([Chl], ([Ch2],
D.J.Gorman [Ge], M.J.Pettigrew [Pe]), M.P.Paidoussis [Pa] y
J.Planchard (P11),...,[P14]. Recientemente, J.Planchard

[P15] ha escrito un articulo que compila parte importante
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del aporte de los ingenieros al estudio de esta clase de
problemas, y al cual referimos al lector para consulta de
bibliografia suplementaria sobre el tema.

Desde un punto de vista matemdtico, todos los modelos
que consideraremos son problemas diferenciales de valores
propios, en los cuales, los operadores que intervienen
corresponden a ecuaciones en derivadas parciales de segundo
orden, del tipo elipticas. Su estudio involucra cuestiones
de existencia de soluciones, distribucién y localizacién de
los valores propios, y comportamiento asintético de 1los
mismos, cuando el numero de tubos tiende a infinito. Ocurre
que en las aplicaciones se requiere resolver este tipo de
modelos para el caso de estructuras tubulares con una gran
cantidad de tubos. El andlisis numérico de estos problemas,
y en particular, el cédlculo efectivo de los valores propios
y sus correspondientes funciones propias es altamente
costoso y complejo, pues el dominio en el cual se formulan
los modelos es dificilmente discretizable. Esta dificultad
es superada estudiando el comportamiento asintético de las
soluciones, y del modelo mismo, cuando el numero de tubos
tiende a infinito. En cada caso, se trata de probar la exis-
tencia de un problema espectral limite que describa este
comportamiento asintotico, el cual , en general, es fécil de
resolver, o al menos, no presenta la dificultad antes
mencionada sobre su discretizacién.

Como se mencionara anteriormente, el mds simple de los
modelos es aquél en el cual el fluido es supuesto
imcompresible y perfecto, ademds de otras hipétesis sobre

los tubos. Este modelo es bastante popular, habiendo sido
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motivo de estudio de varios autores, entre los cuales cabe
senalar los trabajos de M.Ibnou Zahir Y J.Planchard [Ib-Pl),
J.Planchard [Pl11], (Pl2], y los de F.Aguirre y C.Conca [Ag-
Co) y C.Conca y M.Vanninathan [Co-Va]. Parte importante del
curso esta destinada justamente al estudio de este modelo,
siguiendo los desarrollos y las ideas que se exponen en
estosiltimos dos articulos. Posteriormente, en el curso
estudiaremos el caso de un fluido compresible, siguiendo los
trabajos de C.Conca, J.Planchard y M.Vanninathan [Co-Pl-Va],
y las referencias ahi mencionadas.

Sobre otros modelos mé&s sofisticados que tratan
corrientemente los ingenieros es muy poco lo que existe
respecto a estudios sistemdticos y rigurosos desde un punto
de vista matemdtico. Sobre ellos, limitaremos entonces nues-
tro estudio y discusién a consideraciones de indole general.

Como veremos, tanto en el caso incompresible, como en
el compresible, se trata de problemas de valores propios
elipticos, con una condicién en los limites no local sobre
la frontera de cada tubo. Ambos problemas son tratados
haciendo uso de técnicas de Andlisis Funcional Lineal. El
punto de partida del estudio de ambos casos son los teoremas
de existencia, los cuales son probados de acuerdo a la
siguiente estrategia: se demuestra que los valores propios
del problema original no son otros mds que los valores
caracteristicos de un operador lineal a rango finito, en un
caso, y compacto en el otro, que actuia sobre un espacio de
Hilbert. La existencia y distribucién de 1los valores
propios deriva entonces facilmente de resultados generales

de la teoria espectral de operadores lineales compactos.
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Algo similar ocurre con los resultados de localizacidn,
los cuales son también demostrados haciendo uso de la teoria
general de localizacién de valores propios de operadores
lineales compactos sobre espacios de Hilbert, y de
estimaciones standards de los valores propios Yy
caracteristicos de este tipo de operadores, basadas en la
nocién de cuociente de Rayleigh y en el Principio de
Minimax.

Por el contrario, las técnicas utilizadas para "pasar
al limite", mediante las cuales se estudiard el
comportamiento asintético de los valores propios cuando el
numero de tubos tiende a infinito, son no standard. Se trata
de métodos de la teoria espectral de operadores
autoadjuntos, no compactos. La forma de probar que los valo-
res propios de los problemas convergen, cuando el numero
tiende a infinito, hacia los valores propios de un problema
espectral limite consiste en probar que la familia espectral
correspondiente al operador asociado al problema original
converge (en el sentido de las distribuciones temperadas)
hacia la familia espectral del problema limite.

La importancia principal de estos resultados de
convergencia es justificar que el problema original puede
ser aproximado por este problema espectral limite, y la
ventaja de ellos radica en el hecho que no es dificil,
numéricamente, calcular el espectro de este problema. De
hecho, como veremos, este cédlculo involucra simplemente la
resolucién de una familia de problemas de valores propios
"pequefios" sobre un dominio de referencia, con una condicién

de periodicidad generalizada sobre el borde. Los vectores
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propios correspondientes a estos problemas se conocen como
las ondas de Bloch asociadas al problema de partida, y
fueron introducidos en el articulo [Ag-Co). Los resultados
de convergencia fueron demostrados por [Co-Va], siguiendo
las ideas generales contenidas en los trabajos de E.Sénchez-
Palencia [Sa), capitulo 12, y J.Sadnchez-Hubert y N.Turbe
(Sa-Tu]: En primer lugar, el problema diferencial de valores
propios es reducido a encontrar los valores caracteristicos
de un operador Sn, siendo n un pardmetro de la medida del
nimero de tubos que contiene la estructura metdlica. De
manera similar, se le asocia un operador S al problema
limite. La demostracién de la convergencia tiene 2 etapas:
En la primera se considera al problema de Cauchy asociado al
operador de ondas correspondiente a Sn, y se prueba que su
(unica) solucién converge en L” débil * hacia la solucién
del problema de Cauchy asociado al operador de ondas
asociado a S. El segundo paso consiste en interpretar el
resultado precedente en términos de las familias espectrales
asociadas a los operadores .. Esto se hace a través de la

transformada de Fourier.

2.- Descripcién de los principales modelos mateméticos. Para
describir los modelos que ocupardn nuestra atencién en todo
lo sucesivo, refirédmosnos de forma breve al problema fisico
que estd en el origen de este estudio. Para ello, imaginemos
en primer lugar que el fluido estd contenido en una cavidad

tridimensional, la cual, por simplicidad 2supondx:amos que es

1) Todo lo que veremos a contlnuacidn vale también para conflguraciones de
forma cualqulera.
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de seccién rectangular, de lados paralelos a los ejes. Por
otra parte, supongamos que los tubos son todos paralelos
entre ellos, y que estdn hechos del mismo material. En la

practica, ademds de estos P os, es frecuente que ademds

todos los tubos sean idénticos, y que estén repartidos de

manera periddica al interior de la cavidad. (ver figuras 2.1

y 2.2)
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Secciones
de la cavidad de tubos

Figura 2.1 Figura 2.2

Se supone ademds que los tubos son rigidos y que estén
ensamblados (o montados) eldsticamente (para fijar ideas, se
puede pensar que los tubos estdn conectados entre ellos por
resortes), y que ellos son infinitamente 1largos, o lo
suficientemente largos como para no tener que considerar
efectos tridimensionales en la modelizacidén, y poder
estudiar el problema sobre cualquiera de las secciones

transversales de la cavidad.
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Figura 2.3: Sistema de resortes conectando los tubos

En estas condiciones, uno considera oscilaciones del
fluido en torno a un estado de reposo. Puesto que se ha
supuesto que los tubos estdn asamblados eldsticamente, todo
el haz oscilard conjuntamente con el fluido. El problema
que nos interesa estudiar a lo largo de este curso es
determinar las frecuencias y movimientos propios de
vibracién del sistema sélido-fluido que forman el fluido y

el haz de tubos.

a) Caso de un fluido perfecto a incompresible. El modelo més
simple que permite estudiar las vibraciones de este sistema,
y que ha sido propuesto por diversos autores, (cf. por ejem-
plo, [Pl2), (P13)), se deduce introduciendo las siguientes
hipétesis fisicas simplificadoras. En primer lugar, sélo son
permitidas oscilaciones puequefias del fluido en torno a su
estado de reposo (lo cual hace posible suponer que el fluido
es irrotacional; la velocidad del fluido proviene entonces,
en este caso, de un potencial), y en segundo lugar, se supo-
ne que el fluido es perfecto (esto es, no viscoso) e

incompresible.

(M
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Denotemos QN la regién de la seccién transversal de la
cavidad ocupada por el fluido, I' el borde exterior de Q, y
por 7, i = 1,...,K los bordes de las secciones de los
tubos; donde K denota el numero de tubos en Q.

sea § = (u(x, %), u(x, x)) la velocidad del
fluido. Puesto que el movimiento es irrotacional, rot d = 0,
lo que implica que existe una funcién ¢, potencial de
velocidad, tal que:

q = vp
Como ademds el fluido es incompresible, divd = 0, y entonces
Ap =0
en Q. Veamos a continuacién las condiciones en los limites
para ¢. En primer lugar, sobre las paredes rigidas los
fluidos perfectos satisfacen la condicién de no penetracién
al exterior, esto es, 3R = 0, donde R denota el vector
normal exterior a I'. En términos de ¢, esta condicién se
escribe.
=0
sobre T.

Sobre 7, imponemos que las velocidades normales de

fluido y del tubo coinciden, esto es:

id-2-98. 3
donde 8 = 3(t) denota el vector desplazamiento del tubo i (3
no depende de x, pues se ha supuesto que éste es rigido, no
deformable por la accién del fluido).

La ecuacién del movimiento para los tubos supondremos
que es simplemente la ecuacién de un oscilador arménico con
término forzante igual a la presidén que ejerce el fluido

sobre el tubo. Asi, se tendrd que:

[ \
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(k9] mlﬁg + xlg = Jp(x, t)Rds *
dt 7,

donde m, es la masa del tubo i, kl es la constante de
elongacidn del sistema de resortes que sostiene al tubo i, y
p es la presién del fluido. En esta ecuacién aplicamos la
teoria del oscilador forzado bajo las condiciones més
simples que consisten en suponer que el término forzante es
periédico, de la forma:

p(x, t) = p (x)coswt (6 pocos]ut + 8), 6 = base).
donde w es una medida del periodo de la fuerza (presién), y
por consiguiente de las oscilaciones del tubo, como veremos
una vez que explicitemos la solucién de la ecuacién para 3.

La solucién (2.1) es la suma de las soluciones de la
ecuacién homogénea (oscilaciones libres), mas cualquier
solucién particular de la ecuacién no homogénea (oscilacién
forzada). En nuestra solucién supondremos que no hay
oscilaciones libres, lo cual equivale a suponer que en algun
momento, digamos t = 0, tanto 2 como é son nulas. Como se
puede ver, por ejemplo, en el libro de J.J Stoker [St], si

W e k/m y 6 = 0, la solucién particular de (2.1) es:

2= ~——l—; [Ipn(x)ﬁds]coswt
k, -mw v,

y entonces
(2.2) g%ﬁ = = % [Ipn(x)ﬁds]senut~ﬂ
7

kl-—m|w 3

2) Note que esta ecuacion lleva Implfcito el hecho que todo efecto de roce
debldo a la viscoslidad del fluldo, ha sldo dempreclado. SlI no, verfamon
aparecer un término en du/dt.

(MR
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Reemplazando (2.2) en la condicién sobre v, se deduce
la condicién que debe cumplir ¢ sobre 7,, pero, en términos
de la presién. Veamos entonces como se ligan ¢ y p. Hay
varias formas de hacerlo, y una de ellas es a partir de las
leyes de conservacién de la Mecanica. La ley de conservacién
del momentum lineal, o ecuacién del movimiento del fluido,
en ausencia de fuerzas externas se escribe:

80”

du,
(2.3a) . Prdt vi =1,2,
) :

donde p = p(x, t) es la densidad del fluido, y g, e8 la
componente (i,Jj) del tensor de esfuerzos. Por otro lado, por
definicién de fluido perfecto se tiene que:

(2.3b) Tl -ps vi,j

N}
donde al) es el simbolo de Kronecker. Combinando ambas ecua-
ciones y suponiendo que el fluido es homogéneo, esto es, que
p es independiente de x, y despreciando términos cuadréticos

en 3, de modo que dﬂ/dt = Bﬂ/Bt, sigue que:
a a
B—X‘{p+p§g]=o vi =1,2

pues u = %;L. Sigue entonces que

1

P=-p %t;— + cte,
donde la constante la escogeremos igual a cero, (aunque ello
no tiene mayor importancia pues p siempre va definida salvo
por una constante).

De acuerdo a la forma que asumimos para p, sigue que ¢
verifica:

%z;- = po(x)casut

y por lo tanto

¢(x, t) = ¢v(x)senwt

T
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con ¢ (x) = ~P,(x)/pw, pues p es también independiente de t,
ya que el fluido se ha supuesto incompresible. Asi, (2.2) se

reduce a:

2 2
gt.ﬂ = - '—‘fﬁ? “:n(x)ﬁds]senwt-ﬂ

kl-m‘u

- _ﬁz Ipﬁdg].ﬂ
(y

que combinada con la ecuacién sobre 7, para ¢ se concluye

finalmente que ¢ sobre 7, debe verificar:
%g = _ﬁz [¢3ds]-3 sobre 7‘
kl-mlw v,
Notemos que esta ecuacién la verifica tanto ¢ como po , esto
es, como la parte de ¢ que sdélo depende de x. Cabe remarcar
que esta condicién en los limites es no-local, pues hace
intervenir la media de ¢ﬁ sobre 7 .

En lo sucesivo no haremos distincién entre ¢ y ¢°,
suponiendo en todo momento que se trata de funciones que
sélo dependen de x. Recopilando las ecuaciones para ¢ y w se
concluye que estas deben ser solucién del siguiente problema
de valores propios. Encontrar w € €C o en R, para las cuales
existe una funcién ¢, no identicamente constante, tales que:

(2.4a) A¢ = 0 en N

2
(2.4b) g—e = ——E-"—’—z Jﬁﬁds ‘R sobre LY i=1,K
I, k -m
AL L
(2.4c) 34% = 0 sobre I'

En este problema, w denomina(n) la(s) frecuencia(s)

propias de vibracidén de la estructura fluido-sélido, y ¢ es

/MR
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la funcién movimiento propio. Puesto que la integral de R
sobre 7 es 8, ¢ = Cte es solucién de (2.4) para cualquier
we R. Bien entendido, estas soluciones triviales no nos
interesan, y las hemos eliminado imponiendo explicitamente
la condicién que ¢ no sea idénticamente constante. Eso si,
podemos remarcar que las soluciones ¢ de (2.4) sdélo pueden
definirse salvo por una constante aditiva.
b) Caso de un fluido perfecto compresible.- Un modelo
matemdtico més realista que (2.4) se obtiene ignorando 1la
hipétesis (simplificadora) de que el fluido es
incompresible.

El punto de partida para reducir el modelo en este caso
son las ecuaciones (2.3), vélidas para cualquier fluido
perfecto. Despreciando términos cuadréticos en la velocidad,

estas ecuaciones combinadas se escriben:

%g+%vp=03nﬂ

Respecto de la densidad del fluido, supondremos que esta

experimenta sélo variaciones pequefas en torno a un valor de

equilibrio p,+ Esto permite escribir p en la forma:
P=p,tP

con el supuesto que p’ << P+ Sea P, la presién

correspondiente a la densidad Py Se tendrd también que p =

| p’, con p’ << P, ¥ la ecuacién de Euler linearizada en

torno a p, se escribe:

ot | 1
Gz M

al igual que en el caso precedente, si ¢ denota el potencial

de velocidad. de esta ecuacién se concluve oua:

T ——
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-pd8
P! = - Poat
Por otra parte, la ecuacién de continuidad de la masa,

afirma que:
g@ + dlv(pﬁ) =0

y como p = p, + p’, despreciando cantidades de af2 orden,

se reescribe como sigue:

g€'+ podivii =0,
ecuacién que escribiremos en funcién de p. En efecto, recor-
demos gque en un fluido perfecto todo movimiento es
adiabdtico, de modo que una pequena variacién p’ de 1la
presién esta ligada a una pequefia variacién p’ de 1la

densidad por la ecuacién:

J, ol [3‘3] 0
p=b,

s=cte

Combinando esta ecuacién con la ecuacién de continuidad,

sigue que:
ap’ ap
— po[—]divﬁ =0
. ap “\apjp=p,
P
Denotando C€° = [— , esta ecuacién en términos del
apjp=p,,
potencial ¢ se escribe:
2
(2.5) 89 _ o = o,
at

conocida como la ecuacién de ondas. Tomando gradiente en
esta ecuacidén, se encuentra que c/u de las componentes de la
velocidad también satisfacen la ecuacién de ondas, vy
derivando (2.5) respecto al tiempo, se prueba que la presién

también (y por consiguiente la densidad p’) satisface la

(M



PAG.112

ecuacidén de ondas.
Al igual que en el caso incompresible, el potencial de
velocidades lo buscamos de la forma:
P(x, t) = ¢n(x)senut
que reemplazado en (2.5) implica gque ’o y w deben satisfacer
la ecuacién de Helmholtz:
CZA¢0 & wz¢° =0 enqQ.
[La constante C es la velocidad de sonido en el fluido.
Calculemos la velocidad del sonido de un gas perfecto (en el
sentido termodindmico del término). La ecuacién de estado de

un gas perfecto es:

=, BP/ o RT
PV 5 i
donde R es constante de los gases y u la masa molecular. Se

obtiene para la velocidad del sonido la expresidn:

ap c_(8p -~
c? = |—| = (_:E B S
ap)s viép)T L
(o}
donde 7 = (—:E ]
v
Respecto de las condiciones en los limites para ¢ ¢ bqr
en este caso se razona exactamente de la misma manera que en
el caso incompresible. Se concluye entonces que w y ¢ deben
resolver el problema de: encontrar w € € o R, para el cual
existe una funcién ¢, no idénticamente constante, tales que:
(2.6a) c®A¢ + w$ =0 en Q.
2
(2.6b) g% = —Jﬁi—s J¢ﬁds ‘R sobre L VI =
k -m
| 7,
(1.8
(2.6c) an 0 sobre I'

Notemos que en este caso el potencial no queda

determinado salvo por una constante. como es el caso del

{ W
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problema (2.4).

c) Caso de un fluido viscoso incompresible.- La otra
hipétesis simplificadora que contiene el modelo (2.4) es
aquella que supone que el fluido es un fluido perfecto.
Ignorando esta suposicidén, pero guardando sin embargo la
condicién de incompresibilidad (!nunca es bueno mezclar
todas las dificultades!), el modelo matemdtico que rige las
frecuencias propias de vibracién de la estructura
sélido-fluido hace ahora intervenir las ecuaciones de Stokes
en régimen estacionario, en lugar de Laplace o Helmholtz,
como es el caso en los modelos precedentes. M&s precisamen-
te, si @ y p denotan la velocidad y la presién del fluido,
el problema consiste en encontrar w € C 6 R para las cuales

existe {3, p} tales que:

(2.7a) -uAl + Yp = 0 en 0
(2.7b) divii =0 en 0

(2.7¢c) g = —_ELE Jpﬁds sobre 7, i =1,...,K
k‘-mlw v,
(2.7d) d =0 sobre .
donde, en (2.7a), v representa la viscosidad cinemdtica del
fluido.

El estado del arte actual sobre estudios mateméticos
del problema (2.7) es bastante precario, existiendo muy
poco escrito y desarrollado al respecto. En el curso no
trataremos este modelo, remitiendo al lector al libro de
J.Planchard [P15] para consultar lo que actualmente se cono-

ce respecto de la solucién de (2.7).

d) Sobre otros modelos.- FExisten numerosos otros modelos aue
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los ingenieros han propuesto para tratar el problema fisico
que nos interesa, sin embargo, la gran mayoria de estos
modelos aun no han sido estudiados rigurosamente desde un
punto de vista matemdtico, y por lo tanto, no caben dentro
de los propésitos de este curso. Sobre ellos digamos que se
trata de modelos que incorporan diferentes elementos no
considerados por los modelos vistos en las secciones prece-
dentes. Asi por ejemplo, los ingenieros han estudiado el
caso en que se admite la posibilidad que los tubos se defor-
men eldsticamente (tubos no rigidos), el caso en que los
tubos o el fluido, ademds de oscilar, se desplazan los uno

con respecto del otro, el caso de tubos flexibles,...etc.

3.- Resultados de existencia para los casos incompresible y
compresible. Como veremos, los resultados de existencia para
el modelo (2.4) se pueden deducir como un subproducto de
resultados andlogos en el caso compresible. A lo largo de
esta seccién, centramos entonces nuestra atencién sobre el
caso compresible, modelo (2.6).

Como lo menciondramos en la Introduccién, el problema
de la existencia de soluciones es tratado usando técnicas de
Andlisis Funcional. Se reduce el problema diferencial de
valores propios al problema de encontrar los valores
caracteristicos de un operador lineal compacto que actua
sobre un espacio de Hilbert. El operador natural que se
puede asociar al problema (2.6) es no autoadjunto, sin
embargo, veremos que es muy facil probar que existe otro
posee los mismos valores

operador autoadjunto que

caracteristicos. De este modo, se concluird que el operador

{
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asociado a (2.6) es, por asi decirlo, simetrizable, y que el
espectro de (2.6) estd formado por un conjunto numerable de
valores propios que tienden a mds infinito. Para el caso
incompresible, problema (2.4), deduciremos al pasar que el
espectro lo forma un conjunto finito de valores propios, de
cardinalidad 2K; siendo K el numero de tubos en Q.

El coeficiente de B en (2.6b) lo wusaremos con
frecuencia en lo que sigue; lo denotaremos entonces de modo
especial por:

2
A=A (w) = _F’“’_2 5
k‘-m,w

Por el momento, en el estudio del problema (2.6) sélo consi-

deraremos aquellas soluciones para las cuales w? e (kl/ml)

vi = 1,...,K, de modo que los A‘ sean no singulares. Los
k

otros posibles valores de w, esto es, , algin j=1,K,

juegan un rol especial en este estudio, que explicitaremos

nés tarde.

a) Algunos espacios funcionales.- En la resolucién de (2.6)
requeriremos de algunos espacios de Sobolev que introducimos
en esta subseccién. El primero de ello es el espacio H'(ﬂ),

definido por:

H'(n) = {w e1¥q) | Ve Lz(m’}.
dotado de la norma usual:
z
¥ ,q= jlwlzdx + [|vw|2dx o
'
o} Q
El conjunto de funciones q en L°(R) a media nula en Q

1o denotaremos T2(Q). v 1o eauivaremos de 1a norma usual de
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LA(Q).
En H'(ﬂ), el subespacio de funciones constantes 1lo

identificaremos con € y denotaremos H el espacio H'(ﬂ)r\Li(n)

H = {ws H’(Q)IJWM = o}
Q

Recordemos que la semi-norma:

esto es:

1
18], o - jmfdx 2
Q
es una norma en H, equivalente a la norma inducida por H'(n)
sobre H. Dotamos H de esta norma.
Notemos que tanto H como C son de este modo subespacios
cerrados de H‘(ﬂ), su interseccién es (0), y su suma es
H'(q).

Més aun, H es el complemento ortogonal de C en H'(n).

b) Formulacidén variacional del problema (2.6).-
Multiplicando la ecuacidn (2.6a) por ¥ en H‘(ﬂ) e integrando
por partes en Q, es fadcil deducir que una formulacién
variacional de (2.6) es:

(3.1a) Encontrar w € C y

(3.1b) ¢ e H'(A), ¢ * 0 , tales que

K
(3.1c) CZJM-Vde - wZJVde = XAI”¢KGSJ~
v

Q Q 1=1

vy e H'(Q)

Jﬁds

Ly

Notemos que este problema posee una solucién trivial
que es w = 0 y ¢ = constante, es decir, cero es un valor
propio de (2.6) Y las funciones constantes son las corres-

pondientes funciones propias. Es directo comprobar que w=0

i \
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es un valor propio simple. Mas aun, se verifica facilmente
que toda otra solucién de (3.1) es ortogonal a ésta, y mds

precisamente, toda solucién (w, ¢) de (2.6) satisface:

(3.2) uzlodx =0
a

y entonces toda funcién propia asociada a un valor propio no
nulo es a media nula en Q. De hecho, pertenece a H. Asi,
sigue que si (w, ¢) es solucién de (3.1) 0 (2.6), entonces
(w, ¢) resuelve:

(3.3a) Encontrar w € C y

(3.3b) ¢ € H ¢ = 0 tales que

k
(3.3¢) czjvwvwdx-wszw::x-z A,
Q 1] =1

[:;lxd.,] : Hm] woen

Inver i la d posicién H'(Q)=HeC, se

prueba fé&cilmente que toda solucién de (3.3) es también
solucién de (3.1). Sigue entonces que (3.1), (3.3) son equi-
valentes en el sentido que poseen los mismos valores propios
y funciones propios, con la unica excepcién del valor propio
cero.

¢) El operador lineal no autoadjunto asociado al problema
(3.3).- Al problema (3.3) asociaremos un operador T,
definido sobre el espacio de Hilbert (producto) L:(n)xt:“,
cuyos valores caracteristicos resultaran ser los valores
propios de (3.3). El operador T es lineal, compacto, y
simetrizable, en el sentido que se puede encontrar otro
operador lineal, compacto y autoadjunto que posee los mismos
valores caracteristicos que T.

Siguiendo la misma numeracién usada para numerar los

(T
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tubos en 0, si 8 es un vector de c¢*, vamos a agrupar sus
componentes en sub-vectores 3‘, i=1,...,K, cada 3| . &
asociada al hoyo i de Q. La norma y el producto escalar
usuales de i lo denotaremos g y <y U
respectivamente.

Comenzamos definiendo un operador Q que nos permitird

luego definir T. Q lo definimos como sigue:

(3.4a) Q:r*(a)xc®™ — r’(a)xc*™

Jwads
iy

donde p es la unica solucién de:

(3.4b) Qe, 3) = [w,

2 2K
‘_M] ¥(¢, 8) e Lixe

(3.5a) c’Ap + ¢ =0 en Q
(3.5b) gw-3'~ R sobre L IS [t 9
(3.5¢c gg = 0 sobre I'
(3.5d) J“’d""‘ o
Q

Note que (3.5) posee solucidén unica ¢ € H, por el Lema de
Lax-Milgram.

Como w = 0 no puede ser solucién de (3.3), es directo
verificar que si (w, ¢) es solucién de (3.3) con w? kl/m‘

vi, entonces

ik gl
(3.6) o9, 8) = [—2 m[—— I ]
b 1 =i agx

A‘(wz)
donde 3 = (3‘)‘_‘ i lo hemos definido por:
AL (0l
(3.7) 3|= - J»Rds, i=1,...,K
w

7
'
Inversamente, si (w, ¢, g)ech:(ﬂ)xcz‘ satisface (3.6)

y si w? = kl/m‘ vi = 1,...,K entonces (w, ¢) es solucidén de

(T
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(3.3), y 2 satisface (3.7). Asi, (3.3) y la ecuacién (3.6)
son equivalentes si w® » k /m, vi.
Veamos a continuacién que (3.6) se puede poner como un

problema standard de valores propios en L:(ﬂ)xc“. En

efecto, pongamos:

2 1
o= =
Expresando A, en términos de u*[xlr—;L , (3.6) se
ku"-m
escribe:
(3.8a) 9 = up
- il ard
(3.8b) th'ds]hm s ddiag(k,)2 Eddmg(ml)z

1
donde dding(kl) y ddiag(ml) son las matrices diagonales

2Kx2K, en cuyas diagonales llevan los elementos
(koK peee K k) y (M, m, oo m,m ) respectivamente.
Puesto que las constantes k‘ son todas > 0, ddiag(k.)

es no singular y (3.8) es equivalente a:

p = ue
1 ml
pddiag(k;') Jwﬁds + daiag|pt 2 =%
¥ 1
Definiendo entonces T por:
(3.9a) T = Li(a)xe™ — 13(Q)xc™

+ ddiag [g]?]

(3.95) (¢, 3) = (p, pddiag(k;‘)”wﬁds]
1|

se concluye que (3.8) no es mds que el problema de encontrar
los valores de T:
(3.10a) Encontrar 4 € C y

(3.10b) (¢, Z)EL;(n)xc"‘,(w, 3)#(0, 3) tales que

(M
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(3.10c) T(¢, 8) = ui(¢, 2)

Asi, (3.10) y (3.3) son equivalentes si w?‘*k‘/ml. Con-~
sideremos ahora el caso eventual que, para algun j, 1s js K,

m—’ fuera un valor caracteristico. Denote (¢, 3) el corres-
J
pondiente vector propio. Por (3.8) sigue que ((k)/mj), ¢, 3)

satisface:

(3.11a) cap + (,/m)¢ = 0 en Q
a¢

(3.11b) — =2 . R sobre 1|,vvi=1,...,l(
an !
a8

(Suitie) —¢ = 0 sobre I
an

(3.11d) Jqﬁdx =0

(3.12e) J’wﬁds =0 vi tal que k,/m = k/m
14

1
(3.12f) 3‘="1—""%(Whﬁds vi tal que k /m+k /m
1

lo cual motiva la siguiente definicidn:
Definicién 1.,- Sea 1 s j s Ky ¢ € H. Diremos que (kJ/m)M)
resuelve (2.6) ¢ (3.3) si existe 2ec®™ tal que (kJ/mJ,¢,3)
satisfacen (3.12).
Con esto, los problemas (3.3) y (3.6) se hacen equiva-
lentes para todo w € C, y mds precisamente.
Teorema 3.1.- Sea (w,$) solucidén de (3.3). Si wzt(kl/mj) vi,
defina 2 por (3.7), si no, sea 2 dado por la definicién 1.
Luego w = 0, (l/w") es un valor propio de T, y (¢, 3) es un
vector propio correspondiente a este valor propio.
Inversamente, sl (¢, 3) € L:(ﬂ)xc” es un vector propio

de T correspondiente a un valor propio uz, entonces ua no es

T
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cero, (1/ui ¢) es solucién de (3.3). Si(1/w’) = (ky/m) v3,
entonces 8 verifica (3.7) y si no, (3.12e) y (3.12f) se
cumplen. -

En lo sucesivo supondremos que toda solucién es
entendida en el sentido de este teorema. El estudio de (3.3)

se reduce entonces a estudiar al espectro de T.

d) Representacién matricial de T.- En esta seccidn
estudiaremos algunas propiedades de T gque nos serdn muy
dtiles en los sucesivo.

Sea ¢ la solucién de (3.5), y descompongamosla como
¢ = ¢,+p,, donde ¢ = ¢ (¢), ¢

‘aa Wz(?) estén definidos por:

(3.12a) r:‘A(ol +¢=0enaq
Bpl 13
(3.12b an = O sobre rw 7., 9€H, y
1=1
(3.13a) c‘maz =0enQ
ap
2
(3.13b) s = 8B sobre 7, i = 1,...K
sz
(3.13c) YT 0 sobre I', patﬂ

De este modo, el operador puede escribirse en notacién
matricial como sigue:
v, te.
T(¢,3)= B A )y
pddiag(k; )“‘pl ds]+pddiuq(kl )“cazﬁds]mdng[)qj
7 7

1 1=1,K 1 1=1,K

T, ¢+1.d

padiag(k,~')1, ¢ + T3

donde hemos definido TI) por:

S 2
Tt L) — LA(A) T.¢ =9

(T
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=
wl
[l

i c*a) — r;(n) 12 L
2 2K
T, L(Q) — € T8 = ”ga‘?{ds]
> Ji=1x
1|
2K 2K 3 =1
T,8= ¢ ¢ T223= pddiag (k, )sznas]l o
¥ y

'
il
+ ddiaq[;]g

Notemos, en primer lugar, qhe T” no es mas que el

inverso de -A con condiciones de Neumann homogéneas sobre

l‘uvlv...wv‘ en el subespacio de H'(n) de funciones a media

nula. Sus valores propios, junto al cero, son los conocidos

valores propios de Neumann del dominio Q. Puesto que la

inyeccidén de H en L;(ﬂ) es compacta, T, también lo es. As{,

T“ es un operador lineal compacto. y autoadjunto, Sus valo-

res caracteristicos forman un conjunto numerable de reales

positivos que convergen a +w, y cada uno es de multiplicidad
finita.

Respecto de T veamos que este no es otro que el ope-

a2’
rador asociado al caso incompresible. En efecto, si o%C es

un valor caracteristico de T con vector propio ascz‘,

22’
entonces denotando P, = leg, sigue que P,y o® satisfacen:
il
+ ddiag = =
£ k- o

padiag(k;") ”wzﬁds]
1=1
7|

y por lo tanto, Vi = 1,...,K

2
Jwaf'{ds= ﬁ S 2 B LTty 2
7, po? | Pl pe 1

lo que implica
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gl- szm,p I:zﬁds
1
Con esta expresién para 3], de la definicién de ?, sigue
trivialmente gque (o°, ¢,) es solucién del problema
correspondiente al caso incompresible. Inversamente, si
(92, wz) es solucién del caso incompresible, entonces o’ es
un valor caracteristico de T . Como primera conclusién de
lo anterior podemos deducir que el caso incompresible
admite, a los mds, 2K valores propios, incluyendo las

multiplicidades. Veamos a continuacién que estos son

exactamente 2K. Reescribamos '1‘zz como sigue:

=1 l||l
Tna = pnddlug(k| )53 + ddiag[k—‘la

donde
i e Tl ”“’aﬂd"]
1]

En el articulo [Ag-Co] se prueba que S es un operador
lineal autoadjunto y coercivo, de modo que '1‘ZI no es en
general autoadjunto, pues los operadores ddiaq(k;’) Yy 8 no
conmutan, excepto si S es diagonal, o si kl-....k‘. A pesar
de ello, veamos que el espectro de S es como el de un opera-
dor coercivo, autoadjunto.

En efecto, sea o € € un valor caracteristico de Taz'

de vector propio g e c?. Luego,

pddiag(k;')s8 + ddiag[%]a = {—1]3

y definamos 4 por:
1

R = ddlag(k? )3, luego
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™ 1
- |22
e 1

y por lo tanto o’ es un valor caracteristico del operador

1 1
pddiag[k;s ]deiag[k|5 ]E + ddiag

(T, ) definido por:

22's

=1 1 m
(3.14) (T, e pddxag[kli ]deiaq[kli ] +dd1ag[k—'],
1
el que es autoadjunto y coercivo. Inversamente, es directo
ver que todo valor caracteristico de (Tu). también lo es de
(TZZ)AABI, (Tzz)- es un "simetrizado" de (Tzz)' Como (Tza)-
admite exactamente 2K valores propios estrictamente positi-

vos, se concluye la:

Proposicién 3.2.- El conjunto de valores propios del caso
incompresible, o de valores caracteristicos de T consiste
de 2K reales estrictamente positivos. Los correspondientes
vectores propios de T forman una base de €. L]

Puesto que (T,) y T, son estrictamente mds grandes
(en el sentido de los operadores positivos) que el operador

m
ddiag k_l , sigue que todo valor propio w® del caso
1

incompresible verifica:

’ m
1/w” = Min L
k

1sisK L

2 kl
0 s w s Max {——
m

1sisK '

) son las frecuencias de vibracién de

y por lo tanto

Las constantes (kvmI
los tubos en el vacio, en ausencia de fuerzas exteriores
forzadas (véase la ecuacién del péndulo con lado derecho

nulo).

{ : \
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Pasemos a continuacién a estudiar Tnz ) 2 'ra. Se trata

de dos operadores lineales continuos. Mas aun, se tiene la:

Proposicién 3.3, - T:z mT . ® inversamente. -
Dem: Sean ¢ y 8 dados. Usando Green en la definicién de ey

v, se tiene que:

<’ ¢, 8> = [¢p.dx = c*|vp-vp.ax
R 2x v, P17,

o

X —_—

= c? Vp,Vp,dx = Zil-jajd- = <3, T, ¢>
0 (51} 7

1
- <T 9, 2>

y entonces T::’ - Tn" Tomando * a ambos lados sigue que

T" T T.
- -
12

ia Sy lo que completa la prueba de la propiedad

3.3. L]

e) Simetrizacién del operador T.- La proposicién 3.3
muestra que en realidad T no es autoadjunto. Sin embargo,
usando exactamente el mismo procedimiento que utilizamos
para simetrizar T, se puede simetrizar T. En efecto, defi-

namos T. por:

(3.15a) i L:(n)xc“ - L:(n)xc"

e p"’-ruddiag(k;"’ )
(p25D) Thels 12 -172

P ddin(kI )'l‘zl (Tzz)u

Usando exactamente el mismo tipo de argumentos que en el
caso incompresible, y las definiciones de los operadores que

intervienen en la definicién de T_, se prueba la:

(T
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Proposicidén 3.4.- Un complejo u2 es valor propio de T con

vector propio (¢, a)sLi(n)xC’" si y sdélo si u2 es valor pro-
1 1

pio de Ts con vector propio (¢,e zddiag(ki)z)s L:(O)xcn. -
Probemos ahora que ’1" posee las siguientes propiedades:

Proposicidén 3.5.-
(i) T, es un operador compacto autoadjunto de Ls(n)xc”‘

(ii) T, es definido positivo en el sentido que:
1

J(Tna + pETladdiag(k|"/2),r7¢ax +
(3.16) {'Qq 3
<poddiag[k:E]Tﬂ¢ +(T,,),E B>, 50 v(4,7)2(0,3).  w

Dem: El hecho que T sea simétrico es obvio, y la prueba de
que es compacto en consecuencia directa del hecho que T, lo
sea. Remitdmosnos entonces a probar que es definido
positivo.

Denotemos A el lado izquierdo de (3.16). Puesto que T:a

-1/2
=Y, clding(kI

) es diagonal, A se puede escribir como

sigue:
172 -1/2 R
A = [(T, ¢)Fdx+2p, "Re<T, §, ddiag(k; )?z‘+('r")_r, T3,
Q
Multiplicando la ecuacién que verifica p, pPor ¢, e inte-
grando por partes se tiene que:
(3.17a) J¢(T‘“$)dx = Jw] = ch|Vp||’dx
o] a Q
Por otra parte, sea ¢eH, definida como p-Tuddiag((k;”:)?,
esto es, p es la unica solucién en H del problema:
C Ap =0 en Q
a “1/2 9
Fg’k. .-|vﬁsobre 7,04 =1,K
a

99 o
an 0 sobre I'

s A
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Multiplicando por [V} integrando por partes, se obtiene:

3
c'JVg-valdx - Z s ?‘-];Iﬁds
a

L

(3.17b) = < ddiag(k;"")?, T, ¢ >

Multiplicando la misma ecuacién por ¢, integrando por

1z = <Ipi¥dx>
7 1
1

partes, y notando que delaq(k;”a sigue

que:

c’J]qux = <ddiag(k;"?

Q

)2, sddiag(k;'?)2> =

-172

= <?, ddiag(k‘

)sddiag(k;'/z)?>

Por otro lado, de la definicidén de (Tzz)- es claro que

para todo ? € c",
<(1,),2, B> = p < ddlag(k;'?)sadiag(k;'?)2, 2>
y entonces se concluye que
(3.17¢) <(T,) 2, &> = pcz[|Vp|2dx
o]
Combinando la definicién de A con (3.17a,b,c) se concluye
que:

Az c’“|w|’dx+zp"’ne[|va-vildx+pol|v;»|'dx]
o Q a

172 12

zc’[}ulm p|*ax=c’|p +p p|:’n>0,

a a
si (¢,2)#(0,3); lo que termina la prueba de la Proposicién
3.5. L]
Nota: Si uno hila més fina la estimacién hacia abajo de la

cantidad A, se puede concluir que en realidad se tiene que:

(M



PAc. 128

Az=c’lp + p'p| + < aaiag|—;

: }?, >
k

m

2 2

z CPJW‘ + p”zwlin . Hin{ K‘ } 2 e
1

t) 1=isK

De esta uUltima proposicién y de resultados standard de
Andlisis Funcional se concluye que el espectro de T (y
también el de ) consiste de una sucesién numerable de
reales estrictamente positivos ‘que convergen a cero.
Denotemos los valores propios de T por:

uf = u: B vat uf )
donde las eventuales multiplicidades > 1 se denotan
repitiendo el valor propio correspondiente de acuerdo a su
multiplicidad. Los vectores propios correspondientes lo
denotamos (w‘, 31),...,(¢|, 3,),.... Ellos forman una base
hilbertiana de L:(n)xn‘:". Puesto que los vectores propios de
T son ortogonales, los de T también, pero, con respecto

al producto escalar siguiente:

(3.18) J¢|$de +ip i< ddiag(k;')gl, 3{>u =3,

Q
2
En resumen, si definimos | por Uf'l/uf, en esta
seccién hemos probado el:

Teorema 3.6..- Los tripletes ((w?, $ 5 3.”mv°r1“c°"’

i) Para todo 1 = 1, (wlz, ¢2) es solucién de (3.3).
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(11) El conjunto (L il)) forma una base hilbertiana de

=
L:(ﬂ)xc", que es ortogonal en el sentido de (3.18).

(iii)Los pares W', ¢)

i )2, Son las unicas soluciones de

(3.3) en el sentido que si (w’, ¢) es solucién de
(3.3), entonces existe 1 > 1 tal que w = w y ¢ se
puede escribir como combinacién lineal de todos los ¢
para los cuales w'= wf. L]
Este teorema dd una descripcién completa del espectro
del problema (3.3). En particular prueba que (3.3) posee una
cantidad numerable de valores propios que convergen a +m.
Esto hace la diferencia principal entre el caso incompresi-

ble y el compresible.

4. Comportamiento asintético de los valores propios en el
caso incompresible.- En esta seccién estudiaremos el
comportamiento asintético de 1los valores propios del
problema (2.4) (caso incompresible) cuando el numero de
tubos tiende a infinito. El estudio lo haremos bajo el
supuesto que todos los tubos son idénticos, y que estén
distribuidos periédicamente al interior de la cavidad.

Como se mencionara en la Introduccién, en las aplica-
ciones uno requiere de resolver el problema (2.4) o (2.6)
para valores de K enormemente altos (del orden de 10.000 a
50.0000 tubos). Asi, el andlisis numérico de estos proble-
mas, y en particular, el cédlculo sobre computador de los
valores propios, y de sus correspondientes funciones pro-
pias, se hace sumamente costoso, e incluso, en muchos casos
imposible de llevar a cabo, pues el dominio en que el pro-

blema se formula no se puede discretizar de manera simple,

(M
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necesitdndose para ello computadores con gran capacidad de
memoria.

Desde un punto de vista matematico, la técnica que aqui
proponemos para sobrellevar esta dificultad consiste en
pasar al limite las soluciones de los modelos, y los modelos
mismos, cuando K — o, y ello, con la esperanza de obtener
resultados razonables, en el sentido que los valores propios
de (2.4) converjan hacia un limite, el cual sea
caracterizable, y en lo posible, fdcil de aproximar
numéricamente.

Efectivamente, como veremos, al menos para el caso
incompresible, esta estrategia funciona bien, pues se prueba
la existencia de un problema espectral limite, cuyos valores
propios son limite de 1los valores propios (2.4), cuando
K — =, en un sentido que precisaremos en detalle més
adelante. Digamos por el momento simplemente que se trata a
groso modo de una convergencia en el sentido de las
distribuciones temperadas de las familias espectrales
asociadas a los problemas (2.4), hacia la familia espectral
del problema limite.

El célculo numérico del espectro del problema limite
no es dificil, pues como se verd, este se reduce a la
resolucién de wuna familia de problemas '"pequenos" de
valores propios (cada uno posee sélo 2 valores propios, es
un problema como (2.4) con K = 1) sobre un dominio de
referencia, y con una condicién de periocidad generalizada
sobre el borde.

Esta forma de proceder para resolver el espectro del

problema limite fué propuesto por Aguirre-Conca [Ag-Co],

—————
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mientras que los resultados de convergencia son debidos a
cénca-Vanninatnnn [Co-Va]. los vectores propios asociados
a los valores propios de la familia de problemas "pequenos"
involucrados en la solucién del problema limite se conocen

como las ondas de Bloch asociadas al problema (2.4).

a) Notaciones y resultados preliminares.- En todo lo gque
sigue de esta seccidn supondremos que los tubos estdn
repartidos peridédicamente, que son idénticos, y gque estén
dispuestos dentro de 1 de modo simétrico con respecto a los

ejes de coordenadas; véase figura 4.1.

~

7(n,n)

O\o\\\é" S
(@) \0 O N0 O\O .
O _O\NO

e X
o ENON :
W oy SON
i CRERARNGRC) s
XN Al L ofemiany
00 0o o 4]
T(n-n)

Figura 4.1: Elndominla Q y sus componentes

F",r(T’) ,TsQn, para n=3.

Sea n un pardmetro entero que designa el numero de
tubos en la direccién ox, y Ox, de modo gque el dominio Q
contiene un total de K = (zn)’ secciones de tubos. Puesto
que la regién ocupada por el fluido depende ahora de n, la

denotaremos nn, y su frontera exterior rn. Las secciones de

Ve N
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donde

los tubos las denotaremos (T(?)«I)EQ,
n

Qn=(?elz| -nsl sn Vi = 1,2).
Para cada T €Q , la frontera de T(T) la denotaremos 7(7),
ver figura 4.1.

Bajo estas condiciones, nuestro interés es estudiar el
comportamiento asintético de las soluciones del problema
(2.4), formulado en Q = ﬂn, cuando n — +m. Puesto que
ahora el problema depende de n, cambiaremos ligeramente la
notacién de modo de explicitar esta dependencia, y lo
(n)

escribiremos como sigue: Encontrar a en C, para los

cuales exista una funcién no idénticamente constante ¢(") =

™ (x) tal que:

(4.1a) 26(™ =0 en q
(n)
(4.1.b) gg o A(m3~[[¢'"’3dsj sobre 7(7), vieq
7(7)
(n)
(4.1c) %g = 0 sobre F“

™ egta ligada a las

donde, en (4.1b), la incégnita 2a
frecuencias propias W = wz(n) por la férmula de la pégina
18, que en el caso que todos los tubos sean idénticos se

escribe simplemente:
2
A _ _pwi(n) :
k-mw®(n)
donde k es la constante (comin para todos los tubos) de
elongacién del sistema de resortes que soporta a cada tubo,
y m es la masa (también comin para todos los tubos) de cada
tubo. p, como antes, es la densidad especifica del fluido.
Como la remarcdramos en la Seccién 2, las funciones

propias de (2.4) sélo son definibles salvo por una

’_-—T-ﬁ‘\
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constante aditiva. Para determinar de manera unica esta
constante,impondremos que las funciones propias sean a media
nula en Q ., esto es, agregaremos la condicién suplementaria:
(4.1d) ¢ e H.

Asi, usando los resultados de 1la Seccién 3, vy
particularmente, la Proposicién 3.2, sabemos que el problema
(4.1) admite exactamente ZK", esto es, 8n’ valores propios.

Estos valores los denotaremos:

(n) (n) (n)
s S L..S .
0 < )\l )‘z )‘zu

Las correspondientes funciones propias seran denotadas por
(n) (n) (n)
[ ¢=:--' (25 G
n

El operador S asociado a (4.1) que introdujimos en la

Seccién 3d, lo denotaremos S, Recordemos que este se define

por:

(4.2a) s, : € — ¢

(4.2b) sn‘a’ = ”w“?{da]_) , vd = (3(7)) e ¢
7(1) /<9 Teq,

donde ®, es la unica solucién del problema siguiente:

(4.3a) Ap =0en N
n n
Bp" - > -
(4.2a) = 3(7) R sobre 7(7), vieQ
n
89,
(4.3.c) F=osobre l‘“, pnel'l.

En (4.2b), y en todo lo que sigue, las componentes de un
vector 3 de I:ZK" las agruparemos en subvectores 3(?) € Bz,
T € Q", de modo que cada _a'(?) vaya asociado a una seccién
de tubo T(7).

El operador s, juega un rol fundamental en el estudio

de (4.1), pues este permite caracterizar las soluciones de

. "
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(4.1). Mas precisamente, se cumple que (™, ¢‘“’) es
solucién de (4.1) si y solamente si A'™ es un valor
caracteristico de §,, de vector propio Jw‘"’ Rds A

7(7) LeQy

Como se mencionara en la Seccién 3, en el articulo

[Ag-Co] se prueba que Sn, a n fijo, es un operador lineal,
autoadjunto y coercivo. De ahi que (4.1) admita exactamente
2K" soluciones. Mds ain, puesto que los k, son todos iguales
a k, el operador S y ddiag(k;‘n conmutan, y entonces las
funciones propias de (4.1) se puede escojer ortogonales con

respecto al producto escalar usual, esto es, tales que:

=) o=(n) o _ e
JV@I qu’ dx = 6” vi,gjs= 1,.-4,2K
Q
n

Para los fines de estudiar el comportamiento asintético
de los valores caracteristicos de Sn (o valores propios de
(4.1)) necesitaremos una propiedad de uniforme coercividad
de los operadores S, que estableceremos en la proposicién

siguiente, pero antes, introduzcamos una ultima notacién

relativa al dominio Q.

El dominio Qn es peridédico de periodo ¥ ]0,1[2, el cual
lo llamaremos el periodo de base, 6 celda de referencia.
Igualmente, al hoyo que queda en ¥, esto es, T(0,0) lo deno-
taremos simplemente T, y definiremos la celda de referencia
perforada al dominio v* definido por:

v - WT

Los trasladados de ¥* o de ¥ a 1la posicién Tez® los

denotaremos por 'l‘*(-l)) é W('l’), respectivamente:

V() =+ e ¥T) =7+ v,

| \
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Ciertamente, esta notacién es coherente con la notacién que

estamos empleando para las perforaciones T(‘l’), pues T(7)=

(7) + T. s
Pasemos ahora a probar la:

Proposicion 4.1.- Existe una constante a > 0, independiente

de n, tal que:

(4.4) <sn3, 3>“ = ad 2" vd e Cn" 5

Dem: Es claro que la mejor constante de coercividad de s“ es
el mds pequefio de sus valores propios. Denoténdolo u:"’, por

el Principio de Minimax, ul"" verifica:

(n) snz' 2
Ligus Min a0 et
dec " 2

vo 2
= Min %nn
2ec?

2K
sea 3 € C ". Para todo T e Q" se puede escojer LIRS w_szm)
1 v

en H'(¥*(?)) tal que:

(4.5a) J‘w_,ﬁds = 3(1)
1
7(1)
(4.5b) i, w SR
y T o,W('l)l o {
(4.5¢) ¥, = 0 sobre 8¥(7)

5
1

(Para construir ¥, basta trabajar sobre la celda de
1

referencia W*, y usar que la aplicacién § — J-E'de es
sobreyectiva de las funciones H‘(W*), nulas sobre 8¥, sobre
o)

Definamos luego y € H'(n) como igual a ¥, sobre Y‘(f).
1
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Claramente ¥ se anula sobre F". Multiplicando (4.3a) por ¥,

integrando por partes, y usando (4.5a,b) se tiene que:

2 = BT
3 Ianvwdx = C0 3 Vpn 0'0"
nll
y entonces
(n) 2
IJ‘ 5 l/co

lo cual prueba la proposicién con a = l/C;. .
Los valores propios de Sn los  denotaremos 0 < u""’ s

2‘"’ s...s u;:’. De acuerdo a como denotamos los valores
n

o
propios de (4.1), se tendrd entonces que:

'™ = A—l vif="112,. -t 2K
J ZKn'J’l o

Los correspondientes vectores propios los denotaremos
V:"),...,v;:’; ellos forman automdticamente una base

2K A
ortogonal de C B Supondremos que , ademds , son

ortogonales. Respecto de las funciones propias de (4.1) se
cumple la relacién:
1
(n) =
LU (T otm Ras vy
) 2K - )41 Teq
-)“ n
7o)
Asi, la familia espectral E(Sn, +) asociada al operador

s, es la aplicacién (constante por pedazos) definida por:

(4.6a) E(S,, *): R — (S, §)
2K
% () (n) n
(4.6b) E(S,, u)V = Z(")< 3, V’ > z‘j’ wWec
Ll

b) Descripcién del problema limite y de su espectro.- Como

veremos en las secciones siguientes, la sucesién de familias

espectrales E(S ,') convergen hacia la familia espectral de

un overador S aue introduciremos a continuacién: Sea 1 (6%)

s A
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el espacio de las sucesiones & = {3(7)}? , con valores en
€C

c’, de cuadrados sumables. Denotemos Q la unién de los domi-

nios {n"|n|N}.

El operador S se define por:

(4.7a) s : 12(03) — 12(1:’)
(4.7b) sd = { wﬁda} vd e 1,(c%)
(1)

donde y es la solucién unica (definida salvo por una cte.)

del problema siguiente:

(4.8a) Ay = 0 en Q
(4.8b) %g = 3(7) R sobre (7), Vi e 2°
(4.8¢c) w e L*(Q)

Se prueba de manera relativamente simple que el
operador 8, asi definido, es un operador lineal continuo y
autoadjunto de la(c') en si mismo, esto.es, S € _(cz(cz)).

Por el teorema espectral, a S podemos asociar una
familia espectral E(S, ') que es una aplicacién de R en
L((l‘(c’)) verificando las propiedades siguientes:

(4.9a) E(8, +) es continua a la derecha, esto es, E(S, u) —
E(8, A), cuando u — A‘, en A(xa(c“)).

(4.9b) E(8,A)B= B E(5,A) VAR, VBe (1(C%)); SB= BS.

(4.9¢c) E(8, A) =0V A<m, E(§ A)B=IV Az m
donde
m_ = Inf ii-lz—b ). -Supiizl—&
da () ° de1 (%)
(4.94) E(8,A) = E(8, M) Y A = u, en el sentido que

R(E(8, A)) > R(E(8, u)).
(4.9e) vf: R — C, continua sobre un intervalo

ablerto que contenga (m_, m], se tiene:

—
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+o
f(s) = Jf(k) d E(S, 1),
-
donde la integral es la integral en el sentido de Riemann-

Stieljes para una medida a valores en un espacio de Banach.

También se tiene que:
+o

£(s)3 = Jf(l) d E(S, A)&, V& 1,(c%)

+o
<£(s)3, B> = Jf(A) ace(s, 23, B) V&, B e 1(c).
% 2x
si 3 e 12((:2), denotaremos 'a'nec " la proyeccién
2K
canénica de & sobre € ", esto es, Qn(?) = 3(?) VT'sQ".

2K
Inversamente, si 3 ec ", denotaremos 2 la extensién por

cero de 3 a 1((:2).

c)Resultados de convergencia.-

Teorema 4.2.- La familia espectral de S converge hacia la

de S en el sentido siguiente : V 3,3 € 12 (l:z):
< E(S:’Z, ~)2", ?}" > — <E(S, 93, ¥,

(4.10)

cuando n — =, en el sentido de las distribuciones (tempera-

das) en R. '

El resultado (4.10) involucra los operadores §'/2 |
n
s . Este se puede escribir en términos de 8 'y 8]
considerando las relaciones sigquientes:

o si tso

E(S", r) R 172

E(s'?, %) siT>0

y una férmula andloga vale para E(S, T).
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Demostracién.- Paso 1. Sea Zelp(cz). Para cada n, considere-
mos el otro problema de Cauchy para el operador de ondas

asociado a Sz

(4.11a) urr(t) + Su (k) =0V ¢teR
(4.11b) u (0) = ]
(4.11c) u/ (0) = K“
2 2‘“
(4.11d) ut, u’ e Lt (R, € "),

que no es ma&s que un sistema lineal de e.d.o.’s, y que por
2%
lo tanto admite una solucién global unica u e (R, T ")
Multiplicando (4.1la) por u; se obtiene:

N 2 =
3 at u"I A <Snun(t), ".'.(t)>zx =0
y como § es un operador autoadjunto, sigue que:

% gt{ “r’; :x & <Snun(t)' LSE ) } =
n n
Yy entonces
ur(t) :".. HRBLULE) ) UL (E)>, = e, 2‘" S G
Usando la uniforme coercividad de los operadores Sn, se
deduce de esta invarianza en t que existe M, independiente
de n, tal que:.

2K

B GG )

=M
ueR, c ) N

Denotemos G“(t) y G;(t) las extensiones por cero de u
Yy u; fuera de Q.- Ciertamente, ellas pertenecen a 12(03).
sigue que {G"} y {G"‘} estan acotadas en L*(R, 1,(c)). se
puede entonces extraer subsucesiones tales que:

U — uen L°(R, 1,(c%)) - débil*, n — =

47 — u’ en L°(R, 1,(c€%)) - débil*, n — =

(M



PAG. 140

Veamos que u y u’ satisfacen al siguiente problema de

Cauchy asociado al operador de ondas para S:
(4.12a) u"(t) + S(t) = 0 Vt € R
(4.12b) u(0) =0

(4.12¢) ur(o) =3 u, v’ eLf (R, 1,(6%)).

Para pasar el limite recordemos que u se caracteriza

como la solucién del siguiente problema variacional:
+o +o

(4.13a) -I<u,’|(t), yr(t)>,, dt + I<s“un(t),VJ(t)>“ dt

+<3n, Y(0)>,, = 0.

(4.13b) u (0) = i)
(4.13c) u(t) = -u(-t) vteR,
donde la funcién y(t) es de la forma O(t)?ﬂ, con ¢ funcién

regular a soporte compacto en [0, +w), Yy ?1‘" es un elemento

2K
cualquiera de € ".

2K
sea V e |2(cz) y Vﬂ su proyeccién sobre € ". Para toda

¢ se tiene que:
+o +

(4.14) -Jq’x;(:), 3/ (t)¥>dt + I<G"(t), #(t)s v >dt

-<@, 2(0)¥> =0
Usando que |-.|r’. — n’ en L” - débil * se pasa al limite en
el primer término. Por otro lado, 3"-—» 2 en 12(cz) - fuerte,

luego el 3°" término pasa al limite.

Para pasar al limite en el segundo término usaremos que

ﬁn — u en L” - débil * y el siguiente lema:

Lema 4.3.-
(i) v Je1,(c?), (V) —sV en 1(c®)-fuerte, n—w

———



pAc. 141

(i1) W e 1,(6%), <sv,¥> = a ¥ ?, donde a=0 es la constante
de la Proposicién 4.1.

Pasando al limite en (4.14), se obtiene:
n @

- ‘[<u'(t), 0'(t)3>dt +'[<u(t), SVO(t)dt - <3, O(o);}> = 0.

Por otro lado, la convergencia de G“ es en W''®-débil *
y por lo tanto, se puede pasar al limite en las condiciones
(4.13b,c), concluyéndose que:
u(0)=0 y u(-t)=-u(t) V teR(c.t.p).
Sigue entonces que u es solucién de la formulacién
variacional de (4.12). Como este problema posée solucién
Unica, es toda la sucesién (ﬁn) y (G:‘) que converge hacia u

y u’, repectivamente.

Paso 2.- En este paso traduciremos el resultado del paso 1
en términos de convergencia de las familias espectrales. Se
usard para ello transformada de Fourier en tiempo.
El problema (4.11) tiene una solucién explicita en

términos de S, que es:

u"|(t) = cos [S:/zt]an
y una férmula andloga vale para la solucién u del problema
(4.12):

u'(t) = cos[s"zt)z
Puesto que u/ — u’, se tendra que v 3512(62):
<°°5[s.l.nt]3n' 3n>z‘—><cos{s"ztl2,3> en L°(R)-débil *, nw,

n

lo que implica la convergencia en el sentido de las distri-

buciones temperadas. Luego, por Fourier:

(4.15) <cos[s:‘/2t]3n, 3> (1) — <cos[s”’t]3, ¥ (1)

()
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en el sentido de las distribuciones (temperadas), T denota

0la variable de Fourier.

Pero,
w
L i
cos[s'/zt] = l‘[<e1tt4e'1tt]dl§(s7,r] = lJeh"td[l?.[sz,t]“ld'r:
n 2 n 2 n

Yy entonces
+eo

<cos[ 12 ]‘a’ ?>— J irty [E[S,%,t]-E[s%,-r}]?n,3“>alndr
+ao

y un resultado totalmente andlogo vale para S. El lado
derecho de esta igualdad no es nada mds que la inversa de la

Gttt dp W tn 4
4. [E[S;/z, o)-z(sr -r]Jz Yom

tous' 150" ki galvATiA e

i <[g(s§,t]-E[sé,-r]}an,s">“: 5 [E[Si 5[, ]]z "

en el sentido de las distribuciones. Usando luego que la

distribucidén a%[(E[s."'z, ']gn' 3">] se anula en ]O, a“'[,

lo que hace que las dos distribuciones del lado izquierdo

tengan soportes disjuntos y entonces

ag[d:[s"'/a, ~J3n, 7n>] = ai:(<z[s 7 t]Z , ¥ >, no
en el sentido de las distribuciones.

Para terminar la demostracién, notemos que las

distribuciones <E(s"|’2, -Jgn,?«’“) tienen su soporte en el

intervalo [«'/?, +w[,

convergencia de las derivadas a la convergencia anunciada en

y por lo tanto se puede pasar de la
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el Teorema.

Para terminar la demostracién del Teorema probaremos la

Proposicién 4.3.

Dem. Prop.4.3.- Comenzaremos probando (i). Sea Velz(cz).

Recordemos que SHV" estd definido por:

.

donde ¢, es la solucién (unica) del siguiente problema:

(4.15a) Aq)" = 0 en n“
ap,
s =X =y
(4.15b) -t = v, M R sobre ¥(7)
ap o
(4.15¢c) o 0 sobre l""

Multiplicande (4.15a) por ¢, 8e deduce que:
sc¥ sc¥
n

e, 2K

0,
n n
*
donde C sélo depende de ¥ . En lo que sigue de la demos-
tracién necesitaremos el siguiente resultado de prolonga-
cién, cuya prueba se puede consultar en la referencia [Co-
Va, pagina 33]:
Lema de Extensién.- Existe una sucesién (P} de operadores

de extensién Pe (H‘(nn),w) (W espacio de funciones

2
Lfoc(ﬂ), cuyo gradiente pertenece a L%(Q)" ) tales que:

(4.16a) P"vﬂ(x) = yi(x) Vv xeﬂn v VIEH‘(QH).
Existe una constante €>0, tal que:
1
(4.16b) VPnlll ) sC ¥ l.ﬂ“ VyeH (ﬂ“)
(4.16c) P Y(x) = 0 si xex(T), V ':':Qn.

Puesto que Vp estd acotada, sigue de (4.16b ue
n 0@ g q

la sucesién (Pe) esta acotada en W. Podemos extraer una

| : \
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subsucesién, aun denotada Po.y existe peW tal que:
Py — penW - débil, n 5 =
Usando argumentos absolutamente cladsicos, se pasa al limite

en (4.15) y se deduce que ¢ es solucidn de:

(4.17a) Ap = 0 en Q
(4.17b) gg = ¥(T) R sobre y(7) viez?

Puesto que este problema admite solucién unica, se
concluye que toda la sucesién P ¢ ~converge hacia ¢. Usando
(4.16c) es claro que si (S"V")" denota la extensién por cero
de 5“3" a 22, entonces

(sjn) = [ P“wnﬂds]_)

1€z
7(7)

2

Ahora, el hecho que la aplicacién ¢ € W — [anﬂds]a .
1(?) [ 4
sea continua de W en 1z(c2) implica que: (s"V")'—» sV en
1,(€%) - débil, n — w.
Probemos a continuacién que 1la convergencia es en
realidad fuerte, para 1lo cual probaremos primero la
convergencia de la energia:

2
Vql" 0.nn — Up 0,0’ n — o,
Multiplicando (4.15a) por P, e integrando se tiene que:

2 3 -~
. o= <, s"%zx“ =<, (sH™>

3 2
y puesto que ¥ — ¥ en 12(0: )- fuerte, sigue que:

2
vp =<, s¥, n > o.
noQ £ %
Pero, es directo de la definicién de p que <3, s¥> no es
otra cosa que Vp : Qr Lo cual prueba la convergencia de la
'

energia.
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Anora, (s ¥ )7-s¥ ‘-Z ‘I’"- w]Rdu|’+Z |J¢de|3

Teg 7(7) Teq 7 ()

donde E: | vﬁds]a 5 0, niw, pues PeW. Respecto del primer

?(Qn 1(7)
término; se tiene la desigualdad:

Teq ¥(7)

Pero,
2 2 2 =
WA= Gy S e e _ZJ 0P, o
h . ol

vé por convergencia

2
! la energia

Por otro lado,

-2va-w"dx = - Z 3"(?)»]3&15 = —2<§n, s>
Q

5 >
o IEQ“ y(0)

Yy pasando al limite:

-Z[Vp-w“dx — -2<V, s¥> = - 2 Vo : a
’
a

n
lo que permite completar la prueba de (i) en la Proposicién
4.3.

Para probar (ii) se razona como sigue: Sea 3 e lz(caL
luego:
3 i, 3 2
d}n, (5“3) = o 3"

y pasando al limite cuando n — =

(T \
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P, 89 =2a V2

lo que completa la prueba de la proposicién 4.3, y por

consiguiente la del Teorema 4.2. o
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