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PROBLEMAS ESPECTRALES EN INGENIERIA 

CARLOS CONCA 1 

l. - Introducción. El propósito de este curso es presentar 

algunos modelos matemáticos que aparecen en el análisis 

espectral de ciertas estructuras del tipo sólido-fluido, y 

estudiar con detalle les más simples de entre ellos. 

se trata de un conjunto de problemas diferenciales de 

valores propios que modelan las vibraciones de una estructu

ra metálica sumergida en un fluido, y más precisamente, los 

problemas que estudiaremos gobiernan las frecuencias y modos 

propios de un haz de tubos metálicos inmerso en un fluido . 

La simplicidad o complejidad de los distintos modeles 

matemáticos que se han propuesto para abordar este problema 

físico depende, esencialmente, del tipo de hipótesis sim

plicadoras que se impengan sobre el preceso. Así por ejem

plo, los modelos más simples se obtienen supeniendo que el 

fluido es un fluide perfecto incompresible, cuyo movimiento 

es irrotacional, y que les tubos son rígidos, ensamblados 

elásticamente 1 y que tan sólo admiten oscilaciones pequeñas, 
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en de t e rminadas direcciones . 

En general, se trata de modelos relativamente poco 

realistas, pero que tanto desde un punto de v ista teórico 

como numérico, se los puede tratar con cierta facilidad. 

Conforme gradualmente tomando en c uenta menos 

hipótesis simplificadoras sobre el problema físico 

cuestión, se van obteniendo un grupo ordenado de modelos, de 

dificultad y de complejidad crecientes. Los modelos más 

realistas son aquellos que consid~ran la compresibilidad y 

viscosidad del fluido , y que pe rmiten deformaciones 

elásticas de los tubos . Incluso, existen autores que han 

tratado numéricamente modelos que incorporan la posibilidad 

de desplazarnientó relativo de la estructura metálica 

respecto del fluido . 

El problema de determinar las. frec uencias propias de un 

haz de tubos sumergido en un fluido es de gran importancia 

en ingeniería, pues este aparece en forma natural en la 

concepción y simulación de diversos equipos industriales 

tales como: intercambiadores de calor, condensadores, 

estanques de combustible en los núcleos de ciertos reactores 

nucleares , etc . Desde los trabajos pioneros que llevó 

a cabo J . Connors ( Co] , los ingenieros han hecho numerosos 

esfuerzos en estos últimos años en la investigación 

experimental y teórica de este tipo de problemas. Entre 

otros trabajos, cabe destacar los articulas y publicaciones 

de R.O.Blevins (Bll], [812), S.S .Chen (Chl), (Ch2) 1 

D. J . Gorman (Ge], M.J . Pettigre w (Pe ) , M.P .Paidoussis {Pa) y 

J. Planchard [Pll), ... , [Pl4 ). Recientemente, J . Planc ha rd 

(Pl5) ha escrito un articulo que compila parte importante 
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del aporte de los ingenieros al estudio de es ta clase de 

problemas, y al cual referimos al lector para consulta de 

bibliografía suplementaria sobre el tema. 

Desde un punto de vista matemático, todos los modelos 

que consideraremos son problemas diferenciales de valores 

propios, en los cuales, los operadores que interv ienen 

corresponden a ecuaciones en derivadas parciales de segundo 

orden, del tipo elípticas, su estudio involucra cuestiones 

de existencia de soluciones, distribución y localización de 

los valores propios, y comportamiento asint.ót.ico de los 

mismos, cuando el número de tubos tiende a infinito, Ocurre 

que en las aplicaciones requiere resol ver este tipo de 

modelos para el caso de estructuras tubulares con una gran 

cantidad de tubos. El análisis numérico de estos problemas, 

y en particular, el cálculo efectivo de los valores propios 

y sus correspondientes funciones propias altamente 

costoso y complejo, pues el dominio en el cual se formulan 

los modelos es difícilmente discretizable . Esta dificultad 

es superada estudiando el comportamiento asintótico de las 

soluciones, y del modelo mismo, cuando el número de tubos 

tiende a infinito. En cada caso, se trata de probar la exis-

tencia de un problema espectral limite que describa este 

comportamiento asintotico, el c ual , en general, es fácil de 

resolver , o al menos, no presenta la d if icultad antes 

mencionada sobre su discretización. 

como se mencionara ante riormente , e l más simple de los 

modelos aquél el cual el fluido supuesto 

imcompresible y perfecto, además de otras hipótesis sobre 

los tubos . Este modelo es bastante popular, habiendo sido 
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motivo de estudio de varios autores, entre los cuales cabe 

señalar los trabajos de M. Ibnou Zahir Y J. Planchard [ Ib-Pl], 

J.Planchard [ Pll ], [Pl2], y los de F.Aguirre y C.Conca (Ag

Co) y C.Conca y M.Vanninathan {Co-Va). Parte importante del 

está destinada j ustamente al estudio de este modelo, 

siguiendo los desarrollos y las ideas que se exponen en 

eetosúltimos dos artículos. Poeterioraente, en el curso 

estudiaremos el caso de un fluido compresible, siguiendo los 

trabajos de e. Conca, J. Planchard y M. Vanninathan (Co-Pl-Va), 

y las referencias ahi mencionadas. 

Sobre otros modelos más sofisticados que tratan 

corrientemente los ingenieros es muy poco lo que existe 

respecto a estudios sistemáticos y rigurosos desde un punto 

de vista matemiltico . Sobre ellos, limitaremos entonces 

tro estudio y disc usión a consideraciones de índole general. 

como veremos, tanto en el caso incompresible, como en 

el compresible, se trata de problemas de valores propios 

elípticos, con una condición en los limites no local sobre 

la frontera de cada tubo. Ambos problemas son tratados 

hac iendo uso de técnicas de Análisis Func ional Lineal. El 

punto de partida del estudio de ambos casos son los teoremas 

de existencia 1 los cuales son probados de acuerdo a la 

siguiente estrategia: se demuestra que los valores propios 

del problema original no son otros más que los valores 

caracteristicos de un operador lineal a rango finito, en un 

caso, y compacto en el otro , que actúa sobre un espacio de 

Hilbert . La existencia distribució n de los valores 

propios deriva entonces fác ilmente de resultados generales 

de la teoría espectral de operadores lineales compac tos. 
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Algo similar ocurre con los resultados de loca lizac ión, 

los c uales son también demostrados haciendo uso de la teoría 

general de localizac ión de valores propios de operadores 

lineales compactos sobre espacios de Hilbert, de 

estimaciones standards de los valores propios 

característicos de este tipo de operadores, basadas en la 

noción de cuociente de Rayleigh y en el Principio de 

Minimax . 

Por el contrario, las técniCas utilizadas para "pasar 

al limite", mediante las cuales estudiarli el 

comportamiento asintótico de los valores propios cuando el 

número de tubos tiende a infinito, son no standard . Se trata 

de métodos de la teoría espectral de operadores 

autoadjuntos, no compactos . La forma de probar que los valo

res propios de los problemas convergen, cuando el número 

tiende a infinito, hacia los valores propios de un problema 

espectral limite consiste e n probar que la familia espectral 

correspondiente al operador asociado al problema original 

c onverge (en el sentido de las distribuciones temperadas) 

hacia la familia espectral del problema límite. 

La importancia principal de estos resultados de 

convergencia es justificar que el problema original puede 

ser aproximado por este problema espectral limite, y la 

ventaja de ellos radica en el hecho que no es dificil, 

numéricamente, calcular el espectro de este problema . De 

hecho, como veremos, este cálculo involucra simplemente la 

resolución de una familia de problemas de valores propios 

"pequeños" sobre un dominio de referencia , con una condición 

de periodicidad ge neralizada s obre el borde. Los vectores 
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propios correspondientes a estos problemas se conocen como 

las ondas de Bloch asociadas al problema de partida, y 

fueron introducidos en el articulo (Ag-Co]. Los resultados 

de convergencia fueron demostrados por (Co-Va}, siguiendo 

las ideas generales contenidas en los trabajos de E.Sánchez-

Palencia (Sa), capitulo 12, y J. Sánchez-Hubert y N. Turbe 

(Sa-Tu) : En primer lugar, el problema diferencial de valorea 

propios es reducido a encontrar los valorea característicos 

de un operador Sn, siendo n un parámetro de la medida del 

mlmero de tubos que contiene la estructura metálica. De 

manera similar, se le asocia un operador S al problema 

limite. La demostración de la convergencia tiene 2 etapas : 

En la primera se considera al problema de cauchy asociado al 

operador de ondas correspondiente a sn, y se prueba que su 

(llnica) solución converge en Lm débil • hacia la solución 

del problema de Cauchy asociado al operador de ondas 

asociado a S. El segundo paso consiste en interpretar el 

resultado precedente en términos de las familias espectrales 

asociadas a los operadores Sn. Esto se hace a través de la 

transformada de Fourier. 

2. - Descripción de los principales modelos matemáticos. Para 

describir loa modelos que ocuparán nuestra atención en todo 

lo sucesivo, refirámosnos de forma breve al problema fisioo 

que está e n el origen de este estudio. Para e llo, imaginemos 

en primer lugar que el fluido está contenido en una cav idad 

tridimensional, la cual, por simplicidad 2s upondremos que 

11 Todo lo q ue ve r-• • continuac ión 1'ale t ... blén para c oní\9urec l onoe do 

(or- c-lqule r a . 
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de sección rectangular, de lados paralelos a los ejes. Por 

otra parte, supongamos que los tubos son todos paralelos 

entre ellos, y que están hechos del mismo material. En la 

pr,ctica, además de estos supuestos, es frecuente que adeás 

todos los tubos sean idénticos, y que estén repartidos de 

manera periódica al interior de la cavidad. (ver figuras 2.1 

y 2. 2) 

Figura 2 .1 Figura 2. 2 

Se supone además que los tubos son rígidos y que eat'n 

ensamblados (o montados) elásticamente (para fijar ideas, se 

puede pensar que los tubos están conectados entre ellos por 

resortes), y que ellos son infinitamente largos, o lo 

suficientemente largos corno para no tener que considerar 

efectos tridimensionales la modelización, y poder 

estudiar el problema sobre cualquiera de las secciones 

transversales de la cavidad. 
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Figura 2. 3: Sistema de resortes conectando los tubos 

En estas condiciones, uno considera oscilaciones del 

fluido en torno a un estado de reposo. Puesto que se ha 

supuesto que los tubos están asamblados elásticamente, todo 

al haz oscilará conjuntamente con el fluido. El problema 

que nos interesa estudiar a lo largo de este curso 

determinar las frecuencias y . movimientos propios da 

vibración del sistema sólido-fluido que forman el fluido y 

el haz de tubos. 

a} Caso de un fluido perfecto a incompresible. El modelo m4• 

simple que permite estudiar las vibraciones de este sistema, 

y que ha sido propuesto por diversos autores, (cf. por ejem

plo, ( Pl2), (Pl3]), se deduce introduciendo las siguientes 

hipótesis físicas simplificadoras. En primer lugar, sólo son 

permitidas oscilaciones puequei\as del fluido en torno a su 

estado de reposo (lo cual hace posible suponer que el fluido 

es irrotacional ; la velocidad del fluido proviene entonces, 

en este caso, de un potencial), y en segundo lugar, se supo

ne que el fluido es perfecto (esto es, no viscoso) e 

inco11tpreaible. 
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Denotemos O la región de la secc ión transversal de la 

cavidad ocupada por el fluido, r el borde exterior de O, y 

por 7 1 , i = l, • •• , K los bordes de las secciones de los 

tubos; donde K denota el nümero de tubos en O. 

Sea lt = (u1 (x 1 , x 2 ), u2 (x 1 , x 2 )) la velocidad del 

fluido. Puesto que el movimiento es irrotacional, rot i:t • O, 

lo que implica que existe una función ,, potencial de 

velocidad, tal que : 

il • v; · 

Como además el fluido es incompresible, div\t • o, y entonces 

Ao • O 

en O. Veamos a continuación las condiciones en los limites 

para ~ . En primer lugar, sobre las paredes riqidaa lo• 

fluido• perfectos satisfacen la condición de no penetración 

al exterior, esto ea, i:f.¡:f .. o, .donde rf denota el vector 

normal exterior e. r . En ttfrminos de ~, ea ta condición ae 

escribe . 

sobre r. 
!!f - o 8n 

Sobre 1 1 imponemos que las velocidades normales de 

fluido y del tubo coinciden, esto es: 

iJil c:n=~ il 
donde s = á(t) denota el vector desplazamiento del tubo i cif 

no depende de x, pues se ha supues to que éste es rigido, 

deformable por la acción del fluido). 

La ecuación del movimiento para los tubos supondremos 

que es simplemente la ecuación de un oscilador armónico con 

término forzante igual a la presión que ejerce el fluido 

sobre el tubo. Así, se t e ndrá que: 
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( 2 . 1) m d 2S + k ;t - Jp(x, t)itds J 
\dt2 L 

1, 

donde m1 , es la masa del tubo i, k 1 es la constante de 

elongac i ón del sistema de resortes que sostiene al tubo i, y 

p es la presión del fluido . En esta ecuación aplicamos la 

teoria del oscilador forzado bajo las condiciones m6s 

simples que consisten en suponer que el término forzante es 

periódico, de la forma: 

p(x, t) .... p0(x)coswt (ó p0cos'(wt + 8), e • base) . 

donde w es una medida del periodo de la fuerza (presión), y 

por consiguiente de las oscilaciones del tubo, como veremos 

una que explicitemos la solución de la ecuación para d. 

La solución ( 2 .1) es la suma de las soluciones de la 

ecuación homogénea (oscilaciones libres), m6.s cualquier 

solución particular de la ecuación no homogénea (oscilación 

!orzada) . En nuestra solución supondremos que no hay 

oscilaciones libres, lo cual equivale a suponer que en algún 

momento, digamos t "" o, tanto S como Et son nulas. Como 

puede ver, por ejemplo, en el libro de J.J Stoker (St), si 

w2 " k / m y 8 • o, la solución particular de ( 2. l) 

y entonc es 

( 2. 2) 

:2) llol• q""' ••l• oe,,...c \ On l\oYo l•plfe l lo el heeho quo lodo eíeelo de roce 

debido e I • • l•e o elded del fluido , M •Ido deepr•cl edo. S I no, verl-• 

epar..:er ... t ér•l no en d 'ttdl. 
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Reemplazando ( 2. 2) en la condición sobre 7 1 se deduce 

la condición que de be c umpl ir ~ sobre 7 1 , pero, e n términos 

de la presión. Veamos entonces como se ligan ~ y p . Hay 

varias formas de hacerlo, y una de ellas es a partir de las 

leyes de conservación de la Mecáni ca . La ley de conservación 

del momentum lineal, o ecuación del movimiento del fluido, 

en ausencia de fuerzas externas se escribe: 

( 2. Ja ) ::IJ.., p~ Vi .. 1,2, 
J • 

donde p • p(x, t) es la densidad del fluido, y u 1J ea la 

componente ( i, j) del tensor de esfuerzos . Por otro lado, por 

definición de fluido perfecto se tiene que: 

(2.Jb) u 1 J • -p6 1 J Vi,j 

donde 6 1 J es el símbolo de Kronecker . Combinando ambas ecua

ciones y suponiendo que el fluido es homogéneo, esto as, que 

p es independiente de x, y despreciando términos cuadr6ticos 

en il, de modo que dil/dt • ait;at, sigue que : 

~x,{p+p~} - o Vi•l,2 

pues u 1 • ~· Sigue entonces que 

p • - p ~ + cte, 

donde la constante la escogeremos igual a cero, (aunque ello 

no tiene mayor importanc ia pues p siempre va definida salvo 

por una constante). 

De acuerdo a l a f orma que asumimos para p, sigue que 41 

verifica: 

y por lo tanto 

fll(x, t) • qi0( x)senwt 
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con t/10 (x) • -p0 (x) / pw , pues p es también i ndependiente de t, 

ya que el fluido se h a s upues to incompresible. Asi , ( 2 . 2 ) 

reduce 

~ il • -~ [J~0(x)ilds]senwt·il 
k -m w 

, 1 7, 

= -1?JL 
k -m w2 

1 1 

que combinada con l a ecuac ión sot:?re 7 1 para fl se concluye 

finalmente que fl sobre 7 1 de be verificar: 

~L -1?JL [J~ilds] ·il sobre 7 
8n k -m w2 1 

, 1 7 1 

Notemos que esta ecuación la verifica tanto f¡ c omo fP0 , esto 

es, la parte de f¡ que sólo depende de x . Cabe remarcar 

que esta condición en los limites es no-local, pues hace 

intervenir la me dia de t/lft sobre 7 1 • 

En lo s ucesivo no haremos distinción e ntre tp y t/10 , 

suponiendo en todo momento que se trata de funciones que 

sólo dependen de x. Recopilando las ecuaciones para lfl y w se 

concluye que estas deben ser solución del siguiente problema 

de valores propios. Encontrar w E e o en FI, para las cuales 

existe función rp, identicamente constante , t ales que : 

(2 . 4a ) 6~ • o e n O 

( 2. 4b ) ~ ... -1?JL [Jlflrtds] ·rt sobre 7 1, i = 1,K 
an k-mw2 

1 L 7 I 

( 2. 4C) ~ "" o sobre r 

En este problema, w denomina(n) la(s) frecuencia(s) 

propias de vibración de la estructura fluido-sólido , y lfl es 
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la fun ción movimiento propio . Pu.§8tO que la integral de rf 

sobre r 1 es O, ; "" Cte es solución de ( 2. 4) para cualquier 

WE ~. Bien entendido, estas soluciones triviales no nos 

interesan, y las hemos eliminado i mponiendo explici tamente 

la condición que ; no sea idénticamente constante. Eao ai, 

podemos remarcar que las soluciones ; de ( 2 . 4) sólo pueden 

detinirae salvo por una constante aditiva . 

b) caao de un fluido perfecto compresible. - Un modelo 

matem4tico mlis realista que ( 2. 4) ·ae obtiene ignorando la 

hipóteaia (simplificadora) de que el fluido 

incomprea~ble . 

El punto de partida para reducir el modelo en este caeo 

las ecuaciones ( 2. J), v'lidaa para cualquier fluido 

perfecto. Despreciando términos cuadrliticoa e n la velocidad , 

eataa ecuaciones combinadas se escrJ,ben: 

~+~vp-oenn 

Respecto de la densidad del fluido, supondremos que esta 

experimenta sólo variaciones pequef\as en torno a un valor de 

equilibrio p0 • Esto permite escribir p e n la terma: 

P • P0 + P', 

el supuesto que p' « Sea la presión 

correspondiente a la densidad p0 • Se tendrá también que p • 

p0 + p' , con p' << p0 y la ecuación de Euler linearizada en 

torno a p0 se escribe: 

a l igual que e n el caso precedente , si ~ denota el potencial 

ria va l ocirll" rl . rle P.JAtl" ec111"1ción AA r.o nc luvA 0 11 A: 
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Por otra parte, la ecuación de continuidad de la masa , 

afirma que: 

~ + div(pll) .,. O 

y como p "" p0 + p ', despreciando cantidades de 2do orden, 

ae reescribe como s igue: 

ecuación que escribiremos en f unción de p . En efecto, recor-

demos que en un fluido perfecto todo movimiento ea 

adiab6.tico, de modo que una pequeña var iación p' de la 

presión esta l igada a una pequeña variación p' de la 

densidad por la ecuación: 

P' • - [~J.. .. p• 

¡, • e ~ o 

Combinando esta ecuación con la ecuación de continuidad, 

sigue que: 

~· p0 [~]divi:l = O 
Bp Bp P""'P 

Denotando c 2 • [~] , esta 
0 

ecuación en términos del 
Bp p •po 

potencial • se escribe : 

( 2. 5) ~ - c' M 
at ' 

- o, 

conocida como la ecuación de ondas. Tomando gradiente en 

esta ecuación, e ncuentra que c/u de las componentes de la 

velocidad también satisfacen la ecuación de ondas , y 

derivendo (2.5 ) respecto al tiempo, se prueba que la presión 

también (y por c onsiguiente la densidad p') satisface l a 
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ecuación de ondas. 

Al igual que en el caso incompresible, el potencial de 

velocidades lo buscamos de la forma: 

l/l(x, t) = l/!0 (x) s enwt 

que reemplazado en ( 2. 5 ) implica que ~o y w deben satisfacer 

la ecuaclón de Helmholtz: 

C2Af0 + w2f 0 = O en O. 

[La constante e es la velocidad . de sonido en el fluido. 

Calculemos la velocidad del sonido de un gas perfecto (en el 

sentido termodinámico del término) . La ecuación de estado de 

un gas perfecto es: 

PV"" !!!E RT 
p - --¡¡ 

donde R es constante de los gases y µ la masa molecular , Se 

obtiene para la velocidad del sonido la expresión: 

e' • 

donde 1 • ':E 
cv 

Respecto de las condiciones en los limites para 4' 6 ,P0 , 

en este caso se razona exactamente de la misma manera que en 

el c aso incompresible . Se conc luye entonces que w y ~ deben 

resolver el problema de: enc ontrar w e e o R, para el cual 

e x iste una función f, no idént icamente c onstante, tales que: 

( 2. ••) 

( 2 . 6b) [f oilds ] ·il sobre 7, • Vi • 1 ,. . .,K 

T' 

( 2 .6c) ~ = o sobre r 
8 n 

No t e mos que este caso el potencia l no queda 

rl e t e nninl'l rio 1rnlvo un ,111 con stl'l n te . como el'I e l r. ,111 s n rie l 
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proble11a ( 2. 4). 

c) Caso de un fluido viscoso incompresible.- La otra 

hipótesis simplificadora que contiene el 1n0delo ( 2. 4) ea 

aquella que s upone que el fluido es fluido perfecto. 

Ignorando esta suposición, pero guardando sin embargo la 

condición de incompresibilidad (!nunca es bueno mezclar 

todas las dificultades!), el modelo matem,tico que rige la• 

frecuencias propias de vibración de la estructura 

sólido-! luido hace ahora intervenir. las ecuaciones de Stokes 

en régimen estacionario, en lugar de La.place o Helmholtz, 

como ea el caso en los modelos precedentes. Mlis preciaaman-

te, si lt y p denotan la velocidad y la presión del fluido, 

el problema consiste en encontrar w E e 6 R para las cuales 

existe {lt. p} tales que: 

( 2. 7•) 

(2. 7b) 

( 2. 7c) 

( 2. 7d) 

-uAtl + Vp • o en o 

div1Í • O en O 

il -~ Jpilds 
k -m w 

1 1 r 1 

lt - o sobre r . 

sobre r 1, i - 1, ... , K 

donde, en ( 2. 7a), u representa la v iscosidad cinem,tica del 

fluido. 

El estado del arte actual sobre estudios matemáticos 

del problema ( 2 . 7) es bastante precario, existiendo muy 

poco escrito y desarrollado al respecto. En el curso 

tratarent0s este modelo, remitiendo al lector al libro de 

J. Planc hard ( Pl5) para consultar lo que actualmente se cono

ce respect o de lei solución de ( 2. 7 ). 

d t Sobre otro" model nl!I . - P.x i RtAn n11mArOAnR n t .rnA mnrtAl nA CJUA 
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los i ngenieros han propuesto para tratar el problema físico 

que nos i nteresa, sin e mbargo, la gran mayoría de estos 

modelos aun no han s ido estudiados rigurosamente desde un 

punto de vista matemático, y por lo ta nto , no caben de ntro 

de los propósitos de este c urso. Sobr e e llos d i gamos que 

trata de modelos que incorporan diferentes eleme ntos no 

considerados por los mode l os vistos e n las secc iones prece-

dentes . Así por ejemplo, los ingenieros han estudiado el 

que se admite la posibil idad que los tubos se defor

men el~sticamente (tubos no rígidos), el caso en que los 

tubos o el fluido, además de oscilar, se desplaza n los 

con respecto del otro, e l caso de tubos flexibles, . .. etc. 

3 . - Reaul lados de existencia para loa c asos incompre•ible y 

compresible . Como veremos, l os resultados de existencia para 

el modelo ( 2 . 4) se puede n deducir como subproducto de 

resultados aná logos en el caso compresible. A lo largo da 

esta sección, centrarnos entonc es nuestra a tención sobre el 

caso compresible , modelo ( 2. 6). 

Como lo mencioná ramos e n la Introducción, el problema 

de la existencia de soluciones tratado usando técnicas de 

Análi s is Funcional. se r e duce el problema diferencial de 

va l ores propios a l problema de encontra r los valores 

carac t eristicos de un operador lineal compac to que ac túa 

sobre un espacio de Hi lbert. El operador na tural que se 

puede asociar a l problema ( 2. 6) es no autoadj unto, sin 

embargo, ver e mos que es mu y fácil probar que e xiste otro 

ope rador a utoadjunto que pose e l os mismos valores 

carac t e.risticos. De este modo, s e conc lu i r á que el operado r 
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asociado a (2.6) es, por a si decirlo, simetrizable, y que el 

espectro de ( 2. 6) e stá formado por un conjunto numerable de 

valores propios que tienden a más infini to . Para el caso 

incompresible, problema ( 2 . 4), deduciremos al pasar que el 

espectro lo forma un conjunto finito de valores propios, de 

cardinalidad 2K; siendo K el número de tubos en o. 

El coeficiente de 'rt en ( 2 . 6b) lo usaremos con 

frecuencia en lo que sigue; lo denotaremos entonces de modo 

especial por: 

Alo.aAl(w)=~ 
k1-m1w2 

Por el momento, en el estudio del problema ( 2. 6) sólo consi

deraremos aquellas s0luciones para las cuales w2 "' ( k 1 /rn1) 

'di • 1, . .. ,K, de modo que los ;\ 1 sean no singulares. Los 

k 
2 J 

w - mJ, algún j=l ,K, otros posibles valores de w, esto es, 

juegan un rol especial 

más tarde. 

este estudio, que explicitaremos 

a) Algunos espacios funcionales. - En la resolución de ( 2 . 6) 

requeriremos de algun0s espacios de Sobolev que introducimos 

e n esta subsección . El primero de ello es el espacio H1(0), 

definido por : 

H'(O) = {w E L 2 (0) 1 V. E L2 (0i ' }· 

dotado de la norma usual : 

(\11) ,,n = {h•l 'dx + h•~l 'dx}¡ 
El conjunto de funciones q en L 2 ( n) a media nula en O 

lo ñAnnt 11rAntOR J ,2(0) . v lo Anuin;iirAmoA ñe 111 normFl llRUnl rie 
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En H1 (O), el subespacio de funciones constantes lo 

identificaremos con e y denotaremos H el espacio H1 (0)1"'1L:(O) 

esto es: 

Recordemos que la semi-norma: 

es una norma en H, equivalente a la inducida por H1 (0) 

sobre H. Dotamos H de esta norma. 

Notemos que tanto H como C son de este modo subespacios 

cerrados de H1(0) 1 su intersección es {O}, y su suma 

H'(O) . 

Más aún, H es el complemento ~rtogonal de e en H1 (0). 

b) Formulación variacional del problema ( 2 . 6). -

Multiplicando la ecuación (2.6a) por W en H1 (0) e integrando 

por partes O, es fácil deducir que una formulación 

variacional de ( 2. 6) es: 

(J. la) Encontrar W E C y 

( 3. lb) 

( 3. le) 

~E H1(0), ~ 111 O 1 tales que 

K 

c'J•• v¡idx - w'Jv¡idx = l ".[Joilds] [Jjñlds]v~ E H'(O) 

n n 1 ., ¡ 1 1 7 1 

Notemos que este problema posee una solución trivial 

que es w .,. O y "" constante, es dec ir, cero es un valor 

propio de ( 2. 6) las funciones constantes son las corree-

pendientes func i ones propias. Es direc t o comprobar que w• O 
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es un valor propio aimple. Hés a~n, se verifica fácilmente 

que toda otra solución de (J. l) es ortogonal a ésta, y más 

precisamente, toda solución {W, tl>I de (2.6) satisface: 

(J. 2) 

y entonces toda función propia asociada a un valor propio no 

nulo ea a media nula en n. De hecho, pertenece a H. Aai, 

sigue que si tw, tl>J es solución de (J.l) o (2.6), entonce• 

tw, ti!) resuelve : 

(J.Ja) Encontrar w E e y 

( 3. 3b) ti> E H, ti> • O ta.les que 

(J. Je) e' J º' VWdx-w'J VWdx•t >1 [J 'i!da] · [J ¡¡!da] VVi<H 
o o • 1 1, 71 

Inversamente, usando la descomposición H1 (O) •H•C, 

prueba fácilmente que toda solución de ( 3 . J) es también 

solución de (J. l). Sigue entonces que (J. l), ( 3. 3) son equi-

va.lentes en el sentido que poseen los misnios valores propio• 

y funciones propios, con la ünica. excepción del valor propio 

cero . 

c) !l operador lineal no autoadjlDlto aaociado al problema 

( 3. 3) . - Al problema ( 3. 3) asocia.remos un operador T, 

detinido sobre el espacio de Hilbert (producto) L~(íl)xc2l, 

cuyos valores característicos resultaran ser los valorea 

propios de ( 3. J) . El operador T es lineal, compacto, y 

simetrizable, en el sentido que se puede encontrar otro 

operador lineal, compacto y a.utoadjunto que posee los mismos 

valorea c arac teristicos que T. 

Siguiendo la misma numeración usada para numerar los 
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tubos en O, si á es un vector de Cu , vamos a agrupar sus 

componentes en sub-vectores á 1 , i • 1, . . . , K, cada d 1 E cz, 

asociada al hoyo de O. La norma y el producto escalar 

usuales de c2 1t lo denotaremos 

respectivamente. 

Comenzamos definiendo un operador O que nos permitir6 

l uego definir T. Q lo definimos como sigue: 

(J. 4a) 

(3. 4b) Q(~, d) • [•· [J•rlds],.,_.] V(~, il¡ • L:xc" 
" donde f> es la única solución de: 

( 3 . Sa) 

(3 . Sb) 

(J. Se 

( 3. Sd) 

c3lll{J + ,P • O en O 

~lfJ • il 1 • rt sobre r 1 , i • 1, .•• K 

~'P ... o sobre r 
Bn 

J ipdx• o 
n 

Note que (J. 5) posee solución única JI E H, por el Lema de 

Lax- Milgram . 

Como w • o no puede ser solución de (J. 3), es directo 

verificar que si (w, ,p¡ es solución de (J . J) 

Vi, entonces 

(3 .6) Q(~, s) " [~ ~.[~ l l 
w >. 1(w) 1 • 1 ,,, 

donde á • (il 1 ) l • l,t lo hemos definido por: 

(3. 7) 
A (w' ) J if, m ¿- ,pitds, i "" l, ... , K 

r' 
Inversamente, si (w, ;, Ef¡ ec xL;(O) xcª satisface (J . 6) 

y si w 2 • k/m, Vi • 1, . . . ,K entonc es {W, 4') es solución de 
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(3.3), y i! sa t is face (3 . 7). Así, (3.3) y la ecuación (3.6) 

son equ ivalentes si wª - k/m1 Yi. 

Veamos a c ontinueción que ( 3. 6) se puede poner como 

problema standard de va lot"es pt"opios 

efecto, pongamos: 

Expresando 

escribe: 

(J.••) 

(J . Bb) 

' l " - -w' 

términos de (J .6) 

donde ddiag(k1) y ddiag(m1) son las matrices diagonales 

2Kx2K, cuyas diagonales llevan los e lementos 

{k1,k1, ... ,kl,kl) y {rn1, m1, ... ,ml , rnl} respectivamente . 

Puesto que las constantes k 1 son todas > o, ddiag (k1 ) 

es no singular y ( 3. e) es equivalente 

rp - ilr¡i 

pddiag( k;') [J ~rtds] + ddiag [~] il • u'il 
1, 

Oef in!endo entonces T por: 

( 3 . 9a) T .. L~(O)xC2 ,; ---i L~( O)xC21 

(J . 9b) T( ., il¡ • (~, pddiag(k;'>[J~rtd•] .• ,.: ddiag[~] ·] 
1, 

se c oncluye que ( 3, 8) no es más que el problema de encontrar 

los valores de T: 

(3. lOa) 

(J. lOb ) 

Encontra r µ E e y 

(t/J, i)EL~(O )xcª, (1/1, if)•(O , 0) tales que 
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(J.lOc) T(ql, il) = µ'(ql, O) 

Asi, (3 . 10) y (3.3) son equivalentes si w2.,.k/m1. Con

sideremos ahora el caso eventual que, para algún j, l:S j:S K, 

kJ fuera un valor característico. Denote (</¡, d) el corres-m; 
pendiente vector propio. Por ( 3. 8) sigue que ( ( k /m J), </¡, d) 

satisface: 

( 3. lla) 

( 3. llb) 

(3. lle) 

( 3 . lld) 

( 3 .1 2e) 

(J.12f) 

C2 A¡fi + (k/m1)<P = O en O 

8q\ 
~ = d 1 i1 sobre 1 1 ,- Vi "" 1 , . .• , K 

8q\ 
o eobre r 

8n 

Jqldx = O 

J <flrids ... O Vi tal que k/m 1 = k/mJ 

" ~ 1 k _ me(k /m )Jt/lrtds vi tal que k 1/m 1 ... k/m, 
, 1 J J 1, 

lo cual motiva la siguiente definición: 

Definición 1. - Sea 1 :s j :s K y ¡fi E H. Diremos que (k/tn1,<f¡) 

resuelve (2.6) 6 (3.3) si existe ~eC:zx tal que (k/m,,<fl,°é) 

satisfacen ( 3 .12). 

Con esto, los problemas ( 3. 3) y ( 3. 6) hacen equiva-

lentes para todo w e 11:, y más precisamente. 

Teorema 3.1.- Sea (w,tf>) solución de (3.3). Si w2.,.(k/m1) Vj, 

defina ~ por (3.7), si no, sea ~dado por la definición l. 

Luego w ~ o, (l/w;i) es un valor propio de T, y (</¡, d¡ es un 

vector propio correspondiente a este valor propio. 

Inversamente, si (t/>, á) E L~(O)xCu. es un vector propio 

de T correspondiente a un valor propio µ 2 , entonces ¡./ no es 
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cer o, (l/11 ~ • 1 ea solución de (J . J ) . S i(l /IJ'Z ) ._ (k: / m1 ) ~j, 

e ntonces d ver ifica ( J.7 ) y s i no , (J . 12e) Y ( J. 1 2 t) 

cumplen . 

En l o sucesivo supondremos que t oda s olución 

e ntendida el s e ntido de este t eore ma . El e • tudio de ( J . J) 

ee r e duc e entonc es a estudiar al espectro de T. 

d) Rep r esentación ma t r ic i al de T . - En e •ta sección 

estudia r e mos algunas p r opiedades de T que noa aer'n muy 

lltile a en loa sucesivo. 

Sea f' la solución de ( J. s), y daacompong,moa l a como 

fl • t> 1+fla• donde 1p 1 • y¡1(,) , " 2 • qi 2 (~) eat.An defin i do• po r : 

(J . 1 2• ) cªAt1\ + ,p • o e n o 

(J . 12b 
8" 1 • o sobre ,;. 
Bn ~-~! ' fl 1• H, Y 

( 3 . 13a ) c".0. ,,,2 • o e n o 

13. 13b) 8
" 2 • d ·it sobre i 1 , • •• K Bn t 7 1 1 • 

( 3. l3c ) ª"2 - o Bn sobre r, p2EH 

De este modo, el operador puede esc ribirse en notación 

matr i c i al como sigue: 

[
T,.O + T.,il 

pdd iag(k - i )T ' 
' " 

+ T i! ] .. 
donde he90a def inido T11 por : 
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T,,O• pddiag(k;') [f ~,n<ls] 
., 

1 
1- 1 ,1 

Notemos, e n primer lugar, que T11 no es més que el 

inverso de - 6 c0n condiciones de Neumann homogéneas sobre 

rvr 1v .. . vri:: en el subespacio de H 1 (0) de funciones a media 

nula. sus valores propios, junto al cero, son los conocidos 

valores propios de Neumann del dominio O. Puesto que la 

inyección de H en L~(O) es compacta, T 11 también lo es. Así, 

T 11 es un operador lineal compacto. y autoadjunto, Sus valo

res característicos forman un conjunto nume r a b le de r ea l e s 

positivos que convergen a +co, y cada uno es de multi p lici dad 

finita . 

Respecto de T" 2 , veamos que este no es otro que el ope

rador asociado al caso incompresible. En efecto, si eªEC es 

un valor característico de T 22 , con vector propio EfEc21 , 

entonces denotando '{J2 = T 12á, s i gue que .,2 y e 2 satisfacen: 

pddiag(k;') [f•,rtds] + ddiag[i]< • ~ ¡¡ 
1- 1.1 1 e 

" y por lo tanto, Vi = 1, ••• ,K 

I -t k m k - m e2 

~2nds= ~ Et - -2 Et ... - '--'- ;¡ 
r t p e;¡ i p i pe i 

lo que implica 
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Ef Po ª Jfl,.~ds 
, -~ 11 

con esta expresión para !t 1 , de la definición de ¡p3 sigue 

trivialmente que {a\ 'P2 } solución del problema 

correspondiente al incompresible . Inversamente, si 

¡e2 , 9 2 } es solución del caso incompresible, entonces e2 es 

un valor caracteristioo de T22 • Como primera conclusión de 

lo anterior podemos deducir que el caso incompresible 

admite, a los más, 21< valores propios, incluyendo laa 

multiplicidades. veamos continuación que estos 

exactamente 2K . Reescribamos T22 como sigue: 

T.,il - p0ddiag(k;')sil + ddiag[~]¡¡ 

donde 

s : e"_, e", sil• [J~,i!ds] 
•, 

En el articulo (Ag-co] se prueba que s es un operador 

lineal autol!ldj unto y aoerci vo, de modo que T22 no ea en 

general autoadjunto, pues los operadores ddiag(k~ 1 ) y a no 

conmutan, excepto si S es diagonal, o si k 1 • • • • • kl. A pesar 

de ello, veamos que el espectro de S es como el de un opera

dor coercivo, autoadj1unto. 

En efecto, sea e2 E e un valor care.cteristico de T22 , 

de vector propio Et E c 2. Luego, 

pddiag(k;')sil + ddiag[~]¡¡ - [j]o 
def inamos t por: , 

l! • ddlag(k~ )if, luego 
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y por lo tanto e2 es un valor c a r a c t e r ist i c o de l operador 

(T22 ). definido por: 

( 3 . 14 ) 

el que autoadjunto y coerci vo. Inversamente, es directo 

ver que todo valor característico de (T22 ) . también lo es da 

( T 22 ) . As í , (T22 ). es un "simetr i zado" de (T22 ). Como (T22 ). 

admite exactamente 2K valores propios estrictamente poaiti-

vos, se conc luye la: 

Proposición J . 2 . - El conjunto de va l ores propios del caso 

incompresible, o de valores c a racterísticos de T22 conai •te 

de 2K reales estrictamente pos! ti vos. Los correspondiente• 

vectores propios de T22 forman unei base de C2i:.. 

Puesto que (Ta2 l. y T22 son estrictamente más grandes 

( en el sentido de los ope radores positivos) que el opareidor 

ddhig (~) , sigue que todo valor propio w2 del caso 

i ncompresible verifica: 

l / w2 ~ Hin /~} 
y por l o tanto 

o :s w2 :s Ma x {+} 
l :s i :s K 1 

son l as f r ecue ncias de vibrac ión de 

los t ubos en el va c í o, e n a usencia de f ue r za s e xteriores 

fo r zadas (véase la e c uac i ó n de l pé nd u lo con lado derecho 

nu lo) . 
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Pasemos a continuftclón a estudiar T13: y T0!l . Se trata 

de dos operado ros 1 ineales continuos. Más aún , se tiene la: 

Propoalcló n J, J. - T:a • '1'31 , e inversamente . 

Oem: Sean ,_ y !f dados. Usando Green e n la definición de 9:11 y 

p3 ae tiene que: 

<T·,,~. d > • Jr/l~ dx - c 2Jv.,.v¡; dx :u . 2 l 2 

n n 

y e ntonces T:3r/l • T31r/J. Tomando • a am.bo• lado• sigue que .. . 
T 1 2 • T13 • T 3 1 , lo que completa la prueba de la propiedad 

3. 3. 

e) Sl•etr lzación del operador T. - La propoaición 3 . 3 

mueetra que en realidad T no autoadjunto. Sin embargo, 

uaando exactamente el mismo procedimiento que utilizamos 

para aiaetrizar T23 , se puede simetrizar T. Bn afecto, deti-

namoa T. por: 

(3.15a) 

( J. l5b ) 

Usando exactamente el mlsmo tipo de a rqu.e.ntos que en el 

caso incompresible , y l as defin iciones de los operadores que 

lntervienen e n la definición de T •• se prueba la: 
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Proposición J. 4, - Un complejo JJ 2 es valor propio de T 

vector propio (f, if)EL~(O)xc"..i: si 
1
y sólo s/ µ 2 es valor pro-

pio de T 5 con vector propio (ql,e - 2ddiag(kI)if)E L~(O)xCu.. 

Probemos ahora que T. posee las siguien tes propiedades: 

Pr oposición 3, 5. -

( i) T• es un operador compacto autoadjunto de L~ (O)xc2" 

(ii) T. es definido positivo en e l sentido que: 

11 o 12 1 

( J . 16 ) n IJ (T ~ + p-J: T ddiag(k -"'l.r1~ax + 

<p 0 ddiag [k ~¡¡ T,,~ +(T,,J,i', r>,. >0 V(O,r)"(O,O). 

Dem: El hecho que T 11 sea simétrico es obvio, y la prueba de 

que es compacto en consecuencia directa del hecho que T 11 l o 

sea. Re mi tárnosnos en toncas probar que definido 

positivo. 

Denotemos A el lado izquierdo de ( J .16). Puesto que T~a 

• Ta 1 y ddiag(k~112 ) es diagonal, A se puede escribir como 

sigue: 

A• JcT 11 t/l)idx+2p~12Re<T21 t/J, ddiag(k~112 ¡t ~ ,.+(T 22 ):r , 4r~ ,. 
n 

Multiplicando la ecuación que verifica p 1 por rp 1 , e inte-

grando por partes se tiene que: 

(J. l 7 a ) 

Por otra parte, sea !pEH, definida como p • T12ddiag( ( k~ 11•) t, 
esto es, 9' es la única solución e n H del problema: 

e ti.rp • o en n 

~ • k 1 -
1 / 2 11 i1 sobre r 1 , i • l, K 

~ - o sobre r 

.. 
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Mul tiplicando por t> 1 , e i ntegra ndo por part.e.s , se obtlene: 

c'J\1f>·V~ dx - ~ k-uz 1 ·I• ifds , L ' ' i 
0 1 • I 7 1 

( 3 . 17b) ddiag (k : 112)f, T ;11 fl > u 

Mu l t iplicando la misma e c uación por " ' integrando por 

partee, 

que: 

y nota ndo que Sddiag(k: 112 )i' -

c"f 1Vfll 2dx - <ddiag(k: 112 )f ,sddiag(k: 1" 2 )'t> • 

o 

Por otro lado, de l a definición de (T22 )• ea claro que 

para todo t 111 c '-l ' 

y entone•• se concluye que 

(3 . 17c) <( T ) "1, °1> > pc'J1 v~ l 'dx " . o 

Combinando la definición de A con (3.17a,b,c) •e concluye 

que : 

• c'f 1 V91 1+p1129> l 2dx• cª 1 fl, +p 112fl 1~. 0>o, 
o o 

sl <• . f),.(O,it); lo q ue termina la prue.ba de la Propos ición 

3. 5. 

Nota: si uno hila m6s r:i na la eeti mación hacia abajo de l a 

cantidad /\, se puede conc luir qua e n realidad ae tiene que: 
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A' c' I• , + p'" •I + < dd i•g[¿ Jr. t > 

' c' J1 + 112 I' 'PI p !p l.Ü 

o 
+Hin(*} t ' 
l:si:s K 

De esta Ultima proposición y de resultados standard de 

Análisis Funcional se concluye que el espectro de T (y 

también el de T.) consiste de sucesión numerable de 

reales estrictamente positivos que convergen cero. 

Denotemos los valores propios de T por : 

µ: z: µ: z: •••• z: µ: Z:, ••• --t o, 

donde las eventuales multiplicidades denotan 

repitiendo el va l or propio correspondiente de acuerdo a 

multiplicidad. Los vectores propios correapondientea lo 

denotamos (4' 1 , Ef1 ), ••• ,(rp1, 'Et1), . . . . Ellos torman una baa• 

hilbertia na de L~(O)xc2t::. Puesto que los vectores propios d• 

T. son ortogonales, los de T también, pero, con respecto 

al producto escalar siguiente : 

( J.18) Jr/l 1iitdx + p 0 < ddiag(k ~ 1 )it 1 , ét>a • 6 1t 

o 

En resumen, si defin irnos w: por w:•l/µ:, en sata 

sección hemos probado el: 

Teorema 3.6 .. - Los tripletes {(w~, 4' 1 , if 1 )} 1z: 1verifican: 

i) Para todo l z: 1, (w:, 4'2 ) es soluci ón de (3 . J) . 
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l li) El conj unto ¡ ~ 1 , a1 ) J 1 ~ 1 torma una base hilbe.rtiana de 

L: (O)xc2', que es ortoqonal e n el sentido de (3. 18) . 

( ili) Loa pares ( w~, ~ 1 ) 1 ~ 1 son las Unicas soluc iones de 

( 3.3) e n e l sentido que si (w2 , •> s olución de 

(J . 3), e nto nces existe 1 ~ l t al que c.l • w 1 y • 

puede escribir como combinaci ón lineal de todos loa ~. 

para loa cualea w2 • w~. 

Eata teorema d' una deacripción c ompleta del espectro 

del problema ( 3. 3 ). En particular prueba que (J. 3 ) posee 

cantidad numerable de valoree propios que convergen a +•. 

Ea to hace l a diferencia principal e ntre el caao incompraai-

ble y el compresible. 

t. Cotiporta•iento asintótico de loa valore• propios en el 

caao lncompreaible. - En eata \lección eatudiaremos el 

comportaaiento asintótico de loa valores propio• del 

proble•a ( 2. 4 ) (caso incompresible ) c uando el mlmero de 

tubos tiende a i nfinito. El estudio lo ha.remos bajo el 

supuesto que todos los tubos son idénticos, y que están 

distribuidos periódicamente al i nterior de la cavidad. 

Coao se mencionara la Introducción, en las aplica-

clones uno requiere de resolver e l problema ( 2. 4) o ( 2 . 6) 

para valorea de K enorme mente al tos (del orden de 10. 000 a 

50.0000 tubos). Asi, e l análisis null4rico de estos proble-

mas, y e n particular, el cá lculo sobre co•putador de loa 

valore.a propios , y de sus correapondlantes funciones pro-

piae, se hace sumame nte cost oso , a i nc l uso, en muc hos casos 

impoaible de llevar a cabo , pues el doainio e n que el pro -

ble•a ae for•u ln no ae puede diac retizar de manera a i111ple, 
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necesitándose para ello computadores con gran capacidad de 

memoria. 

Desde un punto de vlsta matemático, la t écnica que aquí 

p r oponemos para sobrellevar esta dificultad consiste en 

pasar a l limite l as sol uciones de los modelos, y los modelos 

mis1DOs , c uando K ---+ co, y ello , con la espe r a nza de obtener 

resultados razonables / el sentido que los valores propios 

de ( 2. 4) converjan hac ia límite, el cual 

caracterizable, 

numéricamente. 

lo posible, fácil de aproximar 

Efectivamente, como veremos, al menos para el ceiso 

incompresible, esta estrategia funciona b i en, pues se prueba 

la existencia de un problema espectral limite, cuyos valores 

propios limite de los valores propios ( 2 . 4), cuando 

K ---+ •, en un sentido que precisaremos en detalle m'• 

adelante . Digamos por el momento simplemente que se trata a 

groso modo de una convergencia en el sentido de las 

distribuciones temperadas de las familil!lis espectrales 

asoci adas a los problemas { 2. 4), hacia la familia espectral 

del problema limite. 

El cálculo numérico del espectro de l problema limite 

es dificil, pues 

resolución de una 

verá, este se reduce a la 

familia de problemas "pequeños" de 

valores propios (cada uno posee sólo 2 va lores propios, 

un problema como ( 2. '1) con K "" 1) sobre un domi nio de 

referencia, y con una cond ición de pe ri ocidad generalizada 

sobre el borde. 

Esta forma de proceder para reso lver el espectro del 

problema limite f ué propuesto por Agu i rre-Conca ( l\g-Co J, 
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mien tras que l os ros u 1 tados de convergencia son debidos a 

C~nca-Vann1 nathan [Co-VaJ. Los vecto r es prqpios asociados 

a los vaJor es p rop ios de l a familia de problemas " pe que f\os 11 

i nvo lucrados en l a so 1 ución del problema luid te se 

c omo Jas o ndas de 13loc h asoci a d as al problema ( 2 . 4 ) . 

a ) No t aciones y resul tados p r e limi na r es . - En todo lo que 

sigue de esta sección s upo nd r e mos que l os t ubos e stán 

repartidos periódicamente, q ue s o n idé nt i c os, y que e s tán 

diapueetoa dent r o de O de modo simé trico c o n respecto a los 

e j es de c oordenadl!lls; véase figura 4 .1 . 

¡, 

x, 

Fi g ur a 1\. 1 : Elndominio O y s us compo ne ntes 

Sea n un par ámetro e ntero que desi gna e l nümero de 

tubos e n l a direcc ión ox 1 y Ox2, de modo que e l domi n i o n 

con tiene total de K,, • ( 2n ) ª s e c ciones de t ubos . Pue s t o 

q ue l a región ocupada por e l f l u ido depende a hora de n , l a 

denotare.os o n. y s u tron t e r a e x t erio r r n. Las secciones de 
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los tubos las denotaremos (T(1¡1eQ~ donde 

Qn= (1eZ2 1 -n!!i l 1 !!i n Vi = 1 , 2 ), 

Para cada 1 eQ la frontera de T (! ) la denotaremos 7(1), 

ver figura 4. 1. 

Bajo estas condiciones , nuestro interés es estudiar el 

comportamiento asintótico de las soluciones del problema 

(2 . 4), formulado en a = an , cuando n --+ +m, Puesto que 

ahora el problema depende de n, cal]l.biaremos ligeramente la 

notación de modo de explicitar esta dependencia, y lo 

escribiremos 

cuales exista 

41 Cnl(x) tal que: 

( • • 10) 

(4 . 1.b) 

( 4 . le) 

sigue: Encontrar A en) en e:, para los 

función no idénticamente constante 4'Cn l • 

~In~ A tn lft , [J 4i ':,itas] · sobre 1(1), v1eon 

7 ( 1) 

~en~ o sobre r •n " 
donde, ( 4 . lb), la incógnita A In ) esta ligada a las 

frecuencias propias w2 = w2 (n) por la fórmula de la página 

18, que en el caso que todos los tubos sean idénticos se 

escribe simplemente : 

ACnl =~ 
' ' k-mw (n} 

donde k es la constante (común para todos los tubos) de 

elongación del sis tema de res ortes que s oporta a cada tubo, 

y m es l a masa (también c omún para todos los tubos ) de cada 

tubo. p, c omo antes , e s la densidad especí f ica del fluido. 

Como la remarcá ramos en la Secci ón 2, las funciones 

propias de ( 2. 4) s ólo de f i n i ble s salvo por 
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constante aditiva. Para determina r de 111anera única esta 

constante, i mpondre mos que las funciones propias sean a media 

nula en nn, esto es, agregaremos la condición suplementaria: 

( 4. ld) fPln l E H. 

l\si, usando los resultados de l a Sección 3, y 

particularmente, la Proposición 3 . 2, sabemos que el problema 

(4.1) admite exactamente 2Kn , esto es, Bn2 valores propios. 

Estos valores los denotaremos: 

Las correspondientes funciones propia s ser'n denotadas por 

<Pin) 1 <Pin 1 1 <PCnl. 
1 2 1 •• 2ln 

El operador S asociado a ( 4 .1) que introduj irnos en la 

Sección 3d, lo denotaremos Sn . Recordemos que este se define 

por: 

( 4 . 2•) sn : t:21tn --+ C:2ln 

s0i! = [J~.rtd•]., , vi! = (ilc1¡) • e". 
1(1) 1 EQn 1EQn 

( 4 . 2b) 

donde Jln es la única solución del problema siguiente: 

( 4. Ja) llrpn "' o en nn 

( 4 . 2•) ·~. -+ .. -+ an "' a( 1) ·n sobre r(1)' v1eon 

·~ Bnn • O sobre in , 'n E H. ( 4 . 3.c) 

En (4.2b ) , y en todo lo que sigue, las componentes de un 
2' 

vector á de e n las agruparemos en subvectores á(1) e c 2, 

1 E Qn, de modo que cada á(t) vaya asociado a una sección 

de tubo T(1) . 

El operador s n juega un rol fundamental en el estudio 

de ( 4 . 1), pues este permite caracterizar las soluciones de 
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{ 4. 1). Más precisamente, se cumple que ( .\ lnJ, ~ 1" 1 ) 

solución de ( 4. 1) si y solamente si .\ fn l es un valor 

caracteristico de Sn, de vector propio [ffl !:l itds]~ 
1( l) 1 eQn 

Como se mencionara en la Sección J , en el artículo 

[Ag-Co] se prueba que S0 , a n fijo, es un operador lineal, 

autoadjunto y coercivo. De ahí que (4.1) admita exactamente 

2Kn soluciones. Más atln, puesto que los k 1 son todos iguales 

a k, el operador s y ddiag(k~ 1 i conmutan, y entonces las 

funciones propias de ( 4 . 1) se puede escojer ortogonales con 

respecto al producto escalar usual, esto es, tales que: 

I -(ni -!ni i . 
V¡p1 ·VrpJ dx == d 11 V ,) = l, ••• ,2Kn 

o, 
Para los fines de estudiar el comportamiento asintótico 

de los valores característicos de Sn (o valores propios de 

(4.1)) necesitaremos una propiedad de uniforme coercividad 

de los operadores s", que estableceremos en la proposición 

siguiente, pero antes, introduzcamos una última notación 

relativa al dominio O". 

El dominio On es periódico de período + )0,1[ 2, el cual 

lo llamaremos el período de base, ó celda de referencia. 

Igualmente, al hoyo que queda en "1, esto es, T(O,O) lo deno

taremos simplemente T, y definiremos la celda de referencia 

perforada al dominio .¡.* definido por : . -
.¡. = +\ T 

Los trasladados de 111* o de "1 a la posición 1EZ2 los 

denotaremos por .¡.* (1) ó "1(1), respectivamente: 

+*c1) ""'1+ +* e +(1) = 1 + +. 
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Ciertamente, esta notación es coherente con la notación que 

estamos empleando para las pe r foraciones T(1), pues T(1)-

(f) + T . 

Pasemos ahora a probar la: 

Proposicion 4 . l. - Existe una constante a > O, independiente 

de n, tal que: 

( 4. 4) 

Dem: Es claro que la mejor constante de coercividad de Sn es 

el m6s pequeño de sus valores propios . Denot6ndolo µ:"', por 

el Principio de Minimax, u;"' verifica: 

= Min 

" 6 E C n 

"" Min 

i E C 2 

s.o. o 
<-.-,-> 

" sea 4 • e ". Para todo 1 E Qn se puede escojer 1/1_.
1 

• ftÁ4(1)) 
• 1 

(4. 5a) J~_.rtds = "il(1) 
1 

r(1) 

(4 .5b) 3Co' Vl/J1 o,+c11:s co á(1) 2 

( 4.5c) l/J • o sobre a+(1) 
1 

(Para construir l/J 1 basta trabajar sobre la celda de 

referencia + *, y usar que la aplicación ~ 

sobreyectiva de las funciones H1(+*), nulas sobre 8'1', sobre 

eª.) 

Definamos luego l/J e H1 (0) como igual a ; 1 sobre y•(t). 
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Claramente ip se anula sobre r 11 • Multiplicando ( 4. Ja) por "i, 

i n tegrando por partes, y usando ( 4. 5a , b) se tiene que: 

y entonces 

1-<" 1 ~ l / C; 

lo cual prueba la proposición con a = i ; c;. 

Los valores propios de S n los , denotaremos O <: µ:" 1 

acuerdo a como denotamos l os va l oras 

propios de (4.1), tendrá entonces que: 

µ(n) "" __ l _ 't'j.., l,2, • • • 2J< n 
J ,\21tn - J•I 

Los correspondientes vectores pr opios los deno t aremos 

ellos 

" ortogonal de e n • 

forman automáticamente u n a 

Supondremos que adem4a 

ba•• 

s on 

ortogonales. Respecto de las funciones propias de ( 4 . 1) •• 

cumpl e la relación: 

il'"' = {"(nl}-¡[Jq,'"' i!ds) vJ 
J J 211::" -J•t 1eQ 

71-:1 n 

Así, la familia espectral E(S0 , ·) asociada al operador 

50 es la aplicación (constante por pedazos) definida por: 

( 4 . 6a) E(S0 , -): R --+ -+(S0 , s,) 

")" = ¿ il, \,t Cnl > il'"' Vil E " " ( 4. 6b) E(Sn, < e 

'"' 
J "' J 

j:j.1J :5 J.t 

b) Descripción del problema límite y de su espectro. - Como 

veremos en las secciones siguientes, la sucesión de familias 

espectrales E(S0 , ·) convergen hacia la familia espectral de 

un onAro:trtnr S nue lntrnrtuc irP.mns ..., r.nn t inni'lr.ión: SAi! l rr.21 



PAG.137 

el ••paoio de la• euce•ionee if • {d(t)} con valorea en 
1.c2 

<:2, de cuadrado• •umabl••. Denotemo• o la unión d• loa domi-

nio• {O" 1 n•N}. 
El operador S •• define por: 

(4. 7a) 

(4. 7b) 

B : 1 2 (C3) ~ 1 2 (C2 ) 

sil - {f~i!da} vil • 12 (C2 J 
1(1) 

donde 1/1 •• la solución única (definida salvo por una cte . ) 

del problema siguiente: 

(4.Ba) 

(4.Sb) 

(4 .Se) 

A~·oeno 

~ - d(1) .if sobre 7(1), v1 e z2 

V~ < L2(0) 

B• prueba de manera relativamente simple que el 

operador s, aai definido, ea un operador lineal continuo y 

autoadjunto de 13(cª) en •1 miamo, esto. ••, s E .<c2(C2)) . 

Por el teorema espectral, a S podemos asociar una 

familia ••pectral E(S, ·) que ea una aplicación de R en 

L( ( l 2(cª)) verificando la• propiedades siguientes: 

(4.9a) E(S, ·) •• continua a la derecha, esto es, E(S, µ) --+ 

E(S, A), cuandoµ--+~:, en A(l2 (C2)). 

(4 .9b) 

(4.9c) 

donde 

(4.9d) 

E(S,A)B• 8 E(S,A) VA•R, VB• (12(C2)); se- es. 

E( s, ,\) - o V ,\ <m _, E( s, ,\) B - I V ,\ ~ m. 

ll • Inf <Sd, if> 
-.da(cª) a 

E(S,A) ~ E(S, IJ) V A ~ µ, en el sentido que 

R(E(S, A))> R(E(S, ~)). 

(4 ••• , Vf 1 R ~ e, continua aobr• un intervalo 

abierto que contenga {m_, m.J, ae tiene: 
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f(S) = ff(>) d E(S, "), 

donde la integral es la integral en el sentido de Riemann-

Stieljes para una medida a valores en un espacio de eanach. 

También se tiene que: 
+. 

t(s¡il = f f(AJ d E(S , AJÍ, vil e 1, cc'¡ 

y 
+. 

<f(sJil, H> = Jf!•l d(E(s, ;¡il, ll¡ vil, ll • 1,cc'¡. 

Si 

" canónica de á sobre e 0 , 

la proyección 

"" °á(1) v1EOn· 

" Inversamente, si á e e 0 denotaremos 'it la extensión por 

cero de á a l(c2) . 

c )Resultados de convergencia . -

Teorema 4. 2. - La familia espectral de S0 converge hacia la 

de S en el sentido siguiente : V á, ~ e 12 ( c 2 ) : 

( 4 .10) · )á, ;J > ___, <E(S, · )il, ;J>, 
n n 2l0 

cuando n -+ m, en el sentido de las distribuciones (tempera-

das) en R. 

El resultado ( 4 .10) involucra los operadores s~12 r 

5 1/2 Este puede escribir en términos de S0 y s, 

considerando las r elaciones siguientes : 

{ 
O si 't :s O 

E(Sn, 't) = E(S~/2, 'tl / 2 ) si 't > O 

y una fórmula análoga vale para E( S, 't). 
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Demostración. - Paso l. Sea áE12(C2). Para cada n, considere

mos el otro problema de Cauc hy para el operador de ondas 

asociado a Sn: 

(4 . lla) 

(4. llb) u 
" 

(O) - o 
(4. lle) u: (O) - ¡¡ 

" " (4 . lld) u 
" 

u: E L~0" (1R, e "¡ . 

que no es más que un sistema lineal de e . d.o . 's, y que por 

" lo tanto admite una solución globa'l Unica un E c m(R , e "> . 
Multiplicando (4 . lla) por u~ se obtiene: 

~ gt u~ : + <Snun(t), U~(t)> 2r. = O 

y como sn es un operador autoadjunto, sigue que: 

1 d { 2 -2 at u' + <S u ( t) , n 2 l. n n - o 

y entonces 

u~(t) : r.n + <Snun(t), un(t)>2r.n= ªn : r.n $ -a 2 

Usando la uniforme coercividad de los operadores sn, se 

deduce de esta invarianza en t que existe M, independiente 

de n, tal que:. 

un Lm( R , C 2 r.") $ H 

u~ Lm(R, c2l.") $ H 

Denotemos Ün(t) y Ü~( t ) las extensiones por cero de un 

u~ fuera de Qn. cie rtamente, ellas pertenecen a 12(C2) . 

Sigue que {ün} y {ü~} estan acotadas 

puede entonces e x t raer subsucesiones t a les que: 
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Veamos que u y u' satisfacen al s iguiente proble ma de 

Cauchy asociado al operador de ondas para S: 

( 4 . 12a ) 

( 4 . 12b) 

( 4 . 12c) 

u"(t) + S(t) "" O Vt E R 

u(O) = O 

u' (O) = á U, u ' E L: 0 c (R, 1 2(C2 )) . 

Para pasar el límite recordemos que un se caracteriza 

como la solución del siguiente problema variacional: 

( 4 .13a) 

( 4 . 13b) 

(4 . lJc) 

+m +en 

-J<u'(t), "'(t)> dt + J <s u (t),~(t)> dt n 2 1t n · n n 21tn 

+ <án, VJ(0)>2k n ""'O. 

u0 (0) = o 
U

0
(t} -u0 (-t) V t E R, 

donde la función if/(t) ee de la forma t(t)~n' con t función 

regular a sopor2;e compacto en (O, +en) , y ~n es un elemento 

cualquiera da e ". 

" sea ~ E 12(C2) y ~" su proyección sobre e " Para toda 

t se tiene que: 
~ + 

( 4 .14) - I <ü;(t), t•(t);/>dt + J <Ü0 (t), t(t)s0 v.>dt 

-<iÍ 0 , t(O);/> • O 

Usando que Ü~ --'* n' en Len - débil * se pasa al limita en 

al primer término . Por otro lado, á0 --t á en 1 2 (C2) - fuerte , 

luego el 3er término pasa al límite . 

Para pasar al límite en el segundo t é rmino usaremos que 

u 0 --t u en Lm - débil * y el siguiente lema: 

Lema 4 . J . -

(i) V '1El 2 (C 2 ), (s"'1") --tS'1,, en l ~ C2 )-fuerte, n---+m 
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( i1) v\1 E 1 2 (c2 ), <S'1 , '1> z: a \1 2 , donde a z:o es la constante 

de la Proposición 4 .1 . 

Pas ando a l limite e n (4.14), se obtie ne : 

- I <u'(t), •'(t)O>dt •I<u(t), SOO(t)dt - < •• t{O)O> a o. 

Por otro lado, la convergencia de ü,. es en w1 •co-débil • 

por lo tanto , se puede pasar al límite en las condiciones 

(4.13b,c), concluyéndose que: 

U(O) = O u(-t) =-u(t) V tEA(c . t.p). 

Sigue entonces que u es solución de la formulación 

variacional de ( 4 .12) . Como este problema posée solución 

\lnica, es toda la sucesión {Ü,.) y {Ü~} que converge hacia u 

y u' , repecti vamente. 

Paao 2 . - En este paso trad~ciremos. el resultado del paso 1 

en términos de convergencia de las familias espectrales. Se 

usará para ello transformada de Fourier en tiempo. 

El problema ( 4 .11) tiene una solución explícita en 

términos de sn que es: 

u~(t) = cos{s:12t)án 

y una fórmula análoga vale para la solución u del problema 

(4.12) : 

Puesto que u~ 

<cos{s:12t)á,., 

u'(t) = c os {st12t)á 

u', se tendrá que V ;Jel2(c2): 

;jn> 2 r; -+<cos{s112t)á,'1> en Lco(R)-débil • 

lo que implic a la convergencia en el sentido de las distri-

buciones temperadas. Luego , por Fourier : 

(4 . 15) <cos(s:12t)án, '1n>,.. ("t)--+ <cos(s112t)á, '1>" (i;) 
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en el sentido de las dis tribuciones (temperadas), "'C denota 

Ola variable de Fourier. 

Pero, 

cos [s:"t] = ~I<ei<t+e-i<t]ct•[s'..rJ - ~je 1"+(s:.rj ]d• 

y entonces 

<ces [s:"t)o •. ~.>4Jei<td< ('rs:.+•[s:.-< J J•n .~0>,.0d< 
+. 

un resultado totalmente análogo vale para S. El lado 

derecho de esta igualdad no es nada más que la inversa de la 

transformada de Fourier de : 

Así, (4 . 15) es equivalente a: 

en el sentido de las distribuciones . Usando luego que la 

distribución ct[<•[su2 
(ft n ' 

en ]O, a113 (, 
lo que hace que las dos distribuciones del lado izquierdo 

tengan soportes disjuntos y entonces 

ct[<•[s112 <Ji' n ' 

en el sentido de las distribuciones. 

Para terminar la demostración, notemos que las 

distribuciones <E [ S~12 , · ) án, '1n> tienen su soporte el 

intervalo {a 112 , +m(, y por lo t a nto se puede pasar de la 

convergencia de las derivadas a la convergencia a nunciada 
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el Teorema. 

Para terminar la demostración del Teorema probaremos la 

Propesición 4. 3. 

Dem. Prop , 4.3 . - Comenzaremos probando (i). Sea ;Jei2(C:2). 

Recordemos que sn;jn está definido por: 

s 0'i0 = [J~ 0itas) 1'<0 
r(Í) . " 

donde 'fin es la selución (única) del siguiente problema: 

(4.15a) /J.tpn = O en On 

(4.15b) Btpn "";j (Í)·ft sobre 1(1) 
8n n 

(4.15c) ~"" o sobre r ... 

Multiplicande (4.15a) por tpn se deduce que: 

< e ;j . 
donde e sólo depende de + . En le que sique de la demos-

tración necesitaremos el siguiente resultado de prolonga

ción, cuya prueba se puede censultar en la referencia [Co-

Va, página 33]: 

Lema de Extensién.- Existe una sucesión {Pn} de operadores 

de funeiones 

L~00 (0), cuyo gradiente pertenece a L2 (0)"2
) tales que: 

( 4 . 16a) 

Existe 

(4 . 16b) 

( 4 . 16c) 

Pnl/l(X) = !/i(x) 't/ xeOn 't/ l/JeHl(On). 

constante C>O, tal que: 

VP ... 1/1 1,n :SC 1/1 1.n ... 't/l/JeHl(On) 

P ... l/l(x) "'O si xe7(Í), 't/ f'll!Qn. 

Puesto que Vtpn o,On está acotada, sigue de (4.16b) que 

la sucesión {P,,lfln) esta acotada en W. Podemos extraer 
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subsucesión, alin denotada Pnfln, y existe rpeW tal que: 

Pnrpn--+ rp en W - débil, n __..., 

Usando argumentos absolutamente clásicos, se pasa al limite 

en ( 4. 15) y se deduce que fJ es solución de: 

( 4 . 17a) 

( 4 .17b) 

IJ.rp = o en n 

~ = \te!) .¡:t sobre r(1) v1ez2 

Puesto que este problema admite solución linica, se 

concluye que toda la sucesión Pnq:in converge hacia f' · Usando 

(4.16c) es claro que si (Sn'1n)- denota la extensión por cero 

de sn;J n a Z2 , entonces 

Ahora, el hecho que la aplicación 1/1 E w --+ rJ~ i!da] : 1.z¡z 
7( >) 

sea continua de W en l ,. (C2) implica que: (Sn'111 )--+ s\J en 

12 (C2 ) - débil, n-+ <». 

Probemos a continuación que la convergencia ea en 

realidad fuerte, para lo cual probaremos primero la 

convergencia de la energía: 

vrp o, n• n -+ .... 

Multiplicando (4 . 15a) por rpn, e integrando se tiene que: 

·~. 0'.n0 
"" <;J, S '1> • <~, (S \t)-> 

u n n 21;
11 

n n 

puesto que ;J--+ ;J en 12 (c2)- fuerte, sigue que: 

Vtpn ~.On "' <;J, s';J> , n --+ oo , 

Pero, es directo de la definición de f1 que <'1 , s'1> 

otra cosa que Vrp ~, rl" Lo cual prueba la convergencia de la 

energía. 
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Ahora, cs0 i10 ¡--sil •.¿ 1f~.- ~Jildsj'+L 1J~ildsj' 
1eon 7(1) 1~o" 7(1) 

donde L 1Jv>itde1 2 ..,. o, n-+m, pues f>EW. Respecto del primer 

1~0" 7(1) 

t'rmino ; se tiene la desigualdad: 

L ¡J,.- ,jildsj' •e'•(~ - '") 
1E0n 7(1) 

2 n -2J Vv>·f> dx o, " 

" ª· 
Vt 2 íl por convergencia 

0 ' la enerqia 

Por otro lado, 

-2J•'·' 0 dx = -2¿ il.c1>·Jtr!ds = -2<il" sil> 
On 1EQn 7(11 

y pasando al limite: 

-2Jvip·ipndx ~ -2<~, s\l> = - 2 Vfl ~,n 
ª· 

lo que pend te completar la prueba de ( i ) en la Proposición 

4 . 3. 

Para probar (ii} se razona como sigue: Sea V E 12 (Cª); 

luego : 

y paeando al limite cuando n ~ • 
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lo que completa la prueba de la proposición 4. 3, y por 

consiguiente la del Teerema 4. 2. 
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