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FORMAS CUADRATICAS 

E11z u R. \.i·nt.i l e• 

O. J.NTRODIJCCION . 

La t eo rí a c l ás i c a de formas cuadráticas p u ed e co n s id e ra ~ 

se co mo un c a pi t u l o d e la t e oría de n6mero s . Su s grande s e ~ 

p on e n tes so n Fer ma t. Lag r a ng e , Legendre, Gaus s , Minkow s ki.El 

p r o b le ma q u e at r a jo e l i nt e rés de estos grande s mat e mát i cos 

fu e e l d e r e pre se n ta r nú mer o s por form as cuadráti cas . Po r 

ej e mp l o : 

¿Q u é e n t e ro s s o n s um a d e dos cuadrado s ? 

¿Q u é e n t ~ r os s o n s um a d e 4 cuadrad os ? 

! a f a ~a ~a c c u ~ c i 6n de Pe l l 

x2 - d. Y2 

* IJ11 ·1 ,' _,) e uu ·t 1'\!.re 

s u t r a ta mte n to 
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es ot ro eje mplo que generó mucha teoría y su tratamient o pued e 

considerarse tema obligado en libros elementales de teoría 

de núm e ro s. 

Fermat (1654) enunció teoremas en este sen tido, a sa b er, 

p primo, 

p = 4m + ===> 
2 

p ' + y 

= 5n + = 
2 

By 
2 

p ===> p ' 
p = Bn + ===> p 

2 
2y 

2 
= ' 

Estos resultados fuero n probados por Eule r en 1761 y 1763. 

En e l mismo siglo 18 se demostraron mu chos teore mas sobre re­

presentación de en t eros co mo suma de c u adrados . Lagrange ( 1 773) 

desa rr o lló por primera vez una t eo ri a genera l de form as cuad r i 

tic a s binarias 

co n d i sc riminante O = b 2 - 4ac , para estudia r el probl e ma g e n e­

~ a l de la representac ió n de un ente r o h por la forma anter ior , 

.j. Jo se a la e xistencia de e nter os X, y tal es que 

Es c laro que un cambio l inea l de variables 

t,m, n ,re.Z, t,.r-m.n =1 

da luga r a una ec uación 

ax 2 + bx y + cy 2 = Ax • 2 + Bx ' y' + cy • 2 
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co n 
2 

A al + btn 
2 

+ en 

B = 2atm + b(tr+mn) + 2cnr 

e 2 
+ bmr + 

2 
= am cr 

y por lo tanto las dos formas cuadráticas 

aX 2 + bXY + cY 2 AX 2 + BXY + CY 2 

representan a los mismos e n teros . Decimos que estas do s for -

mas son equivalentes. La idea clave es obtener por e s to s ca m­

bios de variables formas cuadráticas canó n icas. Lagr a nge des~ 

rrollÓ una teoría de reducción para formas binari as y probó 

que toda forma es equivalente a cierta forma canónica reduci ­

da. Esta teoría fue continuada por Gauss y ocupa un lugar im ­

portante en su famoso Oisquisitiones Arithmetic ae {180l).Tra ­

bajando con f ormas de d iscri minante fijo O, Gauss p ru eba qu e 

e l número de cla ses de e quivalencia de forma s bin a ri a s es fi ­

nito . Por eje mpl o e l número de clases correspondiente a la s 

forma s binari as aX 2 + bXY + cY 2 de discriminant e -4 es igu al 

a 1 . O sea toda t a l form a es equivalente, por un cambio de v a 

ri ables un i mod ular (como vimos más arriba) a la forma x 2 + v 2~ 

mos 

Si p es un primo p os itivo de la forma p = 4m + 1, vere -

que e s r e pre s ent a ble por la forma x2 + v 2 . Es bien s~bi -
do de la teo rí a e l e mental de nú meros que una tal pa r a un tal 

primo es - 1 un r e s iduo cuadrático, o sea la ecuació n x 2 ~ ~1 
(m o ci p) a dmi te s o lu c ió n e n z. Escribamos pue s b 2 = - 1 +p.q 

b ,q t Z, La f or ma cua drático. pX 2 + 2 bXY + qY 2 r c p1·es enta a 

y ti e ne di s cri mi n a n te 4b 2 - 4p q = -4, Por l o tan to e s e quiva ­

l e nt e a la f o r ma x 2 + v 2 • Conc luimo s qu e x 2 + v 2 re pr ese nta d 

". 
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La generalización de esta situació n n o3 lleva a considerar 

''formas c uadrit icas'' 

o breve me nte 

es c r ibiendo 

La matriz A = 

mos escribir 

+· a x2 
nn n 

' i,J = 1 

2a X X + 
1 n 1 n 

[aij] se den omina la matriz d e y pode -

donde denota el vecto r columna de i ndeterminada s x1 , . . , Xn 

tX denota traspuesto de X, por l o tanto el ve c tor fil a 

Si Pes una matriz r e gul ar d e nxn, e s cri b iendo X= P. Y, 

r es ulta 

Ftx, .... ,Xn)=t(P. Y lA : P . Y) = tY. i<P . A.PJ .Y 

= G(Y 1 , . .• ,Yn) 
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o sea, por un cambio lineal de coordenadas : X = P.Y, se ob -

t iene una forma cuadrática G(Y 1 , •.. ,Yn) de matriz t P .A . P. º ! 

cimas q u e F y G son formas cuadráticas equivalent es . Escrib~ 

mos f: G. El problema general inicial subsi ste . Da d a una 

forma cuadrática con matriz A de coeficiente s e nt e r os, 

se trata de estudiar la ~esolubilidad de ecuacion es del tipo 

con m entero . Es t e es un problema muy difícil y l o qu e s e h a­

ce habitualme n t e es co n side rar formas cuadráticas con coe f i -

ciente s en un cuerpo k • O 5Ca la matriz A po see coefi c ientes 

en el cue rpo k . Si e l cuerpo k es de caracterí s t ic a ~ 2 la s 

forma s cuadrática s s obre k a dmiten una gran si mplifi c aci6n e n 

s u escritura, a s aber, toda f0rma cuadrática es e quival e nt e a 

Un a forma c ua d r át i ca di a gonal 

a x2 
n n 

qu e r d CJerda la r e ducci6 n de 

l. es . 

cuádrica a s u s e j es princip~ 

El d esa r rol l o po s t e r ior ocurre co mo d e pend i e ndo de l a 

teorí a de g r11p o s , p a r ti c u lar me nte el grup o lin eal g e neral e n 

n variabl es y ! o s su bgr upo s rlel mi s mo qu e d ejan in v a ria nt e 

un a f o rm a c u a d rá tica ( g rup o o rtogonal), una f1 i r ma h e r mitiana 

(gr up o unita r io ) 6 una f or ni a a lternada (gru p o s im pl éc t i co ), 

E s t o n grup o s ju ga ro n un p a p e l fundament al e n e l d e sa r ro ll o 

de l i l a c b r ~ . t eo rí a de nón1 e ro s , e n Anál isis y Geome t ri a y t a~ 

bi6n e ro F lsica e11 } 3 te or í a r l e l a r elatividad y fi s i ca ató mJ ­

C'D . H i.!.:lÓ r i c:a m '"' 1H ~ e e~; tu d l 1 11 dicho s gr u p o-:; e n ,..l 5nit> il o d e 

.l e· ~ 11 { 11111 :•o-., 1 .l .l L"~ ~ c..:. mp l e .J i · S y c on s e cu e n t c m(.'n tt• In m.f. Lo d o s 

i 11 f:inl1 1.·~ •111 . ~L·:.. ~' '' llf· t:Mt'. r· l: rn il f 1Je r za e n a u <1 11-;."t · r'l l \". r i 
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punto de vista moderno encara el estudio de e s to s grupos 

bre cuerpos en general y obliga al desarrollo d e mé t odos a lg ! 

braicos en ese nci a. 

El prim er mate máti co e n imaginar esos método s fu e Ca mil e 

Jcrdan que desarrolló las idea s de Calois para es tudi a r l os 

grupos clá s icos ( o s ea los grupos enum e rados anteri o rment e ) 

para los cuerpos Zp de r estos módulo p. Su contribu c i ó n 

aparece en el libro ' 1 T~aiti des S ub stitutions '' (1870) . S us m ~ 

todos fueron mejorados y generalizados por L.E. Dick so n a 

c uerpos finitos cualesquiera. Seg ún Dieudonné lo s re s ultado s 

obtenidos por Dickson so n casi definitivo s y el libr o d e 

Dickson, Linear Groups (1901) es todavía la únic a obr a deta -

llada y ca mpl eta al respecto. La aparición d e un trab a j o f u ~ 

damental de Ernst Witt (Teo r ía de formas cuadrát ic a s so br e 

c uerpos arbitrarios, J. Reine U. Angew. Math., 19 3 7) do nd e de­

sa rr oll a l a t e oría d e v e c to r es i só trop os y pru eba su T eo rema 

de E xten s ión, permit e ampli a r la te oría de J o rd an-Dick so n 

c ue rpo s arbi t rarids. Ya e n un l e n guaj e mo dern o , utiliza n do la 

teo rí a de e s paci os v ec t o rial es , se d esa rr o l la l a teo r ía d e 

fo rma s c u a dr i ti cas y la o bra de J.Dieud o nni: La G6ome t rie d es 

Gro up es Class i qu es (195 5 ) r e co g e y si s t e matiza t odo e se mate-

ria l. 

La teorí a moJerna de la s for ma s cu a drit ic a s es tu dia lo s 

p ares (V,q) formado s por un es pa c io vect o rial V, d e d i me n s ión 

f i nita, s obre un c uerpo k y una a pli c ación 

q:V - -- > k 

que s atis face l es s igui e nt es pr o pi e d a de s 

i . q (a . v ) "'a 2 q ( x ). ack , ve V 
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ii. La a plica c ión ( x , y ) 

e n k e s bil i n e al . 

-~-> q(x+y) _ q( >: ) - q( y ) d e V x V 

Deci mos qu e es u n a ap l icac i ón c u ad r áti c a Y e s la 

for ma bilinea l a s o c iada a q ó a (V, q) , 

S e sigu e d e la de finició n q u e b(x , y) b( y , x ). A de más 

b (X, X) :. 2 , Q ( X ) 

po r lo tant o s i e s d e c aracte r í s ti c a 2 , Ja f •1 rm a bi lin ea l 

b e s a l ter n ada , o s e a b ( Y. , x ) :ir: ( 1 , p ara tod o e n V . En e s-

te c u r s o solo c o nsid e ra mos e l caso de cuerp os k de ~aracte r i s 

tica i2, o s ea 2=2. 1 e s inv e r s i b l e en k. s~ s igu e q u e l a f a r 

ma b es t á u n í v o c a me nte dete rm inada po r q : 

bl< , y l = Y,( q( x+y)-q ( x ) -q(y)) 

Recíp r oca me n te to d a for ma b ili n ea l s imét r i ca s ob r e V 

d e term i n a un a f o rm a c u ad rát i c a de f ini endo 

Q ( X ) b (X, X) 

De es t a f or ma e xi s t e un a co rr esp ond e n cia biye c tiva e n tr e 

es p acios c u adr át i co s ( V,q ) y e spa ci o s bil i neal es s i mé tr ico s 

( V. b) . En n u est r o e s t ud io a p l i c a cio n es c u a dr át i c a s y b i l i n e a ­

l es co n viv e n e n e l mis mo es paci o V. Tendr e mo s s i e mp r e un obJ ! 

to ( V , q,b ) , l a id ea es qu e con b l1a ce mo s geo metrí a e n V y co n 

q h dce mo s arit mótica e n k . Es i n t e r esa n t e n ota r qu e l a s it u a ­

c i ó n (V,q,b) • s u n a gen e r a liz a c ión de l ca so e u c líd eo d o nde 

V = R" , l n f o rm a bi l i n e a l es 
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el producto e s calar y la forma cuad r ática q(x) ~' llx 112 es e l 

c uadrad o de la distancia de x al origen. La ge o met ría euc li d ea 

est udia este espacio cuadriti c o y e n nu estra generaliza c i ó n t ! 

nema s una geometría para cada c u e rpo k y c ada es p acio c uadrátl 

c o (V,ql. F.n Teoría de la Relatividad Restringid a int e re s a es-

tudiar el caso V=~4 notado de la f o rma cuadrática 

q ( x) , 2 .. 2 
+ 

2 2 
En realidad la forma cuadrática '; •2 •3 - • 4 

2 
+ 

2 
+ 

2 2 t2, l a ve l oci d a d de l a 1 u' e 1 • ; •2 '3 - e co n e n 

e io. Este espac i o s e s ue l e llamar espacio d e Mink :'l 'l'nki. E 1 gr ~ 

p : ortogo nal asociado es e l l la mado grupo de Lo r e n tz. UnJ bue ­

na r e ferencia para e s tudiar es te e s pacio e s , ade má s d e l i br os 

de Fí s ica o Re l a tivi dad, l a Geometría S up e rior de N . W. Efi mo w. 

En un es pa cio cuadriti c o r eg ul ar (V,q) (regular, s i g n i f i­

ca que la form a bilineal b asocia da e s n o deg e n e r a da, es d ecir 

b (" y ) O , Vy E V ===> x "' 0 ) l a h •t a lid a d d e a u tomorfismo s 

de V qu e pr es erv a l a f o rm a q ó eq uival e nt e me n te , la f or ma b 

es un g ~ upo, el llamad o gru po o rt o go n o l d e (V,q). Pr e s e r va r 

si gnif ica qu e s i t es e l aut o mo rf is mo de V, e nt o nces 

q(x ) : q(t(x)) ó e qui va l e n te me nt e b ( x , y ) = b(t(x), t l y ) ) , E l 

p r oble ma fundament a l qu e apa r ece es e s tudi a r l a estructu r a d e 

e ste g rup o que se de n o t a por O(V) 6 O(q) , l.a e x p r es i ó n matri ­

cial de es t e grup o es l a s igui e nt e . 

Si e 1 , ... , e n es un a b ase d e V y A ~ ! ªtJ ]e s la mat r i z s imé -

q (X) b (X, X) 

" t )1(. A , X 

' l , j 

don d e x es el v ec t o r co l umn a de co o r d e n a da s x 1 , ... , xn. 
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La condición q(t(x)) 

tricial 

q(x) se traduce e n l a ecuación ma 

tT.A.T =A 

donde T es una matriz regular. La totalidad de matr ices T r eg~ 

lares, con esa pr opiedad constituye una versión matri cial d e l 

grupo O(q). Si por ejemplo la matriz A es la matriz identidad, 

como en el caso e uclídeo, el grupo ortogonal es tá determin ado 

por l a s matri ces T tales que tT.T '' I, o sea es el grup o o rto ­

gonal ordinario. 

En 1938, Eli é Cartan (Le~ons sur la the o rie d es spineurs) 

demost ró qu e toda transformación ortogonal de un es pa c io c ua­

drátic o (V,q), sob r e el cuerpo k real ó compl e jo, es expr esa -

ble co mo product o de r,::. dim(V) s imetría s con resp e ct o a hip e.!:_ 

plano s ortogonal es a vec1:ores x co n q(x) t O. E s t e r e s ult ad o 

f ue gene r a li za d o p o r J. D i·~· u di01nn e para el cas o de c u erpos cua ­

lesquiera. El teo r e ma se denomina Te o rema d e Car ta n - Oie ud o n n é . 

L os v ec tor es x de un espac io cuadrático V, tale s que xiO y 

q{x ) = O s e d e nominan vec t o r es isétropo s. De o tr o modo se d e -

nom i nan a n i s ó t ropos . Un a f o rma c~adrática s e d i ce isót r o p a si 

admi te a lg~n vector i s ótropo . 

Si x e V es un vec t or a ni s ótropo e ntonc es 

u = ( y 1 b ( ' . y ) = o ) 

es un s u be ~ pa cio d e d j mer1s i 6 n cl im(V) - 1 t al q ue V 

La simetr í a r es p e cto d e U e s ti dada po r 

S ( a ) ~ ( ~.!..~2. 
q (X ) 

k . x@ U. 
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Esta trdn s f ormación fij a al pl ano U y ap li c a x en -x . Por 

lo tanto tiene determinante igual a - 1. El Teo r ema d e Ca rtan ­

Oicudonné establece qu e t o da tra~sforma c ión o rt ogonal en V 

p u ede obtene rse componiendo simet r ía s r es p ec to de hi perp lano • 

or togonal es a vectore s anisotropos . Di ce ad e más qu e hay u n a 

com posición qu e utiliza a l o s umo dim(V) s ime tría s . 

Las tran s forma ciones ort o go nale s d e d e t e rm i nante 1 se d e ­

n omin a e l grupo ortogonal especi al . La s rota c i on es so n p u es 

producto de un número pa r de s ime tr ía s . Aquí hay un inm e n s o 

ma t e rial de estudio. Recomendamo s e l libro d e Oieud o nn é : La 

Geometrie des Group es Cl a ss iques . S pringer - VerJag , 1955 y t a ~ 

b i é n el libro d e Emil Artin : Geometrj c Algebra, rnter sc i e n ce . 

Me nci o n e mo s o tro r es ul tad o bá s ico fundamental de l a tco -

rí n , e l ll a mado Teor ema de Can c elación de Witt . S ean ( V,q), 

<v ' .q') esp ac ios c uadráti cos isomé trico s y se a n U C V, u · C V' 

s ubespacios isomét r i co s. S up on gam os qu e U ( y p o r l o t a n to U' ) 

" " es un e s pacio r egular. S i den o tamos co n U u U' e l compl eme~ 

to o rtogonal de U e n V y u ' e n V' , · · ~ s p ec t iv amcntc, se ti en~ 

que U y U'i son isom é tri c os. En s ímb o l os , Teorema de Ca n ce l • 

c i ó n de Witt 

V ' o: V ' l U' , U : U' •~•> U! . U'J. 

donde : denota isome trí a de e s pa c io s c ua d rá t icos , e l exponen ­

t e i denota o r togonal y la esc ritura V = U 1 U ~ ind ic a suma 

direc ta y l os subespa c ios suma ndos so n orto g o nal es . 

Si (V,q) es un espac i o cuad rát i co r e gular e lsó tr o p o en -

tonce s V posee un sube s pac io d o! dimon e .i.ó n 2 co n una ba s e del 

tipo e,f, q( e ) .. q(f) = O, b (e ,f) • 1. Tal s ubc s p a c io se den o 
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mina un plano hi perbó lico, se de n ota por H. Todo espacio cua­

d r ático regular V se escribe como una suma ortogona l 

donde l r1 s subespacios v 1 , . .. ,Vr son isométricos a planos hip e~ 

bÓlicos y v 0 es un su b espac io anisbtrop o. Se si gu e del teorema 

de cance la ció n de Witt que el número r de planos hiperbólico s , 

así como v0 , están unívoc am ent e determinad os . El número r se 

deno mina el Ín di ce de Witt de V. Es este un verdadero teorema 

de estructura de espacios cuad r áticos que re duce el estudio de 

l as form as cuadrá t icas a las anisétro pa :. y a la s s uma o rtog o -

nal de planos hiperbólicos (espac ios hiperbólico s ) . 

Otr o éxito de la t eo rí a de Witt es hab er p o dido estr u ctu -

1• a r las clases d e isometría de espacios cuadráticos en un a n i -

l lp , el l l amado ani l lo de Witt que ha sido objeto de mucho es­

tudio e n los Últ imo s 30 años. En el libro de T.Y . L a m, The 

Algebraic Th eo ry of Quadratic Forms, se hac e u n es t udio deta -

l lado y comp l eto del anillo de Wi tt de un cue rp o k. Reciente -

m~nt e h a aparecido W.Scharlau : Quadrati c and Hermitia n Form s 

( 1985), Springer-Verla g, que conside r amos una obra de co n sul -

ta fundament al . 

La t eoría de f o r ma s cuad rática s es rica también en i ngre­

di e ntes de tipo algebraicos. Es decir es pos ibl e asociar a c~ 

da form a cu adrá tica un álgebra . Record emos que un algeb r a A 

sob re un cuerpo k es u ~ c~ pacio vectori a l A do ta do d e un pro ­

ducto asoc i ativo dist ributivo respect o de l a s um a y q u e es 

co mp atible co n el producto por escalar es , 

k . ( u .v ) = (k . u} . v = u (k. v) s iktk , u ,vc v. 
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Sea (V,q) un espac i o c uadr á t ico . En t o n ces es t á de f inida un 

ál g e bra C(V) , la ll a mada álg ebra de Clifford d e (V,q ) que 

contien e al s ube s pacio V y t al que 

c 1. C(V) tiene dim e n s i ó n 2n , nzdim(V l . 

c2 . C (V) e s tá gen e rada p o r V, o sea t odo e l e me n to de C(V I es 

una combinac ión li nea l de 1 y l os produc t o s x 1 • • • xr' con 

x 1 e V , r ~ 1 

c J. q (x) para t o d o x en V . 

Si p or ej e mpl o, x, y son vectores e n V se tJ ene 

xy + yx = { x + y ) (x + y ) - xx - yy 

q( x +y) - q (x) - q(y) 

= b(x, y ) 

Po r lo t a nto s i b (x, y) O entonce s 

)(y = - y )( • 

S i e 1 , ... , e n es u n a b a se or to g o nal d e V (o sea 

b(e 1 , e j l = O s i i ii!j) e l algebra C(V) p osee u n a base f ormada por 

1 y los e l e me nt os 

r < dim (V ) 

Un cas o par ticu l ar impor ante y de i nt e r és h is t órico e~ 

el ál g e br a d e cuaternio n es que c orre s p onde a la f o rma c ua drá ­

t ica q(e 1 ) =a , q( c 2 l "'b , b(e 1 ,e 2 l = O. 

C(V) tie n e dim ens i ón 2 2 z 4 y una ba se es 
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o utilizando la n o t ac ión clásica 

1 'i ' J ' ¡ J 

y s at i s fac e 

i 2 a , j 2 = b , ij = -Ji , Es ta ál gebr a se d e n o -

t a p o r ( a , b lk o simpl em e nte (a , b ) . La imp o r tan cia del ál g e -

bra d e c u ate rni ones e s qu e en (a , b) conviven d os e st r u c tura s , 

una de álg e br a y o tr a d e e s pacio cuadráti co , in d u c ida p o r l a 

n o r ma . Oc u r r e e l h ec ho singula r q u e álgebra s de c uatern i one s 

s obre e l mi s mo c u e rpo son i somo r f a s (co mo álg e bras) s i y sól o 

si s o n isom é tricas ( co mo es p acios c u ad r áti cos ) . 

Para e l l ecto r interesado en pro f undizar el es tu d i o de 

las álgebra s de C liff o rd l e s ugerimos la l ect ur a de un hermo ­

so texto d e C.Chevalley : The Al~eb r ai c Theory o f Spinors(154). 

Como el e píl o go de esta i~troducción qu e r e mos de st acar 

l a riq u ez a d e e ste te ma que pe rm ite d es arr o llar p artes i mpor ­

t antes de la Matemática co mo la arit méti c a , l a g e o met r ía, la 

teoría de grupo s , l a teor í a de álgebra s . Con s ti tu ye un mate -

ri a l vali oso pa ra imp l e mentar un cu r so avanzad o . Afort u nada -

mente hay u n t ex t o que serv i rá de guía para t a l c urso y es 

Me tric Aff i n e S p a c e , E . S napper y R . J . T r oye r , Ac ade mi c Pr e s s . 

Tie n e ade má s num e ro so s ejercicios. He aquí pu es una prop u esta 

para p e n sa r y d i fun di r buena mate máti c a . 
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l. INTRODUCCION CLASICA 

En e stas notas nos r e fer imos a formas c uadráti ca s s obre 

cuerpo k de caract e rí s ti ca dife rent e de 2 , o sea 1+1 i O 

en k . 

C l ásicamente una forma cuadrática (f.c ) sobre k e s un p~ 

linomio 

(1) ¿ 
i. j = 1 

en n indeterminadas x 1 .. . , Xn' h omogé neo de g r ado 2, con coe -

ficientes en k . La matriz A= <a 1 jlc knxn se denomina lama­

t r iz de f. 

Sin pérdida de gen e r a l idad po dem os supo n e r qu e la matriz 

A es simétrica, es dec ir, ªij=aji para todo par i,j. En cf ec 

t o , basta escribir 

bij = ~ (a iJ+ªJi) 

y c onsiderar la forma c uadrát ica co n coeficie nt e s bij ' 

P o d e mo s escribi r matri cialme n te 

f(X) = flX,,. .. , Xn) = 'x . A.X 

donde X u ~ vector colum n a de c oe f iciente s x 1 , ... , Xn y t x d c n o 
ta el vecto r fil a traspuesto d e X. 

Oire mo s qu e f es re gul ar si d e t(A ) ~ O. Só l o no s ref c r i -

remos a forma s r egu l a r es . 

En l a mi s ma f o rma se as oci a a c ada matriz s imétri ca A 

f o rma bilineal s imétric a 
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b(X,Yl = tX.A.Y 

donde X,Y vecto r es columnas e n las 2n indet e rminad as 

Y1 ,. .. , Yn . La relación entr e f y b es 

f ( X ) 

b ( X, Y ) 

b ( X , X ) 

)¡ (f ( X+Y ) - f(X) - f(Y)) 

Es tas r e la cion es co 11 s tit uy e n correspond e n cias biye ct iv a s 

e n tre form as c uad r ic ica s y for mas bilin ea l es si mé tric as . 

Un a f o rm a cuadrática f ( X) 

cializació n un a fu n ci ón 

Se v e f á cilmente qu e dadas dos forma s cuadr áticas f y q 

Qf = q 9 s i y s ól o s i f = g. 

Ur1 0 d e l os prob l e ma s típi cos de la teoría d e for mas 

drálica s es e l el e l a r epr es en tació n de ele ment os de k p0o r fo :: 

ma s c u a d r i ticas es el d e la rep re se nta c i ón de ele me nt os d e k 

por forma s Cud d rá t icas . Más precisa me n te , dada una f o rm a cua­

dr áti ca f se t r ata de det e rmin ar todo s l os elementos a E k ta 

le s qu e existe n eleme nt o s x 1 , .. . ,xn e n k con la pro p ie d a d 

l. 11 e ·e 1.. lBO '1cci mos qu l! ~l e s r epre se n t ado por f. 

r 1 u n t < r r 

todo ce ro t 1 qu 
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En este caso decimo s que la f o rma f es isótropa . Si no 

es i so tropa se di ce ani só tropa . Por eje mplo si k = O . la f o~ 
2 2 . 

ma X1 = 2:.:;. es an iso tropa. En e fecto , la isot r op i a impli c a -

r ía q ue ~2 es ra c iona l . 

En el manipuleo d e for mas c uad ráti ca s po d e mos ha ce r ca m­

bio s li n ea l es de coo r de nadas que permJ.ten s implifi ca r el c il -

c ul o. Si denota 

mando Y al vecto r P.X 

ma tr iz r eg ul ar , o sea Pe GL(n,k ), ! l a 

t iene 

y resu l ta una f. c . de mat riz 

E s cla r o que si a e k e n tonces a es rep r esentado p o r f 

si y só lo si a es r eprese ntado po r g. 

Deci mos e nt o nces qu e do s f o rma s c uadráti cas f, g de matr ! 

ces A, B re s pec tivam ente , son e quiva l e n tes si eKi s te una ma -

triz i n ver si ble P tal qu e la s matrice s A y B s on co ngru e nte s . 

o sea B tP.A.P. En s ím bolo s f : q. Notar que e l carácter s! 
métrico de una matriz n o se pierde por la re l ación de co ng ru­

encia : 

Uno de los res ult ados cli s icos e n La t eo rí a de f. c . so­

br e c ue rpos de ca ra c t erí s ti ca • 2 es tabl ece que ''t oda f orma 

cuad ráti ca es e qu i valente a una f orma c ua drát i c a d iag onal '' , 
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es d ec ir a una f. c . cuya matriz es un a matriz diagonal. Usa n­

do la nota ción anterior , se trata r ía de encontrar una mat r iz 

P i n versibl e tal que 

g(Y 1 , . . • , Yn)~Y.tPAP.Y 
i=1 

a i. X~ 

Repasem os este res ultado que juega un papel esencial en 

todo nue s tr o est u dio. 

Teo rema : 

Sea k un cuerpo de característica~ 2 . Sea A= (aijl una 

matriz si mét r ica . Exis t e entonces una matriz P regular tal 

que 

De m . : 

Recordem os que podemos efectuar sobre una mat r iz las 11! 

macias operacione s d e filas y columnas . Esto se logra multipl! 

cando a iz quierda y a derecraa de la matriz por las llamada s 

matri ces elementales . En general dada una matriz A , el produ~ 

to P.A. de P a izquierda de A, p r oduce operaciones de filas 

en A . e ~ de c ir r es ulta una matriz cuya s fi l as co n combinacio­

n es lineal es de las f ilas de A . Y análogamente si efectuamos 

A . P . , r esulta una mat riz cuyas colu mnas son combinaciones li­

n ea le s de las co lum nas de A. (Es un bu e n eje r cici o para el 

lector explicitar estas combinaciones lineale s de fila s y c o ­

lumnas en términos de los coeficient es de Pl. 

El h echo fundamental de e s tas ope ra ciones es que la ope­

r aci6 n P. A es exactame n te la ope ra ci6n A . tP, '' mutatis mut a n -

di s '' , cambiando la pa l a bra fi la (o fila s ) p or la pa lab ra co -

lumna (columnas) . Por eje mpl o s i P es la matrlz J+a . Eij , i ~ j, 
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donde I denota la matri z id e ntid a d y Eij la matr iz d e t o do s 

ceros sa lvo en el lugar i,j donde hay un 1. El producto P.A 

da una matriz con todas las filas iguales a los de A s al vo la 

i -ésima que r esulta de s umar a la fil a i- é sima d e A, a vece s 

l a j-ésima fil a d e A. Por otra parte e l producto A. t P da lo 

ma t riz c uya s colum na s coi ncid e n co n la s de A sa lv o l a i- és i ­

ma que es igual a la 1-ésima col uma d e A sumada de a v ec e s la 

j-ésima col umna de A. 

Analicemos dos ca s os. 

i) a 11 i O para a l gún i. Podemos s uponer, s i n pérdida de g e 
-1 -

n e ralidad , qu e a 11 ~ O. S um ando a l a fil a 1, -a 11 . a 11 vece s 

la fil a 1, obtenemo s una matriz co n O en la po s ición 1 ,1 . La 

operació n a derecha corre s po nd ient e (o sea A.tP) co rr es p o nde 

a s uma r a l a column a i, - a~~ . a i 1 vec es l a co lum na 1. Da d o 

q ue a 11 a 11 , obt e nemo s un a ma triz c on O e n lo s luga r es 

i,1 y 1,i. Repit ie ndo es ta o p e ra c i ó n p a r a 1 ~ 2 •... , n ll e g o -

mos a u n a ma triz s im é trica, e quival e n te a la d a do co n el si­

gui ent e a s pecto 

r 
1 ª11 
1 
1 
1 
1 
1 

1 • 

Lº 

01 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

_¡ 

d o nd e A+ e s una matriz s imétr i ca e n k(n - 1 ) x ( n - 1 ). Pr oced i endo 

e nton ces inductiv a me nt e , p odemos c on cl u i r c o n l a e xi s t e ncia 

de u nn mat riz r eg ul ar P y de un a matri z d i a go nal O tn l u c 

tP. A. P = O. 
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ii) a 11 =zo, para t odos los Í ndices ic 1 , . . . ,n. Si A l. O, es 

ªiJ~O pa r a algún par de Índices i, J ¡ 11.j. Su mando la fila i 

o la f i ja j y correspon diete mente su ma n do la columna i a l a 

col um n a j r es ulta una mat:iz, equivalente a la dada c u yo coe­

f icie nt e j,j e s 2 . aij iO , por la hipótesi s h ec h a s ob r e k 

~ '. 1 
1 "" . 1 

: ··· º~ªi J ... 1 

1 . • 1 

1 • • 1 

: . . . a J i . .. 2'\a i J ... 1 

1 . 1 
1 • 1 

L.. . .J 

Esta mo s e n la s it u ación i) y logra mos la diag o nalización . 

E l Teo r e ma queda e nt onces completamente demostrad o . 

De e s t a man e ra po d e mos l i mitarno s a considerar f o rma s 

c ua d r ática s d ia g o n a le s y p a ra s implificar l a n o ta c ió n podemos 

denotar la f . c . a 1 X ~ + .. . + a 0 X~ con la s ucesi ó n 

As i por eje mp lo s : 

X~ + X~ + . +X~ s ede n otapor < 1,1, . . . ,1 > 

a 1 x~ + b 2 X~ d e n o t a s e p o r < a 1 . a 2 > 

x2 . x2 - x 2 •• d e n o t o P O r < , ',. - 1> 
1 2 3 
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Hay un a s i mpl i f icaci ó n u lterior . Sea n k 1 , ... , lt n t k ' :r k-0 . En 

tonces d a da un a f o rm a c ua d r á t ic a dia gonal <a 1 , • .• ' ªn > • si P • 

d iag(k 1 , . . . ,kn) se ti e n e 

O se a l a s forma s c uadrát ic a s 

son e qu iva l e nt es . 

1, Sea k = R, e l cue r p o de n úm eros re a l es . Da do qu e para todo 

núme r o r ea l a ~ O s e v e r i f i c o qu e a • x 2 ó u• - x 2 , l as f or 

ma s c ua d rá t i c as sobr e íl e stin dadas p or las s uc e s i on s 

( + ) ( 1 , 1, . .. ,1, -1 , -1 , . .. , - 1 ) 

Hay, p o r o t ra p a r t e , un t eo r e ma d e un icid ad re l a tivo a l nú 

me r o de 1 y a l n ú me r o de - 1 , qu e es J a conoc id a Le y de l ner­

cia d e S y lv este r . S igni f ica q ue toda f orma cua dráti ca so brp 

R , e s eq u i vale nt e a una y so l o a un a f o r ma d i a go n al del tipo 

( +) . 

2 . S ea k = C , el c u e r po d e l os n úme r os c omp lejos . Aq u l ocu rre 

que to d o e l e me n to e s un c uadrado . Po r lo tanto l a s f ormas 

c uad r áticas (r e gu la r e s ) s ob r e C es tán d a das po r l a s s uce sio-

n es . 

< 1. 1 ' . . . • 1 > 

O sea , to da f or ma c ua d r it i ca sobre Ces equiva l ent e a una y 

só l o un a fo rma c ua d ri tica de l tipo X~+ , .. + X~ . 
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J. Sea a ~ O. Entonces dado qu e estamos en característica ~2 . 

pod e mos escribir al ele me nto a como diferencia de dos cua -

drados 

4. 

5. 

".~.!. ) 2 - 1 ".::! ) 2 

2 

Co mo consecue n c i a se tiene 

r a ol 
1 1 
1 1 
Lo - aJ 

r, 
1 

1 
LY 

Y1 r 1 Ol r, 
1 1 1 1 
1 1 1 1 

,j L0 -1 J LY 

y se si gu e e nt o nces la equivalencia de las f ormas c uadr áti -

cas 

Se a a , 

y de 3. 

Dejamos 

X~ - X~ ax~ - ax~ 

o Se sig ue de la rela c i ón 

r , 1 1 r o a l r1 -1 1 
1 1 1 1 1 1 
1 1 1 1 • 1 1 
L-1 ij La oj 11 1 J 

la equivalenc ia de las forma s 

a 

ax 1 x 2 ax ~ 

ca rg o del 

r a 
1 

1 b 
L 

- ax~ 

l ec tor 

x2 - x2 
1 2 

probar que 

r 2a 01 
1 1 
1 1 
Lo 2aj 

cuadráticas 

si 



es la matriz de u na f.c. 

a la for ma cuadráti c a X~ 
co n t .J. O . 

E. Gent.ile 163 

e ntonces e s é s ta e qu i val e nt e 

X~ s i y s ólo s i a . e - b 2 = - t 2 , 

S e ob s e r v a q u e al e sc r i b i r di ag o nalm e n te un a f o rma cua dr ! 

tica só lo intere s an lo s co e f i cientes mó dulos cu a d rados. lnt e r e 

sa pu es conoce r el g r upo cocient e 

del grupo mu l t i pli c ativ o k de eleme nto s n o nu los d e k, po r e l 

s ub grupo k *2 de k. , de element os qu e s on c u a dr a d os . Para e s -

c r ib ir l as f or ma s c uad r á tica s dia g o nal es so b r e un c u e r po k e s 

s uf i ci e n t e elegi r u n a f a mi l ia de r e pr es entant es e n k 0 d e l co­

c ien t e k 0 /k 02 . · Po r ej e mplo si k = R, e l coc i e n t e R0 / R "2 e s e l 

g r upo c í c lico d e ord e n 2. Un a fa mi l ia d e r ep r ese n ta n t es e s 

(1 , - 1 }. La s f ormas c uadr á ti ca s diago n a l es s o b r e R , q uedan de ­

t ermi nadas po r s u c e s i o ne s de un os y me n os un os. 

Si k = C, el c u e rpo c ompl ejo e nton c e s e l grup o c oc ient e 

c · 1c · 2 t i en e orden 1 d a d o qu e en C t o d o e l e me nto es u n c uadr ! 

d o . Una fam ili a d e r e pr ese ntant es de l gru po coc i e nt e e s po r 

ej emplo { 1 }. 

Es interesa n te el ca s o de un c u e rp o f i n i to k. Es bien sa­

bido que e n k 0 la mitad de el e men t o s s o n c uadrados. Es t o es 

fá ci l de pr o bar . Se con s idera la a pli cación k · ---> k · de f i n i­

d a ~o r x = -- - > x2 , qu e es u n mo rf ismo d e gru pos . 

La i magen de e s t a a pli c a ció n es k 02 es la mi tad d e l c ar ­

dinal de k · . Una f a mili a de r eprese nt a n te s es ( 1, a ) d o nd e a 

es un no c u a dr a d o e n k 0
• La s f o r mas c uad r át i c a s s obre k qu e -

dan enton c e s d esc r i ta s po r l as s uces i o nes 
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< 1 • ... , 1 , a, .... , a > 

de 1 y a. Por ejemplo si k = z 5 , el c u e r po derestos módulo 5, 

la s forma s c u adráticas diago nale s so n: 

< 1 > , <3> , <1 ,1 > , <3,3>, <1 , 3 > , <1,1 ,1 > , <1,1, 3> ,< 1,3 , 3} . 

Si k = O, el cuerpo racional , el cociente 0 · 1 0· 2 es un g r u -

po in f inito . En e fe c t o , un a familia de repr esentantes l o co n s ti-

tu ye 

si i J: j, k e N U 

do nd e pi re c orr e la t o tal idad de númer os primo s posit iv os . 

Dada un a f o rm a cuadrática regular asociada a una matriz s i ­

métric a A, 

f (X) = tX.A.X 

podemo s definir 

de t 1 f ) de t (A) 

pero dado que s i es e quivalente a la for ma tX.8 . X , s e veri r ~ 
ca que 

B = tP . A . P , P regu la r 

y por l o t anto 

de t 1 e> de t(A). det (P) 2 

de lamo s definir 

de t 1 f) como un ele me nto d el cocie nt e k 0 / k· 2 . 

P o r ejemplo de t (< a,b > l = a . b (m od.k' 2 J , d et(<a ,a > ) - 1(mo d. k ' 2 ) .. . 

Por ab u so de notación se s u ele o mitir (mod . k' 2 ) so breentendie n do 

qu e es s i e mpr e módulo cu adrad os . 

Fo rma s equivalentes , ya dijimo s , ti e nen e l mismo dete rmin an­

te. Por ejemplo si <& , b >: < 1, -'1 >e nt once s a • -b (mod . k · 2 ¡ da cio 

Que a.b ~ -l. 2 . tiO. Ento n ces a 2 .b • - a . t 2 o SPa a • - b (m od k · 2 1. 
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Nota 

Lo precedente plant ea un proble ma de i ndola oritm~tl c n, a 

s aber, dado un cuerpo k, caracterizar e l grupo coc l cnte k " /k' 2 . 

Es particular encontrar una fami li a d e r e pr ese n ta nt es en k .. Es 

f ácil ver que cuando est e grup o coc iente es finit o su card inal 

es una potencia d e 2. En efecto, todo elemento do k"/ k · 2 ti e n e 

orden 2. Propon e mos como ejercicio encontrar para cada n, un 

cuerpo k tal que k 0 /k 02 tiene cardinal 2". Cuerpos k co n la 

propiedad k = k 2 se denominan cuadráticamento ce rrado s . El c u e~ 
po C es cuadráticamente ce rrado . ¿Oué otros e j e mp los c•i s te n ? . 

2 . ESPACIOS BI LINEALES Y CUADRATICOS . 

Como e n 1. co n k d e no tamo s un c ue rp o d e ca ra c tcrl s ttca A2. 

Los espacios ve ctoriale s s on so bre e l c u e rp o k y son d e di mcn­

s ió n finita. 

2.1. Un a f o rma b ili n eal e n un espac io ve c tori al V o s una apl i­

caci ón 

b : V1tV - --> k 

qt.i e sa ti s fa ce 

b (K +K ' ,y) = b( K,y) + b(l( ' ,y) 

b(1t ,y+ y') = b( x,y} + b(x,y' l 

b{a.x,y) .. a .b(x ,y} = b(x , a.y) 

si x,x ',y,y'cV, ack. 

La f o rm a b se dice si métrica s i b(x,yl • b( y,x), paro t ~ 

do pa r x , y cv. E l por ( V,b) se den o min o. un espac i o bilin col a l 

métrico, o s impl e me nt e es paci o bilineal. 
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Sea (V,b) un espacio bilineal . Si escribimos 

Qb(x) : = b(x , x ), x E V 

re s u l tan la s propiedade s siguientes 

qb(x) + qb ( y ) + 2b (x,y), o s ea 

b(•.yl; ~(qb l• + y) - q b(,)-qb (y)) 

2 . 2 . Una f o rma cuadrá ti c a en un espacio vec t o ri al V es una 

ap l icación 

V ---> k 

qu e sa ti s fa ce 

i . q(a. x) = a 2 . q(x} 

11 . La aplicación VxV ---> k defi n ida p or 

(• , yl ---> q(.+y )-q(•)-q(y) 

es bi lineal. 

E l par (V , q} se deno mina un espacio c uadráti co . La forma 

b l lin ea l 

bq(x , yl ; ~( q(x+y ) - q(•)-q(y)) 

se de nomina la forma bili neal asociada a q. Es una forma si mé­

trl cn . Notar que espacios c u ad r á tico s y bilineale s si métricos 

s e co rr esponden biyectiva mente : 

(V,ql --->(V , bq ) 

(V ,b ) --->(V , qb ) 
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Esto hace que podamos identifica r es pacios bilinea l e s con 

espacios cuadráticos y reclproce ente. Por e jempl o el con ce pt o 

de iaometria e n tre espacios cuadráticos o bi lincol e s . P o r d e f ! 

nictó n un a iso met r ía (V,q) --->Y ' ,q') d e e s pa c i o s c ua d r á ti c o s 

ea un mo r fismo i n yectivo t:V --->V que es r espet u o s o d e la a r o~ 

mas cuad r ática s , o se a q(x) • q' ( t{x)), c ualqui e r a s ea x e V.E s 

c laro q u e se verifica tambi én Que (x bq(x,y) • b q , (t(x).t ( y)) 

c ualesq u iera sea n x,y en V. Re c lproca mc nt e un n i s o metrla e ntrt 

es pacio s bili n eales e s un a i sometr!a e ntr e l o s e s paci os c ua s r ! 

ticos subyace n tes . 

2.3. No t ació n matricial. Sea (V ,q ) un es pacio c uadrjt 1 c o . La 

introd u cció n de bas es p e rmit e recupe rar e l esq uema clá s ico de 

formas c u adráticas. Sea, en e f ecto e 1 , . . . , e n una ba se d e V. D! 

f i namo s a 1 j • b( e 1 ,ej),d o nd e b • bQ. Res ult a una motri z s imé tri ­

ca A • (aij) . P a r a cada xc V e s cribamos Kc el vector c olumna 

cuyas coo r de n adas son las c omponentes d e x r e s pe c t o d e 1• ba s e 

t x . A. a • 
• • 

Si t:V - - - > V es un a isometria y la motr i z d e t r es pe c t o 

de la base e 1 , ... , e n es P, se tiene 

• q( th( tiehiªt ) eh l • 

• t (P.Ke).A . (PKe ) 

• ta , . (tP.A . P).K e 
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y sie n do q (t(x)) = q (x) res ulta finalm ente 

y es to coi n cide con l a noció n c l6 s ica de equi val encia de f or ma s 

c uadráticas. podemo s decir qu e dos espa cios c uadráticos so n i s~ 

mét ri cos si y so lo si ma t r ices simétr icas asociada s a l os mis -

mo s s on co ngruentes . 

S i la matriz a soc iada A = b( e 1 e j) r especto d e alg un a ba se 

es r e gu la r, a s í l o es la matriz asociada a cualquier ba se de V. 

En ese caso decimo s q ue el espacio c uadrá tico es r egular. Si 

(V,q) es un espacio cuadrá tico regular, la tot alidad de i some­

trl as co n stituye un grupo, el llamado grup o or to gonal de (V,ql, 

o s impl e me nt e de q. Se denota por O(q). Es interesan te e xpr e -

s ar O ( q) matricialmente . se trata del s ubgru po Olq)C GL( n,Kl 

de todas la s matrices P tale s que 

donde A denota Ja matriz d e q re s pec to de alguna base . Si B es 

l a mat r iz de q r es pe c t o de otr a base ex iste un a matriz regular 

O tal qu e B = to . A.O . Por lo tanto si T es un a matriz regular 

t T . B . T = B < = = = > t T ( t Q • A . Q ) • T = t Q • A . O <= = => 

' co- 1 .T.Q) . A.(Q.T . o- 1 1 

l o cua l dice que lo s dis tin t os grup os ortog onales asociad os a 

di s tinta s matr ices de q s on todos co n jugado s y por lo tanto 

isomor fo s . 

Notemos que si en par ticular A es la malr l z identi dad, el 

grup o ortogonal e s la ot alidad d e motrices rro ular e ~ P que s o 

ti s r nc rn tP.P = l , o sea e l grup o ortogonal co rj n te. 



E . Ge.ntlle 169 

Uno de los problemas bá s icos d e la t e oría geomét r ic a d e 

f or ma s cuadráticas e s es tud iar la es truc turo d o L0 6 g r u pos o ~ 

togona l es y e s t o f o rma t o d o un c ap ítul o d e l álg eb ra g eo~i tri ­

c a. Una r e f e r e nc i a o b li g ada para es te t e mo e s e l l ibr o de 

J . Oie ud o n né , La g éomét r ie a es gro upc s c lo ss lqv e o , Erg cbnJ~sc 

der Ma th e mati k un i hr er Gr enzg e b 1e t e , Neu e Fo l ge, - He(t 5 , 

Sp r i ng e r, (19 5 5 ). Citemo s tnmbl ~n e l libro d o Emi l Art in . Geo 

me tr ic Algcbr a , Inter s c ie n c e Trac t s in Pur e ond Appl i ed M t h c 

ma t ics , (1957). 

2. 4. Orto go n a l i d ad . 

Co mo ya s e~a l a mos e l concep t o de o s pac1o bll i neal es la 

g e neral i zac i ón d e l c on ce pto de e& p ac i o o u c lfdeo . Po d c~o~ rn -

t o n c e s re peti r a lgun a n omencl at u ra e n el co n tex t o d e c ~ p8 c íos 

b ili nea le s . 

Sea (V, q) u n e s pac J. o cuadrático , b • bq l e f o r ma blltn t- l 

a5ociada . 

Def: 

Dos vec tor es x , y en V se d t ce n o r t o g o n aJ o~ si b(x , y) • O . 

Escri b i mos 11: ly · 

Dad o un s ubc o nj u n to den o t o X d e V, no v n c ! o ao d e f ine el 
J. 

ortog o nal d e X, nl co nju nto deno tad o po r X dc flr1 l do por l 

t o ta l idad do v ec t o r s de V qu e so" o r to go n o l e s a todo s l o~ 

~c c t o r e s e n v . O s ea 

J. 
X (y!b(x , y hO , VxcX ). 

E s cl aro qu e X e s un ~ u bcspac i o d e V , a d ~ m &~ X Y 
. . 

•> Y C I , 
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El s ub e spaci o V o rtogonal d e V co ns i s t e de t odos l os 

vec tore s y tole s q ue 

b(y, a) "' O , c ualquiera sea x e V 

s o deno mina el radica l de V , se denota por r (V) . 

Caract e ri c emos aho ra lo s espacios c uadráti c o s regular e s . Se 

tio n o e l s igu i ent e ! !.!.!:! !!!!: 

La s s igu ie nt e s condi ci on es definida s so br e un e s pa cio c ua 

drático {V , q) so n t od a s e quivalentes e ntr e s í . 

i. (V,q) es r e gu la r 

ii. b(x,y) "' O , p a ra t o do x e V impli c a y O. 

i i i . r (V) = O, 

iv. La apli c a ción V- -- > V* ( = du a l d e V) d e fi nid a p o r 

b (v, ) , c on b(v, ){ x) = b(v , x) , 

es un i s omor f i s mo . 

Ln d e mo s t r a ci ó n es s e ncill a , l a d e j a mos co mo e je r c ic i o pa ­

ro o l l e ctor . La prop i edad iv . e s inter es ant e , d i ce qu e la f o r ­

mo b r e a l iza l as f u n c i o na l es lin ea le s d e V, o se a d a d a u n a fu n ­

c 1on n l l lnc a l f: V ---> k e x i s t e un úni co ve V co n la propiedad 

f ( x ) • b ( v , x), c ual qui e ra se a K c V. Es t o r e c ue ,..da a l os es pa c i o s 

Hi l b c rt . 

!.J. !'..~E.!~ : Sea Vc. R2 y se a q:R2 --- > R, la f o rma cuadrá ti ca d e fi -

niela p o r 

( 1 1 ; 1 ) 2 
- y 

Se a e 1 :: (1 , 0), e 2 C0,1), la ba s e co nó rdca de R2 . Sea 

(o, b ) c V y ca lcule mos e l o rto g o nnl{(a,b )}J. a l vcctof" (o , b ). E n ­

t o ne s 
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Po r l o t an t o { x , y) es o,. t ogon,a l e, (a , b l s i y sólo 1 a•• I> y . 

S l ( &,b ) ' {0, 0 l, es te orto g onal ~s l a r c tn p o r o r lg~n ~u~ p ~ ­

s a p o r e l punt o (b , a) . Se tiene que 

l t a ,bll.!. = k . ( a , bl -.1 1 $Ólo si a• b 

Se an u 1 , ... , Um su b espacios de V . Ui r a mos qu t V ~9 unA um ~ 

or t o g o na l d e l o s s u b cs p acios U1 . si : 

V = u1 + ... + Um (suma directo o r d in a rio ) 

Esc ribi mo s V = U1 ! •· · ! Um . 

S I a h o r a : ( V l , q t ) es una familia fin i t o de P'ipnctos cuadr~ 

ticos se de f i n e l a s um a or t ogonal co mo e l cs p nc l o cuadri\ tco 

( V,q ) t tt l qu e 

V • V 1 + V 
m 
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E n este caso escrib i mos 

V = V1l· · ·l Vm 

S e a (V,q) un esp a c i o regu l ar y ~ea U u n subes p a c io d e V . 

Tie n e s e ntid o c o n s i d e rar a U c omo un es p a c i o cuadrá t i co po r l a 

re s tr i cc ión de q a U . S i U* den o t a e l dua l de U s e ti e n e l a s u 

c e s ión exac t a 

O ---> U - ~ - > V _J~ U* 

d o n de i es la i n c lusi ón y j e s la apli caci ó n j( v ) = b(v, ). 

Ve a mos e n qu e co ndici o n es es j un mo r f i s mo sob r e . 

a . S i V e s r e g ular, la f o rma bilin e a l b r eali z a t o da s la s f u n ­

cio nale s de V y e n pa r ticular l a s de U . Po r r a zo n es d e di -

me n s i ón se tie n e la r e l a c ión 

( =) di m (U) + di m ( U-) = dim{V) 

Co mo con sec u e n c i a de es ta r e la ción se ti ene l a i gua l da d 

u = u. 

b . S i (U ,q!U ) es r e g u l a r en to n ce s , obvia men te j u n mo rf i s mo 

sob r e . E n e s t e ca s o v a le ( = } y co mo a d emá s U U =O , p ode mos 

c onc lu i r qu e 

V = U l UL 

Es i mp o rtant e insis ti r qu e , en g eneral , dado un s u b es pac i o 

U de V, la e x is t enc ia d e u na descomposi c i ó n o r to g o nal 
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Oc urr e s i U es un s ube s p aci o c uad rát ico regu lar. Si e l es ­

pa c io ( V,q) es r eg ul a r pode mo s afi rm a r qu e exi s t e u na descomp o­

s i c ió n o rt o g o n a l 

V = U l w 

s i y s ó l o si U es un s u bes p a c i o r e gular . 

Se s i g u e i nm e dia tame nt e d e es t as c o ns i de ra c i o n es l a ex i s -

t e ncia de b ases o r to g o n a l es . Una ba s e v 1 , . .. v n d e V se d i ce o r ­

to g o n a l s i v il vj ' s i i~j . 

Da d o q ue V = r{ V ) + w e qu i v a l e a V = r (Vl l W 

co n W s u bespacio r e gular de V, p ode mo s l i mita rn o s a traba j ar 

co n e s pac i os c u a dráti c o s regula r es , o se a r ( V ) = O. 

En t o nc es s i e 1 , s at i s fa ce q( e 1 l =b(e 1 , e 1 ) = a 1 i C , e l s ube s ­

pac io <e 1 >es r e gular y p o r l o ta nt o se tiene u na d esc o mpo s i -

ció n o r t o g o nal 

V = <e 1>1 < e 1 > ..!.. 

i 
Pu es to qu e <e 1 > es un s u bespac i o r egular , it e r ando es te 

proceso c o n du ce a ob t ene r u n a b ase ortogo nal e 1 , .. . ,en c on 

q 1 e i) = a i . 

La matri z de q respecto de la b ase e 1 , .. . , e n es la matriz 

dia g o nal di a g( a 1 .. " ªn l · 

Esto co r r es p o n de 

+ .. . + a x2 
n n 

Dado q u e 

a 1 a f orma c u a dr ática dia g o n al 

l < C n > 
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Pode mo s escribir 

notación 

V = l·. · l an>= su ma ortogonal de espacios c ua 

d r áticos unidim e n sio nal es. 

La notación usada a nt eriorment e tien e también 

la s ignificaci ó n de una suma ortogo nal como acabamo s de seña -

lar. 

Note mo s que si (V , q) es un espacio cuadrático y para algún 

v ec tor v ocurre que q(v) = a ~ O, entonces e xi s t e 

zació n de q que ~ontiene al coeficiente a , O sea 

q(v) = a i O , entonces q : <a,*, ... , *> 

diagonal .!_ 

La condiciOn n ec esaria y s ufici e nt e para que , dados 

a 1 , ... ,ar€ k 0 ex i sta u na diagonalización de q : 

es qu e estos va lores a 1 , ... •ªr c orres 'anden a lo s val Jres de q 

e n r v ec tores o r togo n a l es entr e s í . 

2.5 . I sot r o pía . Espacios hiperbólicos. 

De f. : 

Se a ( V,q) un espac i o c ua dr áti co . Un ele me nt o xc V se dic e 

isótropo s i x i O y q (x ) =O . Un es pa cio cuadráti c o si dice 

isó trop o s i posee a lgún vecto r isótropo. Un s u bespac i o U de V 

se dice to talm ente isótro po si todo ve c tor de U e s isótropo . Un 

e s p ac i o cuadráti co se dice ani só tropo si n o po s ee nin gún vec -

to r i s ótrop o . 
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S e d e n o mi na p l an o hi perb ó lic o a todo espacio cuadráti co r~ 

gul a r de dimensi ó n 2 g e n e rad o p o r v ec t o r es isó tr o p os. O sea po ­

see un a ba se e, f tal q ue q(e) = q ( f ) = O, b (e ,f ) ~ -

Un es pa c io cuadrát ico se d i ce h ip e r bóli co s i es suma or t o ­

go n a l d e pl a n os hip e rb ó l icos. ( E n S n app e r - Tr o y e r se deno min a n 

es p acio s arti n ia n os ). 

Un pla n o h ip e rb ó l ico se de n o t a p o r H . Un es p a c i o c uadráti­

co d e di me n s ión 2 es un pl a n o hip e rbólico s i y s ol o s i la matriz 

d e la f o rm a c uadráti c a r es p ect o de c u alq u i e r b ase ti e n e d e t e r -

mi n a n te - 1. a 2 , con a~ O . Exi s t e p u e s, salvo, iso met r ía s un ú n! 

co es pa c i o bi d im e n sio n a l r eg ul a r i sot r opo, qu e r espo n de a l a 

f o rm a c u ad r ática x 2 -Y 2 . Un r es ultado fun da me n ta l e s t a bl ec e q u e 

t o d o es pa c io cuadráti c o r e gul a r isó tr o po po see un pl a n o h ip e rb ~ 

lico , o se a 

Dem os tr e mos es t a afi rm aciOn . Sea e vecto r isó tr opo de V. 

Pu es t o qu e e l e s p ac i o es r e gu la r ex i ste v ecto r g tal qu e 

b ( a ,g) ~O . S in pé rdida de genera lida d pode mos s upo n e r b( e , g) = 1 . 

Si q(g) = O , e s s ub es p ac i o g enera d o p o r e y g es un p l a n o hi -

pe rbó l i co . En g ene ra l , escriba mos f = g +a.e , ac k : Se ve rif i-

q(f) = q(g) + 2a 

E lig ie nd o a d e ma n e r a qu e q( f) = O , se t ie n e q(e) =q ( f l=O. 

b(e , f ) = 1 y l a e x is t e n cia de p la n o h i p e rb ó li co q u eda p r oba-

da . P u esto qu e di c h o p l a n o es un s u bes p acio regular , admite un 

co mp l e me nt o o r t o g o n a l como qu er íamos p r o b a r . 

Es c l a r o que re i te r ando este p r oce so pode mo s es tablece r P! 
ra cual qu ie r es p acio cuadrático re gu lar un a de sco mpos i c i ón del 

tipo 

v = v1 + .. • + vh + v · 
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donde cada Vi es un pla n o hiperbólico y V' es un subespacio ani­

sótropo. O sea todo; espacio regu lar es suma ortogonal de un es ­

pacio hiperbólico y de un espacio anisótropo. Esos subespacio s 

están unívocamente determinados (según el Teorema de Cancelación 

de Witt) y se denominan la parte hiperbólica y la parte anisótr~ 

pa del es pac io cuad r ático. El nú1mero h es consecuentemente in 

variante, el llamado índice de Witt de {V,q). 

A manera de ejercicio para el lector le encargamos probar 

que s i la f or ma cuadrática 1,a ,b ,ab es isótropa entonces hi 

perbÓlica, o sea isométrica a la forma < 1,- 1 , 1 ,-1 >. 

2.6 . SI METRIASO ~EFLEXIONES. TEOREMA DE CARTAN-DIEUDONNE . 

En esta sección damo s e j emplos de una familia import a nt e d e 

transformaciones ortogonales de un espacio cuadrático (V,q),l as 

l lamadas simetrías {o r e flexiones) de V respecto de hip e rplan os 

ortogonales a vectores anis6tr0p0s . 

Dado un vector anisótropo a V, se tiene la descomposición 

ortog o nal 

V= k . a l Ha 

y es t á d e finida la si metría 

c on H 
a = i'lbl,,a)=OJ 

respecto del hiperplan o H en l a di 
a 

r e cción del ve c t or a. Im i tando la situación euclídea se tien e 

la s iguient e ex pr es ión para dicha simetría 

$ ( X ) 
a 

2 ~.!.~.!..~l 
q (a) 
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El hecho fundamental de esta transformación es ser un auto -

morfismo de V preservador de las formas c uadrática q y bilin ea l 

b: 

q(S8 (1d) = q(11:) •V x e V 

b(Sa(x),S8 (y)) = b(11.,y), V K,ycV. 

Re s pecto de una base del tipo a,v 2 , ••. ,vn' con vi e H3 , la 

matriz de 5 8 es la matriz diagonal 

i-1 
1 o 
1 

1 
~ 

o 1 
1 

o 1 

1 
1 

1 _J 

Se s igue ento n ces que detC S8 ) - 1. Notar a de más que s 2 Id. 
a 

La s s imetrías 5 8 , cuando a rec o rre los v ec tor es an~sótr opos 

de V general e l grupo ortog o nal d e V, o sea toda transformación 

o rtogonal es producto de simétricas. Esto es fá c il de pr oba r .P! 

ro h ay un resultado n o trivial de gran s ignifi cac i ó n, co n oc id o 

c omo Te o rema de Cartan-Oieudonn é , qu e es tabl ece qu e t oda t r a n s­

formación ortogonal d e (V,q) pu ede e sc ribir se como produ cto d e a 

lo s umo dim(V) si me tría s . Por e j e mplo s i dim(V) = 2, l as tra n s­

formaciones ortogonales so n s im e tría s o product o de dos si me­

t ría s , etc ... 

A manera de ilustración pr obe mo s qu e s i (V,q) es un es p aci o 

cuad rático y, dado s vector es x,ycV co n ()'t q(x) = q( y ) exis t e un a 

tra n s f o rmación ortogonal t tal q ue t(x) = y. Un dibujo s ugui ere 

qué hoc e rl 



178 Formas cuadrAticas 

;f 

-j 

Ent0 nces q(x+Y)J!O S (X) 
x+y 

- y 

q ( x-y l J!O S (X) 
x - y 

y. 

En el primer caso compo n emos S con la transformación 
x+y 

togonal -1 (x) = -x para obtener una isometría que aplica x e n 

y. Habremos pr o bad o nue s tra afirmación si probamos que 

O = q(x+y) = q(x-y) es impos i ble. En efecto, se tiene 

O = - ( x + y ) 

O = q{x-y) 

b(x+y ,x +y) 

b(x-y , x-y) 

2 . (q{x) + b(x,y)) 

2, ( Q (X) b (X , y) ) 

o se a 4. q ( x l 

si s . 

O , p o r t a n to q(x) O, contra r i o a la hip Ót e -

Utilizan do es t e r es ultado probemos que t o da i so metrí a 

product o de a l o s su mo 2 n - 1 s imetrías de V, si e n do n = di m(V). 

S i ~im e n s ión de~ = 1 , l as i so metrías so~ la id e ntidad y - Id. 

La 1d e n tidad l a i n t e r pr e tamo s c omo (-Id) . Sea e nt o nces 

dim V > 1 y t u n a iso me trí a de V . Sea x un v ec t o r an i s ó tr o p o . 

S i t ( x ) =y, p or l o vis t o má s arriba exi ste n do s si met rí as 

S 1 1 s 2 t a 1 es QUC S 1 s 2 t (X ) : X . 
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Se ti e n e l a d e s c ompo s i c i ó n o r to g o n a l V = < x > 1 < x> y la 

i s om e tría s 1 s 2 t fi ja el s ub e s pa c i o <x > , Por lo t a nt o d e fin e 

una isometría e n e l s ube s pacio o r to g o n a l < x >.1.. Utiliza nd o l a 

h ip ó t esis induct iv a, so b r e <X> i , s 1 s 2 t es p r o d u c t o de a l o 

s umo 2(n-1_-1 i so me t r ía s : s1 s 2 t l < x > = LJ .. • Lh , 

h~ 2 (n-1)-1 y d o n d e Li so n s i me t r í a s e n < x > . Ca d a Li se e x -

t ie nd e tr ivia lm e nt e a un a i s o me t r í a L i d e V , po r L 1 Cx) = x. Se 

ti ene e ntonc es 

co n h+ 2 < 2n-1 . Es má s d if ícil pro b a r qu e t p u e d e esc ribi r se 

como pr o duct o d e a l o s um o n s ime tría s . 

2. 7 . TEOR EMA DE EXTENS I ON DE WI TT . 

Teo r e ma (E rn s t Wi tt ( 1937)) 

Sea n ( V,q), (V ' , q ' ) es p ac i os c u a dr á ti cos r e gul a r es i somé -

tricos. 

E n ton c e s t o do mo r fi s mo mét r ic o i n yectivo s : u - --> V ' de 

s ub es p ac i o U d e V, e n V' , s e ex t ie n d e a una i some tr ia de 

V so b r e V ' . 

En má s p alabras se ti e n e u n a i so me trí a t : V ---> V ' . Por 

ot r a p a rt e un s ub es pa c io U d e V se in yecta mét r i c a me n t e e n V ' , 

s : U -- - > V ' . E l t eore ma a f i r ma q u e s se e x t ie n d e a u n a iso­

met rí a d e V s obr e V' , Un d i b uj o a l e gr a e l es p í rit u , 
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De acuerdo con el t eo r e ma de ex t e~sió n de Wi tt, dad0s vec t ~ 

r es i s6t r opos x,y en V, e xiste ~ na i so me t ría t t al q ue ( t(x ) = y . 

Más gene r a l mente dados d os su~es~ac i os to ta lmen te isotrop os ma­

x i ma l e s s o n c o nj u gad o s po r O (V) y en part icul ar t i enen l a misma 

dim e n s ión. 

Un a co n sec uen c ia fun d a meAta l de e s te Te orem a es el ll am ado 

T e or e ma d e Canc e la ción d e Witt : 

v = ul u • - V ' = Wl w' , u w == => u w'. 

En efecto , si en e l te o r e ma el sube s pa c i o U adm i te u A com -

p lemen t o o r togo nal U ' , la e xt e n s i ó n ¡ V - - - > V ' de 

5 : U - - -> V' ' aplica e l o r to g o~ a l d e U e n el o r to g o na l d e s(U), 

o sea apl i c a isom~tr ic ame n te u• so~ re W' , que es la co n te n sió n 

del Teorema d e Cance lació n. 

Est e Teo rema de Cance l ac ión s e demu estra tambii n ele me n tal ­

me nt e co n lo desarrollad o en l a sec ci 6n ante rio r y l o l1acemos . 

Razonand o i nd ucti v a mente 

U = <€ > , w = <e ' > , da d o 

La i s om e tr "a t : V - - - > V' 

es s uf ici ent e re f erirse a l caso 

que ( U es r egular ) U= < e 1 >l · · · l <e h > . 

a plica e e n u n vec tor f E V' , t( e l = f . 
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Pe ro se tiene q' (f) = q(e) = q' (e ') , pue s< ~> y <e ' > so n i s o 

mé tricos. Por lo tanto ex ist e una tran sfo rma c ión ortog o n al 

d e (V ' ,q') tal que g(f) =e'. La i sometría co mp osición 

g.t : V---> V' satisface g .t(e ) =e' • Apli ca e l o rt ogonal U ' 

de <e> en el ortogonal V' de <e ' > , y esto es l o qu e qu e ríamos 

proba r . El teorema d e cancelación tiene un a vers i ó n mat ri c ial 

interesa n te. Sean la s matric es s imé trica s de blo qu es 

N = A,A' e knxn ' B,B ' e kmxm 

Entonce s se verifica qu e 

M congruente con N 

===> B cong ru e nt e co n B ' 

A co ngru e nt e co n A ' 

E s deci r si existe un a ma tr iz inv l{r s ib le o t ' o e o n O.M. = N, 

t T , A . T ' una ma triz i nv e r s ible T e o n A' entonces exi s te 

mat riz i nv e r sib l e R ta l que tR.8.R o .. 

J . - ALGEBRA OE CUATERNIONES. 

Como dijeramos e n l a Int rodu cc ión , la teor í a de form a s c u ! 

drá ti cas es ri ca también e n ing r e die n tes d e ti po alge br ai c o . 

Las ál g e b r as de c uat e r n i o n e s s on espacio s c uadrático s d e dim e n 

s ión 4 qu e po see n un producto de vec t o r es . Pr e cisemo s e s taaf i~ 

mación . Dado un es p ac i o vectorial A sob r e un cuer p o k de cimos 

que sob r e A h ay un a estr uct u ra de á lg ebra s obre k o de k - álg e ­

bra s i ex i ste un product o en A 

AxA -- - > A , x ,y -- - > x . y 
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tal que el mismo es distributivo respecto de la s uma en A y es 

compatible con los escalares en el sentido siguiente 

(1 ) k.(x,y) = (k.x) .y = x.(k.y) si k e k , x,yr:. A 

También pedimos la existencia e rn A de un elemento neutro que 

denotamos con 1 

1 .x X , 1 = X x E: A. 

Decimos que A es un álg eb ra de división si para todo x E: A, 

xi O existe y EA tal qu e x.y = y .x = 1. 

En un álgebra A co n vivem 3 operaciones : + , • y producto 

por escalar, tales que 

<A,+, . > es un anille con elemento neutro 

<A,+ , producto por escalar~ espacio vecto -

ria! 

(1) vincula el ¡;'>roducto, co n el producto por es 

calares. 

El anillo de poli nomi os k [X] en una i nd e t erminada 

k [x 1 , .. . , Xn ]e s un eje mp lo de álgebra sobre k : el álgebra 

de polino mio s . La t o talidad Mn(k) de matrices de nxn con coefi ­

cientes en k es otro eje mpl o : el álgebra de matrices. 

S i A es un álgebra sobre k de dimensión finita (como espa -

cio ve c torial sobre k) y e 1 , ... ,en es una base de A, entonces 

para x , y e n A , x = Exiei , y= Ey 1 ei xi,yiE k e ntonce s 
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Por lo tant0 el producto queda complet~me nt e determinado co ­

nociendo los pr0d~ctos b asale s ei.ej . La co l ecci6n de estos pr~ 

duetos constituye la tabla de multiplicaci6 n del álgebra. Por 

ejemplo, 10s c0mplejos C pueden considerarse c0mo un álgebra s o ­

bre el cuerp0 real R. Usando la base 1 ,i la multiplicación en e 
queda determinada por l a tabla 

.1 1 i ---r--------
' 1 1 i 

1 

1 
-1 

Notemos qu,e en la teoría de álgebras no se pid e en gen eral 

que el pr0duct0 ,ea asociativo, es decir sat is faga 

x.(y,z) = {x.y).z si x,y,z t A. Cuando esto es así d ec imo s qu e 

el álgebra"e s asociativa. Es este el caso q ue nos i nt e r es a c on­

s iderar aq~i , pero existen ejemplos muy impo r tantes d e álg e br a s 

no asociativas. Las llamadas álgebras de l ie ( Sop hu s L i e ) sati s 

facen la iSentidad (de Jacobi) 

x.(y.z ) + y.(z . :d + z.(x. y) O . 

3 .1. ALGEBRA DE CUATERNIONES 

Sea H un espacio vectorial real de di mensi6 n 4, por e j e m­

plo A= R4. 

Sea una base de H, que p o r razones q ue s e verán en s egui da , 

de notamos con 

1 • i ' J ' k 
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Para definir sobre H una estructura de álgebra es suf icien -

te fijar una t a bla de multiplicación. Este problema fue co nsid e ­

rado por el matemático irlandés Sir William Ro wan Hamilton (1 80 ~ 

1865) . El ''descubrimiento'' de los cuaterniones por Ham i l to n e s 

r e alm e n te fa sc inante su faz histórica. Hamilton tra t ó de e x -

t e nde r la es tru c tura de álgebra en C = R2 a dimensione s may ores 
3 4 

R , R . El pl a n de Hamil to n era definir producto co mo se hace 

en R2 , pr e s e rvan do ademá s la famosa propiedad mul t ipli c ativa de 

l a di s tanc i a. 

(ac-bd) 2 + ( a d + b e ) 2 

El pr i me r i nt e n t o fu e h e cho en R3 , s e trataba d e mu ltipl i ca r 

tripl e t es . Ga s tó mu c ho t iempo Hamil t on tratand o d e desc u b rir e l 

''producto'' de triplet es. En es ta pr e o c up a ci 6 n p a r ece se r qu e i n ­

v ol ucr 6 a toda su f a mi l ia, Se c u e n ta q u e to d a s l a s mañan as al b a 

j a r a to ma r e l d e say un o s u h ij o le p r e guntab a Pa pá , ¿p u e d es m u ~ 

tiplica r t r ip le t es ?. Co n tris t ez a in c li n a b a la c ab e za para de c i r 

''N o , p ud e s uma rl os y r es tarlos sola mente '' . El pl a n e r a tratar 

d e d efi n i r pr o d ucto e n l os e l e me n tos 

1 ' i ' j 

ta l d e s atisf a c e r l a i d e n t i dad de cuad rad o s qu e di mo s má s a rr iba . 

Cu e n ta Hami l to n qu e e l 16 d e oc tubr e de 1843 ca mi nando 

s u e sposa a l o larg o de l Ca n al Rea l, y en d o a pr es i d ir u n a r e u -

nió n de l a Academ i a Re a l I rlandesa si nt ió q u e ci r c u i t o e l éc -

t r ic o se c e r r ó y un a c h i s pa il um i n 6 s u me n te . E l r e s u l tado fu e 

e l d e co n sid e ra r 4 ve cto r e s e n l ugar d e tre s y l a tab la de mul t i 

p l i cación : 

- 1 

( 2 1 
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( 2 1 i. J k ' J. k i' k. i = J 

J. i -k' k. j -i,i.k=-J 

Es este el na cimiento de los cuaterniones ( de Hamilton ). 

So n ést0s 10s vectores 

e R . 

El pr0duct0 de cuaternion es se e fectúa por medio de la pr ~ 

piedad distributiva y la tabla (2) . REsulta un álgebra asocia­

tiva co n ider.itidad 1 = 1.1 + O. i + O.j + O.k. El estudio de l os 

cuaterni0nes pr0sig ~ e como se ha ce con 10s co mpl ejos. Se defi­

ne el conjugad0 X de x: 

Se verifica <!ll:le 

Es c0stubre identificar lo s c uat ernio~es 

a.1 + O.i + O. j + O. k con a.1 = a, o sea ident i f ic and o a R c o n 

l os c uaternior.ies del tipo a . 1. Di c hos cuaterniones se d e n o mi -

escalares, en cambio los qu e tienen la primer co mpon e nt e 

nula x1 = O se denominan cuat ern iones puro s . 

El val0r 
N( x): 

q ue es un escalar , se de n omina la norm a de x . La n o rm a pued e 

conside rarse entonces como una aplicación N:H ---> R y e s clara­

mente una aplicación cuadráti ca: 
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N(x+y) - N(x)-N(y) = X!x.; + y.il 

es la aplicación bilineal asociada. 

La norma es una fu nción multiplicativa : N(x . y) = N{x).N(y) 

y esta es la relación p re cisa men te que buscaba Hamilton. Esta 

r elación dice que suma de 4 cuadrados por suma de cuatro cuadra 

dos es igual a suma de 4 c ua drados. Efectuando el producto se 

obtie rn e la i dentidad n uméri ca . 

El he c ho notable del álgebra de Hamilton es ser álgebra 

de división. Esto es consecuencia de la anisot r opía de la forma 

cuadrát ica N. En e f ecto, notemos que tratándose del cue rpo real 

N(x) O si y só l o si x =O . Además, de N(x) = x . x se sigue, si 

N(x) ~ O, que 1 = x.-! _ _ = __ !_. x , o sea x es inversi~le . El 
N ( x) N ( x) 

álgebra de Ham i lton es el primer ejemplo conocido de álgebra cle 

clivisión no conmutativa. Pa semos a estudiar álg eb ras de cuater­

niones en g e n eral. Sean a,bEk. , Definimos el álgebra de cuate~ 

niones asociada al par a,b, que denotamos con (a,b)k ó s ímpl e -

mente (a,b) como el álgebra de dimensión 4, con base 1 , i,j,k 

la tabla de multiplicación 

1 3) b, i .j = -j.i = k 

El álgebra de Hamilton es entonces H = (-1,-1)R, 

~l!~E!~: El álgebra de matrices M2 (k) es un álgebra de c uater ­

niones de tip o (1,a) , Co n a k • En efecto , basta tomar 

ol 
1 
1 ' i 

1J 

o 1 
1 

1 

-1 J 
j = 

ro 
1 
1 
L 1 

a 1 
1 
1 

o J 
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y se verifica f ácilmente que r esponde a la tabla (3) . 

La forma cuadrática norma , asociada a (a, ~)k es 

N(a,b){x) = N(x) = x.X = x~ - ax~ - bll.~ + abll. 4 • 
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O sea , es la forma diag onal < 1,-a , - b , ab > En el c a so par -

ticular de (1,a) la f o rma cuadráti c a e s < 1, - 1,a, -a> :<1,-1,1. - 1'.' , 

espac io hip e rbóli co . 

Por el mi s mo raz o nami ento ant e rior el ál g eb ra (a , b) es d e di 

visión s i y sólo s i la forma cuadrática N es a ni s ótr o p a . He aquí 

un hecho relevante, la co n dición algebraica de ser d e d i v i s i ó n 

es tá dada por una condi ció n aritm é ti c a , la a n i s otr o pía d e un a 

f o rma c uadrática . Po r e j e mpl o si k es un cu e rp o fini t o . es b irn 

sabi d o qu e toda f orma cuadráti c a d e dim e n s ión may o r qu e 2 es 1 s~ 

tropa . Se si gu e e ntonc es qu e s o b r e un c uerpo f inito k n o hay ál­

gebra de c uaternion es d e divi só n . As í n o má s ! . E l h ec h o más r r l r 

va nte es que la est ru c tu ra cuadr át i c a de (a , b ) det e rmin a la re; -

tr uct ura algebraica ( a , b) y r ecíp r oc am e nt e . No t e mos qu e da rl as 

dos álge bra s A,B so br e un cu e rp o k, un iso mo r f i s mo d e A y B rr. 

una apl i cac ión f: A --- > B qu e r espe ta t o d as la s op era c 1onrs rl r­

finidas e n A (y e n 8) , o s ea f es un a t r a n s fo rm a c i ó n li nf'a l, f 

es multiplicativa f ( 11 • y) = f ( )( } . f ( y l , f ( 1 ) = 1 y ad e má e; f r ~ 

biyección . Escribamos ent onces A : B . 

Sob r e (a , b) co nv iven e n ton c e s d os est ru c tura s : alg e br al · 

ca y otra c uadráti ca . E l Teor e ma f u n dam enta l e~ ta b l ecc q ur 

(a, b)k : (c,d)k si y solo s i 

o sea isomo rf i s mo de álg e bra s es eq u ivalentr a l so me trí a df' es~! 

c ios cuad r á tJ cos. La f o rm a cuadrática norma es , en e l CdsO 
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(a , b) , N _ < 1 ., -a,-b,ab> . 

Notemos qu e s i 0 1, -a, -b, a~> es isot r op a entonces pode -

v e r qu e 

<1, -a , -b , ab>:<1, - 1,1, - 1> 

o s ea es un es pa cio h iperbólico . Hay pues u na ~nica f o rma n o rm a 

qu e sea isó tr o pa y est a e s e l espacio h ipe r bó l ico< 1,-1,1,-1 > . 

Da d o qu e el á lg e br a de c uaterniones M2 (k) = (1,a) tiene forma 

n o rm a < 1, - 1, 1, -1 > se si gu e e l hech0 i mportante siguient e : Un ál 

gebra d e c uaterni o n es es, de ~ivisió n o de otro mo d o i s omorfa 

al álgebra de matri ce s M2 (k) . En el cas0 real, la única forma 

anisótropa d el ti p o< 1,-1 , -b , ab> es la for ma< 1,1,1,1> . Como 

consecuencia se sigue que la ~ n ic a á lgebra de c uate r niones de di 

visión sobre el c u e rpo Res el álgemra de Hamilt o n . 

.§.1.!1~E ~~ : 
S obr e e l c u e r po O de nú meros racionales hay in f initas álge -

bra s de c uate rni ones , d e divisén, ~o isomorfa s en tre sí . S e an 

y q d os n úm e r os pri mos po s itivos de la forma 4m +3 , p ~ q , Af i r -

mam os qu e la s álgeb r as (-1 , - p) y (- 1, -q) no so n i so mo rf a s . En 

e f ec t o , de serlo s e te n d ría la is0metrías d e la s no rma s 

< "1, 1 ,p,p> : <1 , ·1,p , p> : 1,1,q,q 

Utilizando el Teore ma d e Cancelació n de Wi tt se guir ía l a 

iso metría < P,P > : < q ,q >. Por l o tanto podemo s escri b ir 

p = q . (r 2 +s 2 ) en Q . Elimina n do deno minad ores se tend r ía 

m2 .p = q.(n 2 +t 2 ) en z . Po r u n a propiedad de l os pr im os de la far 

4 m+ 3 , p d iv id e a n 2 +t 2 i mplic a qu e p di vide a n y p divide a 

t . Por lo tanto el mie mbr o derec h o es d i v i sibl e po r u n a pote n -

c ia p a r del pri mo p , mie n t ra s que e l mi e mbro de la i zq u ie rda es 
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d ivis ibl e p o r un a p o t e n cia i mpar de p . Co nt radicción . Se ~ig ur 

qu e la s ilg e bra s dada s n o so n isomorfas . La c l a s lfl cación de 

la s il g e bra s d e c uat e r n i o n es sobre O r equiere n ocio n es avanzarla s 

de t eo ría de n~m e ro s . Es un p roblema a r it m~tico , en es('nCja , 

3 . 2 . ES TRUCTURA BIL I NEAL DEL ALGEBRA DE CUA TER NI ONCS . 

Sea A = ( a , b ) un i tg c br a de cuate r n io n C's so t1rc e l cur rro ~. 

La f o rm a b i li n e al asoc i a d a a la norma es 

b(x , y ) =Y, ( x . y + y.x 

Po r l o t a nt o 

xl y si y sólo s 1 x . y -y ' X • 

Reco rd e mos q u e s i x es un cua t crn i ó n puro r nlo 11 ~p~ x • -x . 

por lo t ant o d os c ua t er r1iones puros s . y conm u ta n si y .610 

x . y = -y . x . Se s igu e qu e l a base t,j . j.k e s una ha ~c ortngn -

nal . Por l o ta nt o 

Sea A O 

Nos in t e r es a 

( a , b ) O e l subespacio de c uatc r nio n cs p uro s d e (a , b). 

es tud iar el g rup o ortogo n al dC' (a , b) y df' (a . b)o. 

Notar que s i se trata del i l gcbra de Ham ll ton se trata dr lo s 

grupos o r to g o n a l es OIR4 l y O(R 3 l respcctivamC'11Lr . 

Sea q u n vector anisótropo . La s imetría S q c s tj dada por 

11 - ~.:.~-~-~.:.9. . q 

N(q) 

- q . h. q- 1 
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Si q y h están en AO entomces la simetría to ma la forma 

s 1 h ) 
q 

-q . h.q 
-1 

Por lo tanto el grupo ortO§Onal de AO está generado por las 

simetrías precedentes. E l producto de dos tales si metría s Sq,Sp 

está dada por 

( 4) s s 1 h) 
q p 

Sea y E A un elemento inversible. Es bien sabido que la ap l~ 

cación A =l-> A definida por cy{x) = y.x.y- 1 automorfis-

mo de álgebras: 

-1 -1 
y.x . y .y.v.y e ( x) • e ( v) • 

y y 

Es además una isomet r ía dado q~e 

N( X). 

El automorfismo e f ij a< 1 >y siendo u n a isometría aplica AO 

so br e Ao. Por l o tant~ est ud i amos O(AO) uti l i zand o estos automor 

fi s mos e . Usand o (4) se puede ver ~ue los e , cuando y re corre 
y y o 

los ve c t o r es inversib le s de A, general el gr upo SOCA ) d e rota -

cienes de Aº. En f o rma precisa se tiene la sucesión exacta de 

grupos 

15) 1 - --> k" ---- >u --- > 1 

Veamos al gu nas s ecue ncias de esta sucesión exacta . 

Sea A el álgebra de matrices, c uy a norma es <1,-1,1,-1 > . El 

espaci o AO tiene la fo rma cu a drática < 1, - 1,- 1 > . Por lo tant o 
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dado q ue U corresponde a GL(2,k ) 

SO ( < 1 , -1 , - 1 > ) = GL ( 2 , k ) I k . = PGL ( 2 , k ) 

Si k=R y consid eramos el álg ebra d e cuate rniones de Hamil -

to n , identificamos H con las matrices comple j as 

Í z _; 1 
1 1 
L• Z:J 

= z + w. j. 

En la s~cesióm ex acta (5) p o demos reemp l aza r U p or 

H 1 = { X 1 N ( )() 1 ) • 

Re s ulta la sucesión ex a cta 

1 --->(,:!:. 1) --->1 

Puesto qwe H1 = SU(2 ,Cl se gú n la identificación matricia l 

me n c i o nada, resulta e l i so mo rfi smo 

SU ( 2 , C) / ( 1 = SO ( 3, R) . 

El morfismo c admite e n e s t e caso u na 

ca transparente. En efecto, sea te SO (AO) 

trad u cció n g e o métri ­

SO (R3J un a tran s -

fu· mació n o rtog o nal de dete rm inante ig ual a 1. Es bi en s abid o 

que e sta transfo rma c i ón fij a una recta L y r ota el p l ano o r t o­

g o na l a L e n un ángulo O , e n sentido contrario a las aguja s 

d e l relo j (qu e n o sea de c uarz o). Veamos como real i zar es t a ro 
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tac ión e on 
1 

un ."Y EH , o sea c(y) = t. Sea r un vector unitario en 

la dirección de L . El vector r 10 pensamos como un cuaternión 

puro y escribimos 

es claro que 

y = cos ~ + sen 

N(y) = 1 

-1 
y cos ~ - sen 

Sea s un vector unitario en AO 0rtogonal a r. Es 

s, rs forman una base ortonormal que los vecto r es r, 

culando c(y) sobre esta base resulta 

c(y)(r) = r 

c(y)(s) = cos Q.s + senQ.rs 

c(y)(rs) = -sen G.s+ cosG.rs 

fácil ver 

de A0 .cal-

que muestra bien que c(y) coincide con la transformación t. 

A manera d e co n su lta bi8li0gráfica de esta sección r e c o men 

damos un artículo de H. S . M. Coxeter ''Ouaterni ons and refle -

xions'', American Mathematical Monthly 53 , 136 - 14 5,( 1946), J.0 . 

Arauja y E.R. Gentile: Grupos generados por reflexiones, VIS! 

minario Nacional de Ma temática, Vaquerias, Publ i c a c i6n de la 

Facultad de Matemática, Astronomía y Física de la Universidad 

Nacion a l d e C6rdoba (1982), Patr ic k Ou Val: Ho mog raphies, 

Quaterni o ns and Rotations, Oxford Mathematical Mono graph s (1964), 

N. Bourbaki, Algebr a, Chapitre IX , Formes s es q uilin e ai r c s e t 

forme s cuadratiqu es , es te libro es interesant e po r l a c antidad 

de e jerci cio s~ fu e n te d e t e mas para inv es tig a r y p r o f u nd i za r , 
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pe n samos que es t e libr o habría q ue r e d esc ubrir l o , n adie l e h d 

prestado la s uf iciente at e n ción . 


