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FORMAS CUADRATICAS

Enzo R. Gentile

0. INTRODUCCION.

La teoria cldsica de formas cuadrdticas puede considerar
se como un capitulo de la teoria de nimeros. Sus grandes ex-
ponentes son Fermat, Lagrange, Legendre, Gauss, Minkowski.EL
problema que atrajo el interés de estos grandes matemdticos
fue el de representar numeros por formas cuadraticas. Por
ejemplo:

JQué enteros son suma de dos cuadrados?

1Qué enteros son suma de 4 cuadrados?

( famo ecuacidén de Pell

XoE = dlaYes = m) 5u tratamiento

CUBO, Vole. 3.Octubre 1987
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es otro ejemplo que generd mucha teoria y su tratamiento puede
considerarse un tema obligado en libros elementales de teoria

de nimeros.

Fermat (1654) enuncié teoremas en este sentido, a saber,

p primo,
2
P = = X F Y
p = = x2 & Byz
[P = = xz + 2y2

Estos resultados fueron probados por Euler en 1761 y 1763.
En el mismo siélo 18 se demostraron muchos teoremas sobre re-
presentacién de enteros como suma de cuadrados., Lagrange (1773)
desarrollé por primera vez una teoria general de formas cuadré

ticas binarias
aX2 + XY + CYZ

2 q
con discriminante D = b -4ac, para estudiar el problema gene-

fal de la representacién de un entero h por la forma anterior,
\\

A "6 sea la existencia de enteros X,y tales que
2
3 h = ax2 + bxy % cy

Es claro que un cambio lineal de variables
% ng © y

a una ecuacidn

ax2 + bxy + cy2 = Ax'z + Bx'y' 4+ Cy'
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con
2
A = ag + ban + cn2
B = 2atm + b(&r+mn) + 2cnr

Cc = am2 + bmr + cr2

y por lo tanto las dos formas cuadrdticas

aX2 + bXY + cY2 y AX2 + BXY + CY2

representan a los mismos enteros. Decimos que estas dos for -
mas son equivalentes. La idea clave es obtener por estos cam-
bios de variables formas cuadrdticas canénicas. Lagrange desa
rrollé una teoria de reduccién para formas binarias y probé
que toda forma es equivalente a cierta forma canénica reduci-
da. Esta teoria fue continuada por Gauss y ocupa un lugar im-
portante en su famoso Disquisitiones Arithmeticae (1801).Tra-
bajando con formas de discriminante fijo D, Gauss prueba que
el nimero de clases de equivalencia de formas binarias es fi-
nito. Por ejemplo el nimero de clases correspondiente a las
formas binarias aX2 + bXY + cY2 de discriminante -4 es igual

a 1., O sea toda tal forma es equivalente, por un cambio de va

riables unimodular (como vimoes mds arriba) a la forma X2 + Y%
Si p es un primo positivo de la forma p = 4m + 1, vere -
moe que es representable por la forma X2 + Y2 . Es bien sabi-

do de la teoria elemental de nimeros que una tal para un tal
primo es -1 un residuo cuadrdtico, o sea la ecuacién X2= -1
(mod p) admite solucidén en Z, Escribamos pues b? = — +p.g
b,qe Z. La forma cuadratica sz + 2bXY qY2 representa a P
y tiene discriminante 4b2 - 4pg = -4, Por lo tanto es equiva
lente a la forma K? + Y?. Concluimos que XZ + r2 representa a

[
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La generalizacidén de esta situacién nos lleva a considerar

"formas cuadraticas"

2
= GG 01 28 =
IF F(X1. ) n) agq X+ 2a X X, tok 28, X X+
+ a X2 R X X, + + 2 X X +
2272 Souflotigl PreliE 20 Bo
+ a Xz
nn n
o brevemente £
T B R, X5
i,j=1 L hrang
escribiendo ar S Eeak
) Ji
La matriz A = [aiJ] se denomina la matriz de F y pode-
mos escribip
t
FUX heea,X ) = X.A.X
donde X denota el vector columna de indeterminadas X1...,Xn

y tX denota traspuesto de X, por lo tanto el vector fila

(X S
n

40

Si P es una matriz regular de nxn, escribiendo X = P.Y,

resulta

F 0 0 0ot D (DN = ty. (tp.A.P) .Y
= G(Y1""'Yn)
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O sea, por un cambio lineal de coordenadas : X = P.Y, se ob -
tiene una forma cuadratica G(V1,...,Yn) de matriz tP.A.P. De
cimos que F y G son formas cuadrdticas equivalentes. Escribi
mos F ~ G. El problema general inicial subsiste. Dada una
forma cuadratica F con matriz A de coeficientes enteros,

se trata de estudiar la resolubilidad de ecuaciones del tipo

F(X1,.‘.,Xm) =m
con m entero. Este es un problema muy dificil y lo que se ha-
ce habitualmente es considerar fonrmas cuadrdticas con coefi -
cientes en un cuerpo k . O sea la matriz A posee coeficientes
en el cuerpo k . Si el cuerpo k es de caracteristica # 2 las
formas cuadraticas sobre k admiten una gran simplificacién en
su escritura, a saber, toda forma cuadrdtica es equivalente a

una forma cuadrdtica diagonal

que recuerda la reduccién de una cuddrica a sus e jes principa

las .

E1l desarrollo posterior ocurre como dependiendo de la
teoria de grupos, particularmente el grupo lineal general en
n variables y los subgrupos del mismo que dejan invariante

una forma cuadrdtica (grupo ortogonal), una furma hermitiana

(grupo unitaric) 6 una forma alternada (grupo simpléctico).
Estos grupos jugaron un papel fundamental en el desarrollo
del dlgebra, teoria de nimeros, en Analisis y Geometria y tam
bién en Fisica en la teoria de la relatividad y fisica atémi
ca. Histéricamen studian dichos grupos en e imbito de
las nGmeros 1 mplejos y consecuentemente las métodos

infFinit imal ¢ n de extrema fuerza en su desarrallo E1
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punto de vista moderno encara el estudio de estos grupos so -
bre cuerpos en general y obliga al desarrollo de métodos alge

braicos en esencia.

El primer matemdtico en imaginar esos métodos fue Camile
Jcrdan que desarrollé las ideas de Galois para estudiar los
grupos clasicos ( o sea los grupos enumerados anteriormente)
para los cuerpos Zp de restos médulo p. Su contribucidén
aparece en el libro "Traité des Substitutions" (1870). Sus mé
todos fueron me jorados y generalizados por L.E. Dickson a
cuerpos finitos cualesquiera. Segin Dieudonné los resultados
obtenidos por Dickson son casi definitivos y el libro de
Dickson, Linear Groups (1901) es todavia la (nica obra deta -
llada y co mpleta al respecto. La aparicién de un trabajo fug
damental de Ernst Witt (Teoria de formas cuadrdticas sobre
cuerpos arbitrarios, J. Reine U.Angew. Math., 1937) donde de-
sarrolla la teoria de vectores isotropos y prueba su Teorema
de Extensién, permite ampliar la teoria de Jordan-Dickson a
cuerpos arbitrarios. Ya en un lenguaje moderno, utilizando la
teoria de espacios vectoriales, se desarrolla la teoria de
formas cuadrdticas y la obra de J.Dieudonné: La Géometrie des
Groupes Classiques (1955) recoge y sistematiza todo ese mate-

rial.
La teoria moderna de las formas cuadrdticas estudia los
pares (V,q) formados por un espacio vectorial V, de dimensién

finita, sobre un cuerpo k y una aplicacién

qiV —-=-=> k

que satisface las siguientes propiedades

ie qgla.v) = azq(x) s RER S ve V
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ii. La aplicacién (x,y) = > qlx+y) - q(x? - aly) de VxV

en K es bilineal.

Decimos que q es una aplicacién cuadratica y b es la

forma bilineal asociada a ¢ 6 a (V,q).

Se sigue de la definicién que b(x,y) = b(y,x). Ademds
b(x,x) = 2.q(x)
por lo tanto si k es de caracteristica 2, la forma bilineal
b es alternada, o sea b(x,x) = 0 , para todo X €n V. En es-
te curso solo consideramos el caso de cuerpos k de caracteris
tica #2, o sea 2=2.1 es inversible en k. Se sigue que la for

ma b esta univocamente determinada por q:

b(x,y) = %(q(x+y)-q(x)-qly))

Reciprccamente toda forma bilineal simétrica b sobre V

determina una forma cuadrdtica definiendo
q(x) : = blx,x)

De esta forma existe una correspondencia biyectiva entre
espacios cuadraticos (V,q) y espacios bilineales simétricos
(V,b). En nuestro estudio aplicaciones cuadrdticas y bilinea-
les conviven en el mismo espacio V. Tendremos siempre un obje
to (V,g,b). La idea es que con b hacemos geometria en V y con
q hacemos aritmética en k, s interesante notar que la situa-
cién (V,q,b) =s una generalizacién del caso euclideo donde

V = R", la forma bilineal es

bilix, v) =5 Xgy" =0T Xy
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el producto escalar y la forma cuadratica q(x) = Hxll2 es el

cuadrado de la distancia de x al origen. La geometria euclidea
estudia este espacio cuadrdtico y en nuestra generalizacidn te
nemos una geometria para cada cuerpo k y cada espacio cuadriti
co (V,q). En Teoria de la Relatividad Restringida interesa es-
tudiar el caso V=R4 notado de la forma cuadrdtica

2 2 2 2

ql(x) = x1 + '2 + x3 - x4 . En realidad la forma cuadrdatica es

xf + xg + xz - c2 tz. gan' ¢ la velocidad de la luz en el va-
cio. Este espacio se suele llamar espacio de Minkowski. El1 gru
p: ortogonal asociado es el llamado grupo de Lorentz. Una bue-
na referencia para estudiar este espacio es, ademdas de libros

de Fisica o Relatividad, la Geometria Superior de N.W. Efimow.

En un espacio cuadratico regular (V,q) (regular, signifi-
ca que la forma bilineal b asociada es no degenerada, es decir
b(x,y) = 0 , Vy €V ===> x = 0) la totalidad de automorfismos
de V que preserva la forma q 6 equivalentemente, la forma b
es un grupo, el llamado grupo ortogonal de (V,q). Preservar
significa que si t es el automorfismo de V, entonces
qlx) = gq(t(x)) 6 equivalentemente b(x,y) = b(t(x),t(y)). El
problema fundamental que aparece es estudiar la estructura de
este grupo que se denota por O(V) 6 0(gq). La expresién matri-

cial de este grupo es la siguiente.

Si e1,...,en es una base de V y A =[ aij ]es la matriz simé -
trica con a£J=b(ei,eJ) entonces, si x = Xqe t. . otx e resulta
= = L Wl 5 8 a. . x,

qlx) blx,x) b( 1%1% JxJeJ) %] 1Jx1xJ
= tx.A.x
donde x es el vector columna de coordenadas X_,...,X

1
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La condicién q(t(x)) = q(x) se traduce en la ecuacién ma
tricial

donde T es una matriz regular. La totalidad de matrices T regu
lares, con esa propiedad constituye una versién matricial del
grupo 0(q). Si por ejemplo la matriz A es la matriz identidad,
como en el caso euclideo, el grupo ortogonal esta determinado
por las matrices T tales que tT.T = I, o sea es el grupo orto-

gonal ordinario.

En 1938, Elié Cartan (Legons sur la theorie des spineurs)
demostré que toda transformacién ortogonal de un espacio cua-
drdtico (V,q), sobre el cuerpo k recal & comple jo,es expresa -
ble como producto de r <dim(V) simetrias con respecto a hiper
planos ortogonales a vectores x con g(x) # 0. Este resultado
fue generalizado por J. Diaudonne para el caso de cuerpos cua-
lesquiera. E1 teorema se denomina Tecrema de Cartan-Dieudonné .
Los vectores x de un espacio cuadrdatico V, tales que x#0 y
q(x) = 0 se denominan vectores isétropos. De otro modo se de -
nominan anisétropos. Una forma cuadrdtica se dice isdétropa si

admite algdn vector isétropo.

81 x eV es un vector anisdétropo entonces

U=ty | bx,y) = 01}

€3 un subespacio de dimensién dim(V) -1 tal que V = k.x @ U.
La simetria respectc de U estd dada por

S(a) o bla,x)

qx)
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Esta transformacién fija al plano U y aplica x en -x. Por
lo tanto tiene determinante igual a -1. El Teorema de Cartan-
Dieudonné establece que toda transformacidn ortogonal en V
puede obtenerse componiendo simetrias respecto de hiperplanos
ortogonales a vectores anisotropos. Dice ademas que hay una

composicién que utiliza a lo sumo dim(V) simetrias.

Las transformaciones ortogonales de determinante 1 se de-
nomina el grupo ortogonal especial. Las rotaciones son pues
producto de un nimero par de simetrias. Aqui hay un inmenso
material de estudio. Recomendamos el libro de Dieudonné: La
Geometrie dgs Groupes Classiques, Springer-Verlag, 1955 y tam

bién el libro de Emil Artin : Geometric Algebra, Interscience.

Mencionemos otro resultado basico fundamental de la teo -
ria, el llamado Teorema de Cancelacién de Witt. Sean (V,q),
(V’.q’) espacios cuadrdticos isométricos y sean U C V, U' C V'
subespacios isométricos. Supongamos que U (y por lo tanto U')
es un espacio regular. Si denotamos con UL u U'l el complemen-
to ortogonal de U en V y u' en V', respectivamente, se tiene
que Ul y U'L son isométricos. En simbolos, Teorema de Cancela-

cién de Witt

donde - denota isometria de espacios cuadraticos, el exponen-
L
te + denota ortogonal y la escritura V = U | U" indica suma

directa y los subespacios sumandos son ortogonales.

Si (V,q) es un espacio cuadrdtico regular e isétropo en -
tonces V posee un subespacio de dimensién 2 con una base del

tipo e,f, q(e) = q(f)c= 0, b(e,f) = 1, Tal subespacio se deno
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mina un plano hiperbdlico, se denota por H. Todo espacio cua-

dratico regular V se escribe como una suma ortogonal

e e e
donde los subespacios V1""’Vr son isométricos a planos hipe:
bélicos y V. es un subespacio anisotropo. Se sigue del teorema

0
de cancelacidén de Witt que el nidmero r de planos hiperbdlicos,

asi como Voo estan univocamente determinados. E1 nimero r se

denomina el indice de Witt de V. Es este un verdadero teorema
de estructura de espacios cuadrdticos que reduce el estudio de
las formas cuadraticas a las anisétropas y a las suma ortogo -

nal de planos hiperbdlicos (espacios hiperbélicos).

Otro éxito de la teoria de Witt es haber podido estructu-
rar las clases de isometria de espacios cuadrdaticos en un ani-
1lo, el llamado anillo de Witt que ha sido objeto de mucho es-
tudio en los Gltimos 30 afios. En el libro de T.Y.Lam, The
Algebraic Theory of Quadratic Forms, se hace un estudio deta -
llado y completo del anillo de Witt de un cuerpo k. Reciente -
mente ha aparecido W.Scharlau : Quadratic and Hermitian Forms
(1985), Springer-Verlag, que consideramos una obra de consul -

ta fundamental.

La teoria de formas cuadrdticas es rica también en ingre-
dientes de tipo algebraicos. Es decir es posible asociar a ca
da forma cuadratica un dlgebra. Recordemos que un algebra A
sobre un cuerpo k es ur :spacio vectorial A dotado de un pro-
ducto asociativo distributivo respecto de la suma y que es

compatible con el producto por escalares, o sea

Ko (v ) = (ko) sv e s RESVA) SV KRB S, vie Wi
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Sea (V,q) un espacio cuadrdtico. Entonces estd definida un
dlgebra C(V), la llamada dlgebra de Clifford de (V,q) que

contiene al subespacio V y tal que

c1. C(V) tiene dimensién 2". n=dim(V).

c2. C(V) estd generada por V, o sea todo elemento de C(V) es
una combinacién lineal de 1 y los productos e B L
Xy € VES e ol

¢3. x.x = q(x) para todo x en V.
Si por ejemplo, x,y son vectores en V se tiene

xy + yx = (x+y)(x+y) - xx - yy

= qlx+y) - qlx) - qly)
= b(x,y)
Por lo tanto si b(x,y) = 0 entonces
XYy = =yX
Si €y yeevy € @S una base ortogonal de V (o sea
D(ei,ej)=0 si i#]J) el algebra C(V) posee una base formada por

1 y los elementos

donde i <ij< ... i . r<dim(V)

Un caso particular importante y de interés histérico es
el dlgebra de cuaterniones que corresponde a la forma cuadri-
tica q(e1) = a, q(ez) = b, b(e1.e2) = 0.

C(V) tiene dimensidén 2° = 4 y una base es

1,e1,ez.e1e2
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o utilizando la notacién clésica

1,1,5,4]
y satisface

e 2 j2 =b , 1) = -Ji . Esta dlgebra se deno-
ta por (a,b)k o simplemente (a,b) . La importancia del alge -
bra de cuaterniones es que en (a,b) conviven dos estructuras,
una de algebra y otra de espacio cuadratico, inducida por la
norma. Ocurre el hecho singular que dlgebras de cuaterniones
sobre el mismo cuerpo son isomorfas (como algebras) si y sélo

si son isométricas (como espacios cuadraticos).

Para el lector interesado en profundizar el estudio de
las &dlgebras de Clifford le sugerimos la lectura de un hermo-

so texto de C.Chevalley : The Algebraic Theory of Spinors(154).

Como el epilogo de esta introduccién queremos destacar
la riqueza de este tema que permite desarrollar partes impor-
tantes de la Matematica como la aritmética, la geometria, la
teoria de grupos, la teoria de dlgebras. Constituye un mate -
rial valioso para implementar un curso avanzado. Afortunada -
mente hay un texto que servira de guia para tal curso y es
Metric Affine Space, E. Snapper y R.J. Troyer, Academic Press.
Tiene ademas numerosos ejercicios. He aqui pues una propuesta

para pensar y difundir buena matemdtica.
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1. INTRODUCCION CLASICA
En estas notas nos referimos a formas cuadrdticas sobre
un cuerpo k de caracteristica diferente de 2, o sea 1+1 # 0

en k.

Cldsicamente una forma cuadrdatica (f.c) sobre k es un po

linomio
n
(1) f(X T o) b A XX
10 ’ 3

N Walapenh el ctyd
en n indeterminadas X1...,xn, homogéneo de grado 2, con coe -
ficientes en k. La matriz A = (aiJ)c k"*" se denomina la ma-
tindizidiel iy

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que la matriz
A es simétrica, es decir, aij=aji para todo par i,j. En efec
to, basta escribir

)
biJ % (a1J+aJi)

y considerar la forma cuadratica con coeficientes b‘j‘

Podemos escribir matricialmente

RO =E IR ST X = Sl

n

s t,6 deno
donde X un vector columna de coeficientes X1,...,xn y X -
ta el vector fila traspuesto de X.

Diremos que f es regular si det(A) # 0. S6lo nos referi -

remos a formas regulares.

En la misma forma se asocia a cada matriz simétrica A

en forma bilineal simétrica
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b(X,Y) = °X.A.Y
donde X,Y son vectores columnas en las 2n indeterminadas

X1,..., xn e Y1,...,Yn. La relacién entre f y b es

f(x) = b(Xx,X)

b, Y = K (R (XEYA = RO YO)R)

Estas relaciones constituyen correspondencias biyectivas

entre formas cuadraticas y formas bilineales simétricas,

b ey i » @eispe
Una forma cuadratica f(X) o aijxixj define por espe

cializacién una funcidn

: = L
Gl 8T e IS et qf(x) 1] aijxixJ K

Se ve fdacilmente que dadas dos formas cuadraticas f y q

CPo qg si y sdle si f = g.

Uno de los problemas tipicos de la teoria de formas cua-

drdticas e el de la representacidén de elementos de k pbr fo:

mas cuadraticas es el de la representacién de elementos de k

por formas cuadraticas. Mds precisamente, dada una forma cua-
drédtica f se trata de determinar todos los elementos a ek ta

les que existen elementos x1,.‘.,xn en k con la propiedad
En est iso decimos que a es representado por f.

r . nteresa iber si existen valonrs

na tod
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F(x1,...,xn) = 0.

En este caso decimos que la forma f es isétropa. Si no

es isotropa se dice anisétropa. Por ejemplo si k = Q, la for

2 5 i
ma X1 = 2X, es anisétropa. En efecto, la isotropia implica -
ria que A2 es racional.

En el manipuleo de formas cuadrdticas podemos hacer cam-
bios lineales de coordenadas que permiten simplificar el cal-
culo. Si P  denota una matriz regular, o sea Pe GL(n,k), 1lla
mando Y al vector P.X se tiene

t

OO X e U = B (L vt AR = BB S REA LR

= g(Y1,...,Y“)

y resulta una f.c. de matriz

Es clanro que si acek entonces a es representado por f

si y sélo si a es representado por g.

Decimos entonces que dos formas cuadraticas f,g de matri
ces A,B respectivamente, son equivalentes si existe una ma -
triz inversible P tal que las matrices A y B son congruentes,
o sea B = tP.A.P. En simbolos f I qg. Notar que el cardcter si
métrico de una matriz no se pierde por la relacién de congru-

encia:

A T R

Uno de los resultados clasicos en la teoria de f.c. so-
bre cuerpos de caracteristica # 2 establece que "toda forma

cuadrdtica es equivalente a una forma cuadrdtica diagonal",
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es decir a una f.c. cuya matriz es una matriz diagonal. Usan-
do la notacién anterior, se trataria de encontrar una matriz
P inversible tal que
FXypeeenX ) = @Y yeea,Y ) : O
Repasemos este resultado que Jjuega un papel esencial en

todo nuestro estudio.

Sea k un cuerpo de caracteristica # 2. Sea A = (ajJ) una
matriz simétrica. Existe entonces una matriz P regular tal

que

SpLALEl = diag|(al .

bem. :

Recordemos que podemos efectuar sobre una matriz las lla
madas operaciones de filas y columnas. Esto se logra multipli
cando a izquierda y a derecha de la matriz por las llamadas
matrices elementales. En general dada una matriz A, el produc
to P.A. de P a izquierda de A, produce operaciones de filas
en A. Es decir resulta una matriz cuyas filas con combinacio-
nes lineales de las filas de A. Y andlogamente si efectuamos
A.P., resulta una matriz cuyas columnas son combinaciones 1li-
neales de las columnas de A. (Es un buen e jercicio para el
lector explicitar estas combinaciones lineales de filas y co-

lumnas en términos de los coeficientes de P).

El hecho fundamental de estas operaciones es que la ope-
. - t " s
racién P.A es exactamente la operacién A. P, mutatis mutan -
dis", cambiando la palabra fila (o filas) por la palabra co -

: 15
lumna (columnas). Por e jemplo si P es la matriz I+a.E J,iiJ‘
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donde I denota la matriz identidad y E1J la matriz de todos

ceros salvo en el lugar i,]j donde hay un 1. El producto P.A

da una matriz con todas las filas iguales a las de A salvo la
i-ésima que resulta de sumar a la fila i-ésima de A, a veces
la j-ésima fila de A. Por otra parte el producto A.tP da la
matriz cuyas columnas coinciden con las de A salvo la i-ési-
ma que es igual a la i-ésima columa de A sumada de a veces la

J-ésima columna de A.
Analicemos dos casos.

i) ay # 0 para algin i. Podemos suponer, sin pérdida de ge
=1

neralidad, que a11£ 0. Sumando a la fila i, -n11 . a veces

i1
la fila 1, obtenemos una matriz con O en la posicién i,1. La

operacidén a derecha correspondiente (o sea A.tP) corresponde

=1
a sumar a la columna i, - a,y veces la columna 1. Dado

231

que a = obtenemos una matriz con 0 en los lugares

Tl e
i,1 y 1,i. Repitiendo esta operacién para i=2,..,., n llega -
mos a una matriz simétrica, equivalente a la dada con el si-

guiente aspecto

»
o
(=}

r
|

|
[
|

|

|

|

=

L ioe B e

(n—1)x(n»1). Procediendo

+ -
donde A es una matriz simétrica en k
entonces inductivamente, podemos concluir con la existencia
de una matriz regular P y de una matriz diagonal D tal que

tp.a.P = D,
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i) a11=0, para todos los indices i=1,...,n. Si A # 0, es
aiJ#O para algin par de indices i,j ; i#j. Sumando la fila i
a la fija j y correspondietemente sumando la columna i a la
columna | resulta una matriz, equivalente a la dada cuyo coe-

ficiente j,]j es 2.aij£0, por la hipétesis hecha sobre k

i J

i e i0) 1] e
i JJ
= ‘ : —l

Estamos en la situacién i) y logramos la diagonalizacidn.

E1l Teorema queda entonces completamente demostrado.
De esta manera podemos limitarnos a considerar formas

cuadrdticas diagonales y para simplificar la notacién podemos

2 -
denotar la f.c. a1X1 T anxn con la sucesion

x1 + X SR | Xi sle denota por < 1,1,...,1>

2
S, se denota por < a_,a_ >

- X, se denota por SN 1, =0
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Hay una simplificdcién ulterior. Sean k1,...,k € k'=k-0.En
n 2
tonces dada una forma cuadratica diagonal <a1‘....n do5 8l GP =
n
diag(k1,....kn) se tiene
t 2
P.A.P = diag(k1a1.. an)
O sea las formas cuadrdticas
S0 RN T YR (kza k“a_ >
i =N e | A AT )
son equivalentes.
Eloaplos
1. Sea k = R, el cuerpo de nimeros reales. Dado que para todo
ndmero real a # 0 se verifica que a = “2 6 a = -xz. las roc

mas cuadraticas sobre R estdan dadas por las sucesiones

(+) Al Al oL e R e ey

Hay, por otra parte, un teorema de unicidad relativo al nﬁ
mero de 1 y al ndmero de -1, que es la conocida Ley de Iner-
cia de Sylvester. Significa que toda forma cuadrdtica sobre
R, es equivalente a una y solo a una forma diagonal del tipo

(+).

2. Sea k = C, el cuerpo de los nimeros complejos., Aqui ocurre
que todo elemento es un cuadrado. Por lo tanto las formas
cuadraticas (regulares) sobre C estdn dadas por las sucesio-
nes.

0 D A R

O sea, toda forma cuadrdtica sobre C es equivalente a una y

2 =
s61o una forma cuadrdtica del tipo x1 Fouak xn.
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3. Sea a # 0. Entonces dado que estamos en caracteristica #2,
podemos escribir al elemento a como diferencia de dos cua -

drados

(o]

y X

<
x

y se sigue entonces la equivalencia de las formas cuadrdati -

cas
2 2
X1 - X y a)(1 - a)(z
4., Sea a # 0 . Se sigue de la relacidn
[EIE S oS e R (S S e R OB
| 3] el [ |
| | Il (i |
L-1 Al et ol i el [0 s a2ag]

y de 3. la equivalencia de las formas cuadraticas

5. Dejamos a cargo del lector probar que si
r a b
|

1
|
kg
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es la matriz de una f.c. entonces es ésta equivalente

a la forma cuadrdtica xf - xg si y sbélo si a.c - bz = _tZ

)

con t # 0.

Se observa que al escribir diagonalmente una forma cuadra
tica sélo interesan los coeficientes médulos cuadrados. Intere

sa pues conocer el grupo cociente

. REZ k'a

del grupo multiplicativo k de elementos no nulos de k, por el
subgrupo k'° de k', de elementos que son cuadrados. Para es -
cribir las formas cuadrdticas diagonales sobre un cuerpo k es
suficiente elepir una familia de representantes en k' del co-
ciente k'/k'z. Por e jemplo si k = R, el cociente R'/R’2 es el
grupo ciclico de orden 2. Una familia de representantes es

{1,-1}. Las formas cuadraticas diagonales sobre R, quedan de-

terminadas por sucesiones de unos y menos unos.

Si k = C, el cuerpo comple jo entonces el grupo cociente
(2'/C'2 tiene orden 1 dado que en C todo elemento es un cuadra
do. Una familia de representantes del grupo cociente es por

ejemplo {1}.

Es interesante el caso de un cuerpo finito k. Es bien sa-
bido que en k' la mitad de elementos son cuadrados., Esto es
fdcil de probar. Se considera la aplicacién k' --->k' defini-

da por x = ---> x2, que es un morfismo de grupos.

2 .2
La imagen de esta aplicacidon es k es la mitad del car-
dinal de k'. Una familia de representantes es (1,a) donde a
es un no cuadrado en k°. Las formas cuadrdticas sobre k que -

dan entonces descritas por las sucesiones
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3 [ O [ Byeeeey8 >

de 1 y a. Por ejemplo si k = ZS’ el cuerpo derestos modulo 5,
las formas cuadrdaticas diagonales son:
<35>, <qi, A1>, 1< },ia>) T ilGiaR, R G RIS SR SN s S 5ie e

<1>

. .2
S1 k = Q, el cuerpo racional, el cociente Q /Q es un gru-
po infinito. En efecto, una familia de representantes lo consti-

tuye

Aes= 15 * P1.P2...Pk Y Pi:‘-pJ si 1# [, oK e NTUMO

donde pi recorre la totalidad de nGmeros primos positivos.

Dada una forma cuadratica regular asociada a una matriz si-
métrica A,
(XN g KB

podemos defindir

det(f) = det(A)

pero dado que si Lt es equivalente a la forma tX.B.X. se verifi

ca que

B = “P.A.P y Phneguliar
y por lo tanto

det(B) = det(A). det(p)>

debemos definir

det(f) como un elemento del cociente RS

Por ejemplo det(<a,b>) = a.b (mod.k'z) g det(<a‘a>)—1(mod.k'2Ln
Por abuso de notacién se suele omitir (mod.k'z) sobreentendiendo
que es siempre médulo cuadrados.
Formas equivalentes, ya dijJimos, tienen el mismo determinan-
te. Por ejemplo si ca,b> I <1,-1>entonces a = -b (mod.k‘z) dado
que a.b = —l.tz , t£0. Entonces uz.b = —a.t2 o sea a = -b (mod k'z)-

=
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Nota

Lo precedente plantea un problema de {ndole aritmética, a
saber, dado un cuerpo k, caracterizar el grupo cociente g%,
Es particular encontrar una familia de representantes en k' .Es
facil ver que cuando este grupo cociente es finito su cardinal
es una potencia de 2. En efecto, todo elemento de k'/k'2 tiene
orden 2. Proponemos como e jercicio encontrar para cada n, un
cuerpo k tal que k'/k'z tiene cardinal 2". Cuerpos k con la
propiedad k = k2 se denominan cuadraticamente cerrados.El cuer

po C es cuadrdticamente cerrado. ;Qué otros e jemplos existen?.

2. ESPACIOS BILINEALES Y CUADRATICOS.

Como en 1. con k denotamos un cuerpo de caracteristica #2.
Los espacios vectoriales son sobre el cuerpo k y son de dimen-

sién finita.

2.1. Una forma bilineal en un espacio vectorial V es una apli-
cacién
B & VxV ===k
que satisface
b(x+x',y) = blx,y) + blx',y)
b(x,y+y') = blx,y) + blx,y')
bla.x,y) = a.bl(x,y) = bi(x,a.y)

g iy te Y, T aletk,
La forma b se dice simétrica si b(x,y) = b(y,x), para to

do par x,y €V, E1 par (V,b) se denomina un espacio bilineal si

métrico, o simplemente espacio bilineal.
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Sea (V,b) un espacio bilineal. Si escribimos

qb(x) 20w bl Ry xEE

resultan las propiedades siguientes

e qb(a.x) = 'a .qb(x)

RS qb(x+y) = qb(l) + qb(y) + 2b(x,y), o sea

bitin?, ) = X(qb(x+y)-qb(x)-qb(y))

2.2. Una forma cuadratica en un espacio vectorial V es una
aplicacién
q : V ——=> &k

que satisface

iy Q. x) = az.q(x)
i1, La aplicacién VxV ---> k definida por
(x,y) —=-> aqlx+y)-qlx)=-q(y)

es bilineal.

El par (V,q) se denomina un espacio cuadratico. La forma

bilineal

bq(x,y) = %lq(x+ty)=-q(x)=q(y))
se denomina la forma bilinecal asociada a q. Es una forma simé-
trica. Notar que espacios cuadrdticos y bilineales simétricos

se corresponden biyectivamente:

(V,q) --=>(Vv,b )
¥ q

(v,b) --->(V,qb)
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Esto hace que podamos identificar espacios bilineales con
espacios cuadrdticos y reciprocamente. Por ejemplo el concepto
de isometria entre espacios cuadrdticos o bilineales. Por defi
nicién una isometria (V,q) --->V',q') de espacios cuadraticos
es un morfismo inyectivo t:V --->V que es respetuoso de las for
mas cuadraticas, o sea q(x) = q'(t(x)), cualquiera sea x ¢ V.Es
claro que se verifica también que (x bq(x,y)-bq,(t(l).t(y))
cualesquiera sean x,y en V. Reciprocamente una isometria entre
espacios bilineales es una isometria entre los espacios cunsré

ticos subyacentes.

2.3. Notacién matricial. Sea (V,q) un espacio cuadrdatico. La
introduccién de bases permite recuperar el esquema clasico de
formas cuadrdticas. Sea, en efecto 91.....en una base de V. De
finamos a

=b(e1.e ) ,donde b = bq. Resulta una matriz simétri-

iJ J
ca A = (.XJ)’ Para cada xe¢ V escribamos x el vector columna
cuyas coordenadas son las componentes de x respecto de la base

e reeere .

Se tiene, si x = I  x_.e

i : R 1
(x) ( )=b( I x L X, X a o A
qlx = b(x,x)=b i'iei' l:j J'J A T g Mok s
Si t:V ---> V es una isometria y la matriz de t respecto

de la base e1,...,e" es P, se tiene

qlt(x)) = q(t( I‘xiex)-q(i il‘t(ei)hq( I x )

P
11 " nhi®h

= qf Eh( L )eh) =

i%hi%s
= SP.x ).AL(Px))
e e

SC% L (TRAP) . x
e e

Rppp—
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y siendo q(t(x)) = ql(x) resulta finalmente

tP.A.P = A

y esto coincide con la nocidén cldsica de equivalencia de formas
cuadrdticas. podemos decir que dos espacios cuadraticos son iso
métricos si y solo si matrices simétricas asociadas a los mis -

mos son congruentes.

Si la matriz asociada A = b(eieJ) respecto de alguna base
es regular, asfi 1o es la matriz asociada a cualquier base de V.
En ese caso decimos que el espacio cuadrdtico es regular. Si
(V,q) es un espacio cuadratico regular, la totalidad de isome-
trias constituye un grupo, el llamado grupo ortogonal de (V,q),
o simplemente de q. Se denota por 0(q). Es interesante expre -
sar 0(q) matricialmente. se trata del subgrupo 0(q)C GL(n,K)

de todas las matrices P tales que

BleA P =SAY

donde A denota la matriz de q respecto de alguna base. Si B es

la matriz de q respecto de otra base existe una matriz regular
t

Q tal que B = Q.A.Q. Por lo tanto si T es una matriz regular

> STl QAL Qe T2t 01A L0

oo Al e )

lo cual dice que los distintos grupos ortogonales asociados a
distintas matrices de q son todos conjugados y por lo tanto

isomorfos.

Notemos que si en particular A es la matriz identidad, el
grupo ortogonal es la totalidad de matrices regulares P que sa

t
tisfacen P.P = I, o sea el grupo ortogonal corriente.
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Uno de los problemas bdsicos de la teorfa geométrica de
formas cuadrdticas es estudiar la estructura de los grupos or
togonales y esto forma todo un capitulo del dlgebra geométri-
ca. Una referencia obligada para este tema es el libro de
J.Dieudonné, La géométrie des groupes classiques, Ergebnisse
der Mathematik un ihrer Grenzgebiete, Neue Folge,-Heft 5,
Springer, (1955), Citemos también el libro de Emil Artin, Geo
metric Algebra, Interscience Tracts in Pure and Applied Mnths
matics, (1957),

2.4. Ortogonalidad.

Como ya sefialamos el concepto de espacio bilineal! es la
generalizacidén del concepto de espacio euclideo. Podemos en -
tonces repetir alguna nomenclatura en el contexto de espacios

bilineales.

Sea (V,q) un espacio cuadratico, b = bq la forma bilineal

asociada.

Der:

Dos vectores x,y en V se dicen ortogonales si bix,y)=0.

Escribimos x|y .

Dado un subconjunto denoto X de V, no vacio se define el
L
ortogonal de X, al conjunto denotado por X definido por la
totalidad de vectores de V que son ortogonales a todos los

vectores en V. O sea

X‘L = {y ¥V b(x,y)=0 , ¥Vxe X}

E£s claro que X~ es un subespacio de V, ademds X Y ==>Y CX
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El subespacio V , ortogonal de V consiste de todos los
vectores y tales que
b(y,x) = 0, cualgquiera sea x ¢ V

se denomina el radical de V , se denota por r(V).

Caractericemos ahora los espaclos cuadrdticos regulares.Se

Las siguientes condiciones definidas sobre un espacio cua

drdtico (V,q) son todas equivalentes entre si.

d (V,q) es regular
i1, bilx,y) = 0, para todo x ¢ V. implica y = O.
LA p (V) =0,
1 iv. lLa aplicacién V---> V* (= dual de V) definida por

v——=> b(v, ) , econ b(v, )(x) = blv,x),

es un isomorfismo.

La demostracién es sencilla, la dejamos como ejercicio pa-
ra el lector. La propiedad iv. es interesante, dice que la for-
ma b realiza las funcionales lineales de V, o sea dada una fun-
cional lineal f:V ---> k existe un Gnico v eV con la propiedad
flx)= b(v,x), cualquiera sea x ¢V, Esto recuerda a los espacios

de Hilbert.

2 >
Ejem Sea V=R2 y sea q:R° ---> R, la forma cuadratica defi -
nida por
x 2 2
f( ) = x© -
8ol y
s 2
Sea L (1,0 e2(0,1), la base candnica de R". Sea
L
(a,b) ¢V y calculemos el ortogonal {(a,b)) al vector (a,b). En-
tonces
b(ae‘uhcz,:c14yez} = ax - by




E. Gentile 171

Por lo tanto (x,y) es ortogonal a (a,b) si y sélo si ax=by.

Ssi (a,b) # (0,0), este ortogonal es la recta por origen que pa-
sa por el punto (b,a). Se tiene que
0
{(a,b)) = k.,(a,b) si y sélo si a=b
S
E
©

Def.:

Sean U1....,Um subespacios de V. Diremos que V es una suma

ortogonal de los subespacios Ui' sl

i. V = U1 of L T Um (suma directa ordinaria)
id. d4j ==> U, 1 uJ
Escribimos V = U, |t g )
- < m

Si ahora: (Vi‘qi) es una familia finita de espacios cuadrd
ticos se define la suma ortogonal como el espacio cuadratico

{v,q) tal que

T

§
\
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sl Vi et vm) = q1(v1)+...+qm(vm), si vy i

En este caso escribimos

Sea (V,q) un espacio regular y sea U un subespacio de V.

Tiene sentido considerar a U como un espacio cuadratico por la

restriccién de q a U. Si U* denota el dual de U se tiene la su
cesidén exacta

> v ~dsux

0 —-—-> U~
Yo

donde i es la inclusién y j es la aplicacién j(v) = b(v,

Veamos en que condiciones es j un morfismo sobre.

a. Si V es regular, la forma bilineal b realiza todas las fun-

cionales de V y en particular las de U. Por razones de di -

mensién se tiene la relacién

= G e R = el

Como consecuencia de esta relacién se tiene la igualdad

(U] = U.

b. S8i (U,q!U) es regular entonces, obviamente j es un morfismo

5
) y como ademas U U = 0, podemos

sobre. En este caso vale
concluir que

ve =Tl w

Es importante insistir que, en general, dado un subespacio

U de V, la existencia de una descomposicién ortogonal
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Ocurre si U es un subespacio cuadratico regular. Si el es-
pacio (V,q) es regular podemos afirmar que existe una descompo-

sicidén ortogonal

si y sélo si U es un subespacio regular.

Se sigue inmediatamente de estas consideraciones la exis -
tencia de bases ortogonales. Una base TR de V se dice or-

togonal si vil Vj’ sl A#E .

Dado que V = r(V) + w equivale a V = r(V)l w
con W subespacio regular de V, podemos limitarnos a trabajar
con espacios cuadrdticos regulares, o sea r(V)= 0.

Entonces si e satisface qle

10 1)—b(e1,e1) = a1£C, el subes-
pacio <e1 > es regular y por lo tanto se tiene una descomposi -
cién ortogonal

.

= >| < S
v <e1l e

.
Puesto que <e_ > es un subespacio regular, iterando este

1
proceso nos conduce a obtener una base ortogonal €isc0e,€ cCoON
q(ei) = A

La matriz de q respecto de la base 91....'en es la matriz
diagonal diag(a1...,an).

Esto corresponde a la forma cuadratica diagonal

a x2 + o x2
qXq te..t @ X
Dado que
V=ce,>| ... | <e >
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Podemos escribir

vV = <e1.a1>| ...l <en,an> , O también, por abuso de

notacién

a">= suma ortogonal de espacios cua

drédticos unidimensionales.

La notacidn <@gy eeena > usada anteriormente tiene también

la significacién de una suma ortogonal como acabamos de sefia -

lar.

Notemos que si (V,q) es un espacio cuadrdtico y para algln
vector v ocurre que q(v) = a # 0, entonces existe una diagonali
zacidn de q que contiene al coeficiente a . 0O sea

q(v) = a # 0, entonces @a = <a,*,  i.,* >

La condicidon necesaria y suficiente para que, dados
PRI k* exista una diagonalizacién de q:

5ied “ee
Gl & va,

1 o S P

es que estos valores a1'..‘,ar corres)onden a los valoyres de q

en r vectores ortogonales entre si.
2.5, Isotropia. Espacios hiperbélicos.

Def.:

Sea (V,q) un espacio cuadrdtico. Un elemento xe V se dice
isétropo si x # 0 y q(x) = 0. Un espacio cuadrdtico si dice
isétropo si posee alglin vector isétropo. Un subespacio U de V
se dice totalmente isdétropo si todo vector de U es isétropo.Un
espacio cuadratico se dice anisétropo si no posee ninglin vec -

tor isétropo.
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Se denomina plano hiperbélico a todo espacio cuadrdatico re
gular de dimensién 2 generado por vectores isétropos. O sea po-

see una base e,f tal que qle) = q(f) = 0, ble,f) # -.

Un espacio cuadratico se dice hiperbélico si es suma orto-
gonal de planos hiperbélicos. (En Snapper-Troyer se denominan

espacios artinianos).

Un plano hiperbélico se denota por H. Un espacio cuadrati-
co de dimensién 2 es un plano hiperbdélico si y solo si la matriz
de la forma cuadratica respecto de cualquier base tiene deter -
minante ~1.a2, con a # 0. Existe pues, salvo, isometrias un ﬁni
co espacio bidimensional regular isotropo, que responde a la
forma cuadrdtica XZ-Yz. Un resultado fundamental establece que
todo espacio cuadrdtico regular isétropo posee un plano hiperbd

lico, o sea

Demostremos esta afirmacidn. Sea e un vector isdétropo de V.
Puesto que el espacio es regular existe un vector g tal que
b(a,g) # 0. Sin pérdida de generalidad podemos suponer b(e,g)=1.
Si gq(g) = 0 , es subespacio generado por e y g es un plano hi -
perbdélico. En general, escribamos f = g + a.e, aek. Se verifi-
ca

N = ellep)l a2k

Eligiendo a de manera que q(f) = 0, se tiene qle)=q(f)=0,
bl(e,f) = 1 y la existencia de un plano hiperbélico queda proba-
da. Puesto que dicho plano es un subespacio regular, admite un

complemento ortogonal como queriamos probar.

Es claro que reiterando este proceso podemos establecer pa
ra cualquier espacio cuadratico regular una descomposicién del

tipo
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donde cada V es un plano hiperbélico y V' es un subespacio ani-

i
sétropo. O sea todo; espacio regular es suma ortogonal de un es-
pacio hiperbélico y de un espacio anisétropo. Esos subespacios

estdn univocamente determinados (segln el Teorema de Cancelacién
de Witt) y se denominan la parte hiperbélica y la parte anisétrg
pa del espacio cuadratico. E1l ndmero h es consecuentemente un in

variante, el llamado indice de Witt de (V,q).

A manera de ejercicio para el lector le encargamos probar
que si la forma cuadratica 1,a,b,ab es isétropa entonces es hi

perbélica, o sea isométrica a la forma <1,-1,1,-1 >,

2.6. SIMETRIAS O REFLEXIONES. TEOREMA DE CARTAN-DIEUDONNE .

En esta seccién damos e jemplos de una familia importante de
transformaciones ortogonales de un espacio cuadratico (V,q),las
llamadas simetrias (o reflexiones) de V respecto de hiperplanos

ortogonales a vectores anisdétropos.

Dado un vector anisétropo a V, se tiene la descomposicion

ortogonal

Ve = feoel S com He e s = oG e =0
- Ta a

y esta definida la simetria respecto del hiperplano Ha en la di
reccién del vector a. Imitando la situacién euclidea se tienec
la siguiente expresién para dicha simetria

St ap oo e)

qla)
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E1l hecho fundamental de esta transformacidén es ser un auto -
morfismo de V preservador de las formas cuadrdtica q y bilineal
b:

q(sa(x)) =0qini) o N xig V.

b(Sa(x),Sa(y)) = blx,y), ¥ x,yeV,

Respecto de una base del tipo B,V eee, vy CON Vv, :Ha. la
matriz de Sa es la matriz diagonal
|T'-1 oF s o'}
1 ORt ST R OS]
ettt e |
| |
I Ty 5 g e Al g
: 2
Se sigue entonces que det(sa) = -1, Notar ademas que Sa= Td

Las simetrias Sa‘ cuando a recorre los vectores an?sétropos
de V general el grupo ortogonal de V, o sea toda transformacién
ortogonal es producto de simétricas. Esto es facil de probar.Pe
ro hay un resultado no trivial de gran significacién, conocido
como Teorema de Cartan—bieudonné, que establece que toda trans-
formacién ortogonal de (V,q) puede escribirse como producto de a
lo sumo dim(V) simetrias. Por ejemplo si dim(V) = 2, las trans-
formaciones ortogonales son simetrias o producto de dos sime-

tniwsitetcnnn

A manera de ilustracién probemos que si (V,q) es un espacio
cuadratico y, dados vectores x,yeV con 0# q(x) = q(y) existe una
transformacién ortogonal t tal que t(x) = y. Un dibujo suguiere

qué hacerl
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A8

A2y N

Entonces q(x+Y)#0 , Sx+y(x) = -y
= #* S = .
q(x-y)#0 , x_y(x) y
En el primer caso componemos Sx+y con la transformacidén or-
togonal -I (x) = -x para obtener una isometria que aplica x en

y. Habremos probado nuestra afirmacién si probamos que

0 = q(x+y) = q(x-y) es imposible. En efecto, se tiene

08 = = (x+y) = billxty,xsyl = 245 (gilx) + bil(x, y)

0 = gl(x-y) = bl(x-y,x=-y) = 2.(q(x) - b(x,y))
o sea 4.q(x) = 0 , por tanto @glx) = 0, contrario a la hipéte -
sis.

Utilizando este resultado probemos que toda isometria es

producto de a los sumo 2n-1 simetrias de V, siendo n = dim(V).
Si dimensién de V = 1, las isometrias son la identidad y - Iy
La identidad la interpretamos como (—Id)o. Sea entonces

dim V> 1 y t una isometria de V. Sea x un vector anisétropo.
Si t(x) = y, por lo visto mds arriba existen dos simetrias

S Sy talles que S BUX) = %

1 2
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Se tiene la descomposicién ortogonal V =<x >l <n>'l y la
isometria 5152t fija el subespacio <x> . Por lo tanto define
una isometria en el subespacio ortogonal <x>l. Utilizando la
h ipdétesis inductiva, sobre <x>i v S1SZt es producto de a lo
sumo 2(n-1_-1 isometrias : S1SZt | <x> = L; il

h<2(n-1)-1 y donde L

[
4,

{ son simetrias en <x> . Cada Li se ex -
tiende trivialmente a una isometria L; de Vv, por Li(x) = x 0 Se

tiene entonces
t = s1SZL1"'Ln

con h+2 <2n-1 . Es mds dificil probar que t puede escribirse

como producto de a lo sumo n simetrias.

2.7. TEOREMA DE EXTENSION DE WITT.

ma (Ernst Witt (1937))

Sean (V,q), (V',q') espacios cuadrdticos regulares isomé -

tricos.
Entonces todo morfismo métrico inyectivo s : u ---> V' de
un subespacio U de V, en V' , se extiende a una isometria de

¥V sobre V',

En mds palabras se tiene una isometria t : V ---> V' . Por
otra parte un subespacio U de V se inyecta métricamente en V',
s ¢ U--->V' , E1 teorema afirma que s se extiende a una iso-

metria de V sobre V'. Un dibujo alegra el espiritu,
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De acuerdo con el teorema de extension de Witt, dados vecto
res isétropos x,y en V, existe una isometria t tal que (t(x)=y.
Méds generalmente dados dos subespacios totalmente isotropos ma-
ximales son conjugados por O(V) y en particular tienen la misma

dimensidn.

Una consecuencia fundamental de este Teorema es el llamado

Teorema de Cancelacidén de Witt:

En efecto, si en el teorema el subespacio U admite unm com -

plemento ortogonal U', la extensién s : V —--> V' de
s ¢ U ~--> V', aplica el ortogonal de U en el ortogonal de s(U),
0 sea aplica isométricamente U' sobre W', que es la contensién

del Teorema de Cancelacién.

Este Teorema de Cancelacidn se demuestra también elemental-

mente con lo desarrollado en 1a seccién anterior y lo hacemos.

Razonando inductivamente es Suficiente referirse al caso

U= <e >, W = <e'>,. dado que ( U es regular ) U=
La isometr’a t:V ——_5 yu

aplica e en un vector f ¢
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Pero se tiene q'(f) = qle) = q'(e') , pues <2> y <e'> son iso
métricos. Por lo tanto existe una transformacién ortogonal g
de (V',q') tal que g(f) = e'. La isometria composicién

g.t : V---> V' satisface g.t(e) = e' . Aplica el ortogonal U'
de <e> en el ortogonal V' de <e'>, y esto es lo que queriamos
probar. E1 teorema de cancelacién tiene una versién matricial

interesante. Sean las matrices simétricas de bloques

M=I'A o7] N [A* 01

= A,A'e k v, By BRe UK
o el EY
Entonces se verifica que

M congruente con N
===> B congruente con B'

A congruente con A'

Es decir si existe wuna matriz inversible Q con t0.’M.O = N,
una matriz inversible T con tT.A.T - A;, entonces existe una

matriz inversible R tal que tR.B.R Silo g

3.- ALGEBRA DE CUATERNIONES.

Como dijeramos en la Introduccién, la teoria de formas cua
draticas es rica también en ingredientes de tipo algebraico.
Las algebras de cuaterniones son espacios cuadrdticos de dimen
sién 4 que poseen un producto de vectores. Precisemos cstaafi:
macién. Dado un espacio vectorial A sobre un cuerpo k decimos
que sobre A hay una estructura de dlgebra sobre k o de k-alge-

bra si existe un producto en A

AXA ===> A , x,y =-==> X.y
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tal que el mismo es distributivo respecto de la suma en A y es

compatible con los escalares en el sentido siguiente
(1) R (xS Y = (R X)) sy = TRy s K e s K XA VA

También pedimos la existencia en A de un elemento neutro que

denotamos con 1
Tax = ol = y XE A,

Decimos que A es un algebra de divisién si para todo x e A,
X # 0 existe y €eA tal que x.y = y.x = 1.
En un dlgebra A conviven 3 operaciones: + , . y producto

par escalar, tales que

<A,+,.>es un anillo con elemento neutro
<A,+, producto por escalary es un espacio vecto -
rial
(1) vincula el producto . con el producto por es

calares.

El anillo de polinomios k [ X ] en una indeterminada 6
Kk [X1, dola iy Jes un ejemplo de dlgebra sobre k : el dlgebra
de polinomios. La totalidad Mn(k) de matrices de nxn con coefi-

cientes en k es otro ejemplo : el dlgebra de matrices.

Si A es un algebra sobre k de dimensién finita (como espa -

cio vectorial sobre k) y cw,...,en es una base de A, entonces

paira %,y en A, x = Ix_e., , y = Z3yiei X,y € k entonces
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Por lo tanto el producto queda completamente determinado co-
nociendo los productos basales ei'eJ' La coleccién de estos pro
ductos constituye la tabla de multiplicacién del dlgebra. Por
e jemplo, los complejos C pueden consideranse como un algebra so-
bre el cuerpo real R. Usando la base 1,i la multiplicacién en C

queda determinada por la tabla

Notemos que en la teoria de dlgebras no se pide en general
que el producto gea asociativo, es decir satisfaga
x,(y,z) = (x.y).z si x,y,z €A. Cuando esto es asi decimos que
el élgebra'es asociativa. Es este el caso que nos interesa con-
siderar aqui, pero existen ejemplos muy importantes de algebras
no asociativas. lLas llamadas algebras de lie (Sophus Lie) satis

facen la identidad (de Jacobi)

XollCyrz ) & yellzex) + zoExiaydl = 0L,

3.1. ALGEBRA DE CUATERNIONES

Sea H un espacio vectorial real de dimensién 4, por e jem—

plo A = RA.

Sea una base de H, que por razones que se verdn en seguida,

denotamos con
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Para definir sobre H una estructura de dlgebra es suficien -
te fijar una tabla de multiplicacién. Este problema fue conside-
rado por el matemadtico irlandés Sir William Rowan Hamilton (1805
1865). E1 "descubrimiento" de los cuaterniones por Hamilton es
realmente fascinante en su faz histérica. Hamilton traté de ex =~
tender la estructura de dlgebra en C = R2 a dimensiones mayores
RS, R . E1 plan de Hamilton era definir un producto como se hace
en R2, preservando ademas la famosa propiedad multiplicativa de
la distancia.

(a2 + b2).(c2 + dz) = (ac—bd)2 + (ad + bc)2

El primer intento fue hecho en R3Y se trataba de multiplicar
tripletes. Gastdé mucho tiempo Hamilton tratando de descubrir el
"producto!" de tripletes. En esta preocupacién parece ser que in-
volucrdé a toda su familia. Se cuenta que todas las mahanas al ba
Jjar a tomar el desayuno su hijo le preguntaba : Papa,;puedes mu£
tiplicar tripletes?. Con tristeza inclinaba la cabeza para decir
""No , pude sumarlos y restarlos solamente'". El plan era tratar

de definir un producto en los elementos

IR ]

tal de satisfacer la identidad de cuadrados que dimos mas arriba.

Cuenta Hamilton que el 16 de octubre de 1843 caminando con
Su esposa a lo largo del Canal Real, yendo a presidir una reu -
nién de la Academia Real Irlandesa sintié que un circuito eléc -
trico se cerrd y una chispa iluminé su mente. E1 resultado fue
el de considerar 4 vectores en lugar de tres y la tabla de multi

plicacién:

(2)
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(2) e[S = SRS RS =S e s )
ek liis =5 5 Akl =
Es este el nacimiento de los cuaterniones ( de Hamilton).

Son éstos los vectores

El producto de cuaterniones se efectla por medio de la pro
piedad distributiva y la tabla (2). REsulta un dlgebra asocia-
tiva con identidad 1 = 1.1 + 0.i + 0.j + O.k. El estudio de los
cuaterniones prosigue como se hace con los complejos. Se defi-

ne el con jugado X de x:

Se verifiica gque
- 22 2l 52 §
XX = (x1+x2+x3+x4).1 + 0.1 + 0.j + 0.k

Es costubre identificar los cuaterniones
a.1 + 0.i + 0.j) + 0.k con a.1 = a, o sea identificando a R con
los cuaterniones del tipo a.1. Dichos cuaterniones se denomi -
nan escalares, en cambio los que tienen la primer componente

nula x, = 0 se denominan cuaterniones puros.

8
e NICx s = e —o e et g o 2
X T X.X = X1 X2 3| )(4

que es un escalar, se denomina la norma de x. La norma puede
considerarse entonces como una aplicacién N:H --->R y es clara-

mente una aplicacién cuadratica:
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N(x+y) = N(x)=-N(y) = %(x.y + y.x)

es la aplicacién bilineal asociada.

La norma es una funcién multiplicativa : N(x.y) = N(x).N(y)
y esta es la relacién precisamente que buscaba Hamilton. Esta
relacién dice que suma de 4 cuadrados por suma de cuatro cuadre
dos es igual a suma de 4 cuadrados. Efectuando el producto se

obtiene la identidad numérica.

El hecho notable del &dlgebra de Hamilton es ser un adlgebra
de divisién. Esto es consecuencia de la anisotropia de la forma
cuadratica N. En efecto, notemos que tratandose del cuerpo real
N(x) = 0 si y sélo si x = 0. Ademas, de N(x) = x.x se sigue, si

N(x) # 0, que 1 = x. —— = ——1—. X , o sea x es inversible. El
N(x) NI x )
dlgebra de Hamilton es el primer e jemplo conocido de algebra de

divisién no conmutativa. Pasemos a estudiar dlgebras de cuater-
niones en general. Sean a,bek’ . Definimos el algebra de cuater
niones asociada al par a,b, que denotamos con (a,b)i 6 simple -
mente (a,b) como el dlgebra de dimensién 4, con base 1,i,j,k y
la tabla de multiplicacién

22 2
(3) L= W=tRal SEEE = R i S e R ik

El dlgebra de Hamilton es entonces H = (ol = A

Ejemplo: El dlgebra de matrices M, (k) es un dlgebra de cuater-

——————— 2
niones de tipo (1,a), con a k . En efecto, basta tomar
(S]] (G Fe o
bk e e i
Lo 1l G| [a4ia =501
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y se verifica fdcilmente que responde a la tabla (3).

La forma cuadrdtica norma, asociada a (a,b)k es

- 2 2 2 2
N(a,b)(X) = N(x) = x.x = x] - ax; - bxy + abx,.
O sea, es la forma diagonal <1,-a,-b,ab> . En el caso par -

ticularnr de . (1,a) la forma cuadrdtica es <1,-1,a,-a> ~<1,=-1,1,-1>,

un espacio hiperbélico.

Por el mismo razonamiento anterior el adlgebra (a,b) es de di
visién si y sélo si la forma cuadratica N es anisdtropa. He aqufi
un hecho relevante, la condicidén algebraica de ser de divisidn
esta dada por una condicién aritmética, la anisotropia de una
forma cuadrédtica. Por ejemplo si k es un cuerpo finito, es bien
sabido que toda forma cuadrdtica de dimensi6n mayor que 2 es isd
tropa. Se sigue entonces que sobre un cuerpo finito k no hay al-
gebra de cuaterniones de divisén. Asi no mds!. El hecho mds rele
vante es que la estructura cuadratica de (a,b) determina la es -
tructura algebraica (a,b) y reciprocamente. Notemos que dadas

dos dlgebras A,B sobre un cuerpo k, un isomorfismo de A y B es

una aplicacién f: A ---> B que respeta todas las operaciones de-
finidas en A (y en B), o sea f es una transformacién lineal, f
es multiplicativa : f(x.y) = flx).f(y), f(1) = 1 y ademds f es

una biyeccién. Escribamos entonces A= B.

Sobre (a,b) conviven entonces dos estructuras: una algebrai-

ca y otra cuadratica. E1 Teorema fundamental establece que

= si s s i =N
(a,b)k (C'd)k -SSR N(a.b) (c,d)
o sea isomorfismo de 4dlgebras es equivalente a isometria de espa
cios cuadrdticos. La forma cuadratica norma es, en el caso

- O
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(a,b) , NI'Z <1,-a,=-b,ab>,

Notemos que si °1, -a, -b, ab> es isotropa entonces pode -

mos ver que

o sea es un espacio hiperboélico. Hay pues una finica forma norma
que sea isotropa y esta es el espacio hiaiplelrbiof aiciof < ihe=— =S
Dado que el algebra de cuaterniones Mz(k) = (1,a) tiene forma
norma <1,-1,1,-1> se sigue el hecho importante siguiente: Un él
gebra de cuaterniones es, de divisién o de otro modo isomorfa
al dlgebra de matrices Mz(k). En el caso real, la Unica forma
anisétropa del tipo < 1,-1,-b,ab> es la forma <1,1,1,1> . Como
consecuencia se sigue que la Gnica dlgebra de cuaterniones de di

visién sobre el cuerpo R es el algebra de Hamilton.

Ejemplo:
Sobre el cuerpo Q de ndmeros racionales hay infinitas dlge -
bras de cuaterniones, de divisén, no isomorfas entre si. Sean P

y q dos nimeros primos positivos de la forma 4m+3, p # q . Afir-

mamos que las algebras (-1,-p) y ( -q) no son isomorfas. En

efecto, de serlo se tendria la isometrias de las normas

<l gl s s Gl il pepst Bl UGl

Utilizando el Teorema de Cancelacién de Witt se seguiria la

isometria <pP,p> <g,q > Por lo tanto podemos escribir

[ = q.(r2+521 en Q. Eliminando denominadores se tendria

mz.p = q.(n2¢c2) en Z. Por una propiedad de los primos de la for
ma 4m+3, p divide a n2+t2 implica que p divide a n y p divide a
t. Por lo tanto el miembro derecho es divisible por una poten -
cia par del primo p, mientras que el miembro de la izquierda es
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divisible por una potencia impar de p. Contradiccidén. Se sigue
que las adlgebras dadas no son isomorfas. La clasificacién de
las dlgebras de cuaterniones sobre Q requiere nociones avanzadas

de teoria de nimeros. Es un problema aritmético, en esencia.

3.2. ESTRUCTURA BILINEAL DEL ALGEBRA DE CUATERNIONES.

Sea A = (a,b) un dlgebra de cuaterniones sobre el cuerpo k.

La forma bilineal asociada a la norma es

bRy e 5 %o (i Ry . VAKX )
Por lo tanto
ul y si y sélo si x.y = -y.x.
Recordemos que si x es un cuaternidn puro entonces x = -,

por lo tanto dos cuaterniones puros s,y conmutan si y sélo si
X.y = -y.x . Se sigue que la base 1,i,j,k es una base ortogo -

nal. Por lo tanto

A =<1>] <i> | <j>]| <k>, suma ortogonal

Sea AO = (a.b)o el subespacio de cuaterniones puros de (a,b).
0
Nos interesa estudiar el grupo ortogonal de (a,b) y de (a,b) .
Notar que si se trata del algebra de Hamilton se trata de los

a 3 %
grupos ortogonales O(R') y O(R™) respectivamente.

Sea q un vector anisdtropo. La simetria Sq esta dada por
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Si q y h estan en AO entonces la simetria toma la forma
=
S (h) = -qg.h.q o

0 .
Por lo tanto el grupo ortogonal de A  esta generado por las
simetrias precedentes. E1l producto de dos tales simetrias Sq,Sp
estd dada por

=
(4 S S (h) = gp.h.(qp
(

Sea y e A un elemento inversible. Es bien sabido que la apli

; © S -1 2o
cacién A -¥-> A definida por cy(x) = YeX.y es un automorfis-—
mo de dlgebras:

= = =
CR (ERIIVA =y IR VAR = YX YV =c (x).c (v).
y Yy &/ Y Yy Y Yy y 25 y

Es ademas una isometria dado que
= =7
N(cv(x)) = Nily.x.y® ) = IN(CyMeNEx) e INE) = NI((x) .
5 q g i 3 ‘ 5 0
E1 automorfismo Cy fija<1>y siendo una isometria aplica A
sobre AO. Por lo tanto estudiamos O(AO) utilizando estos automor

fismos Cy' Usando (4) se puede ver que los cy, cuando y recornre

los vectores inversibles de A, general el grupo SO(AO) de rota -

| 0 4 n o
ciones de A . En forma precisa se tiene la sucesion exacta de
grupos

(5) R s AT~ =l

Veamos algunas secuencias de esta sucesién exacta.

Sea A el dlgebra de matrices, cuya norma es <1,-1,1,-1>, EIl

8 (o} 0 it
espacio A~ tiene la forma cuadratica <1,-1,-1> . Por lo tanto
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dado que U corresponde a GL(2,k)
selE<tily i =>H = el (2l k)iZk* = Pal (2K

Si k=R y consideramos el algebra de cuaterniones de Hamil -

ton, ddentificamos H con las matrices comple jas
ER|
| il
[

k=l

i x2.1)+(:3+x4.i)j:

e ribi d 0 (5 il ) 3
sc dendol il ar Xgwd h XgeJl + X,

= 2k il
En la sucesién exacta (5) podemos reemplazar U por

H1 = N (C50) =

Resulta la sucesién exacta
i ==l iy == S e ee

Puesto que H1 = SU(2,C) segin la identificacién matricial

mencionada, resulta el isomorfismo
sU(2,c)7{1} = SO(3,R).

El morfismo ¢ admite en este caso una traduccién geométri-

0 3
ca transparente. En efecto, sea te¢ SO(A") = SO(R") una trans -

fu.macion ortogonal de determinante igual a 1. Es bien sabido

que esta transformacién fija una recta L y rota el plano orto-
gonal a L en un angulo O , en sentido contrario a las agujas
ro

del reloj (que no sea de cuarzo). Veamos como realizar esta
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1 : 2
tacién con un'yeH , o sea c(y) = t. Sea r un vector unitario en
la direccién de L. E1 vector r lo pensamos como un cuaternién

puro y escribimos
2] 9
y..= cos| = + sleni = . n
2

es claro que NGy =)

-1 ) 9
y = cos — - sen = .
2 2

5 : 0 Joar
Sea s un vector unitario enm A~ ortogonal a r. Es facil ver
(0]
que los vectores r, s, rs forman una base ortonormal de A .Cal-

culando c(y) sobre esta base resulta

clCy)(h) ="n'
c(y)(s) = cos @©.s + sen@.rs
cl(y)(rs) = -sen 6.s+ cos@.rs

que muestra bien que c(y) coincide con la transformacidon t.

A manera de consulta bibliogrdfica de esta seccidn recomen
damos un articulo de H.S.M. Coxeter : "Quaternions and refle -
xions", American Mathematical Monthly 53, 136-146,(1946), J.O.
Araujo y E.R. Gentile: Grupos generados por reflexiones, VI Sg
minario Nacional de Matemdtica, Vaquerias, Publicacién de la
Facultad de Matemdatica, Astronomia y Fisica de la Universidad
Nacional de Cérdoba (1982), Patrick Du Val: Homographies,
Quaternions and Rotations, Oxford Mathematical Monographs (1964),
N. Bourbaki, Algebra, Chapitre IX, Formes sesquilineaires et
formes cuadratiques, este libro es interesante por la cantidad

de e jercicios, fuente de temas para investigar y profundizar
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