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that is

Lﬂ) L)_ s
(1+R (1+ n) ey

where si(n) is the rate of growth of the function f(n).

SRAFFINO SVOPENJE PROMETNE VREDNOSTI NA UKUPNU KOLICINU
RADA: KOMENTAR

Stojan BABIC i Ladislav NOVAK

Rezime

Kod Sraffinog metoda izrafavanja prometne vrednosti roba (kao
sada¥nje vrednosti sume ukupnih direktnih i indirekinih radova koji
su wulofeni u njihovu proizvodnju) kljuénu ulogu imaju varijacije vred-
nosti odgovarajuéih Slanova reda u zavisnosti od velifine profiine stope
i vremenskog intervala, a u cilju eksplicitnog dokaza da se veli¢ina kapitala
ne mo3e odrediti nezavisno od odnosa raspodele. U ovom radu razmatra
se problem nalafenja onog &lana reda koji za odredenu vrednost profitne
stope ima vrednost veéu od bilo kog drugog Elana tog reda. U radu.je po-

norntira na proizvoljnu konstantu dobijaju rezultati identicni onima koje
je dobio Sraffa. Takode je dat algoritam problema za proizvoljno izabranu
»istoriju« radova. U analizi je razlikovan diskretan i kontinuelan slucaj.

sttt

.

JEDNA SPECIFICNA PRIMENA DINAMICKOG PROGRAMIRANJA:
APROKSIMACIJA VREMENSKIH SERIJA ODSECCIMA VISE PRAVIH
LINIJA

Radivoj PETROVIC i Sonja STOJANOVIC*

1.UVOD

Pri pradenju ponaSanja ekonomskih pojava desto se postavija za-
datak nalaZenja »najbolje« aproksimacije vremenskih serija zadatim
tipovima funkcija. Zadatak se moZe refavati na razne nadine, koristedi
raznovrsne gradijentne postupke i tehnike numeric¢kog pretraZivanja.
U ovom radu je opisan postupak nalaZenja »najbolje« aproksimacije

.vremenskih serija odsecima viSe pravih linija. Ovakva aproksimacija

poseduje- sve - dobre osobine linearnih aproksimacija tj. omogudava
dalju linearnu analizu posmatranih pojava, pa je potreba za njom des-
ta. Zatim, dinjenica da vremensku seriju podataka, umesto jednom
pravom, aproksimiramo pomodu odseCaka viSe pravih, govori da de
ovakva aproksimacija biti kvalitetnija, narocito kada je u pitanju duZa
vremenska serija.

Uodavaju se dve vrste ovih zadataka. U prvoj vrsti polazni podaci
su predstavljeni serijom originalnih podataka datih u obliku niza ure-
denih parova brojeva. U drugoj vrsti zadataka vremenska serija je
veé preliminarno analizirana 1 opisana nekom analitiCkom nelinear-
nom krivom koja je dobijena aproksimacijom originalnih podataka,
Ppa u slededem aproksimativnom koraku u analizi, krivu treba »zame-
niti« odseécima vide pravih. Na primer, pojave koje pokazuju tenden-
ciju stalnog rasta (kretanje drustvenog proizvoda privrede u celini ili
pojedinih privrednih grana, broj zaposlenih, ufe$ée industrijske pro-
izvodnje u ukupnom dru$tvenom proizvodu) obiéno se najpre pred-
stavljaju eksponencijalnim krivim, a zatim, u cilju dalje analize, apro-
ksimiraju odseécima vife pravih linija.

U obe ove vrste zadataka red »najboljax aproksimacija odseécima
vide pravih linija se odnosi na unapred izabranu meru kvaliteta aprok-
simacije. U prakti¢nim zadacima mera je najfeiée suma kvadrata
razlike aproksimacije i stvarne vrednosti. Medutim, mera kvaliteta mo-

* Institut »Mihailo Pupine, Beograd,
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:ie biti i drugadija funkcija, €ak neanaliticka, kao na primer: apsolutn?,
vrednost maksimuma odstupanja aproksimacije od stvarne vrednosti.

Pri aproksimaciji vremenskih serija odsedcima vise pravih linija,
moje se dopustiti da prave budu odredene tako da u odredenim vre-
menima — tackama prekida vaZnosti jedne prave i otpocCinjanja vaz-

nosti druge prave, te dve susedne prave nemaju iste ordinate. Postoji,

naravno, i druga mogucnost — da se unapred zahteva da se aproksi-

emenskih serija vrii odseCcima vife pravih linijav ]goje ob-
razuju poligonalou liniju. Ovaj dopunski uslov, &ini se, usloinjava po-
stupak nalaZenja redenja, ali interesantno je da Ce u resavanju ovog
zadatka putem dinami¢kog programiranja ukupan obim raunanja
biti manji.

U radu je kao primer, detaljno _opisan postupak _nalaienja najl?o-
lje aproksimacije kretanja VI‘edElPStl dr}1§tv.e1.19g pr_q1zvo_da elektx:om-
dustrije Jugosiavije odseécima viSe pravih lll.'ll_]a. Najbolja aproksima-
cija je nadena za oba, napred pomenuta, slutaja:

{a) direktmim koriscenjem originalnih podataka,

(b) koriicenjem analititkih podata]s'a dobijeni_h prethodnom aprok-
simacijom realnih podataka eksponencijalnom krivom rasta.

Izvrieno je poredenje najboljih aproksimacija u prvom i u dru-
gom sluaju.

macija I

2. POSTAVKA ZADATKA

Postavka zadatka nalaZenja najbolje aproksimacije ‘neke. funkcije
yremena odsefcima vie pravih linija je slededa. Data_ je kriva u (1),
te(0,a), definisana u normalizovanom vrgmenskom mte?vazlu (0, 2).
Zadatak se sastoji u tome da se zadata kriva u(t) aproksimira u da-
tom intervalu odseécima vife (u opStem slucaju N=1,2,..) pravih
linija v, m, b) = my; + bt tako da i-ti odseak va¥i u intervalu
(t-pt)i=1 2,...,N, (Slika 1.).

ult)
A

\

i
i\ % t

t=0 ¢ 10 ty- t. 20 LI tH=a

Slika 1,
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Parametre m;, b, 1, 1 = 0, 1,...,N—I, treba tako odrediti da se
postigne minimum odabrane integralne mere odstupanja aproksima-
cije. Najéesce, mera odstupanja je suma kvadrata odstupanja tj.

N_j 1’+1

Rw=zf|u(t)—m,—-—b,-tlgd[ ¢y

gde je N broj odsefaka pravih linija kojima se vri aproksimacija krive
u(t), a vazi: t, =0, ty=a. Treba uoditi da t;, i=12,...,N—1, nisu
zadati unapred, veé ih treba odrediti u procesu minimizacije Ry.

U sludaju da su, umesto krivom u(t), polazni podaci dati serijom
originalnih podataka u obliku homogenog niza uredenih parova brojeva
[thut)], k=01..., k..., k..., Ky =K, tr=k5, t*=02 =
= K§, § — korak na vremenskoj osi, mera odstupanja Ry je:

N-1 Kr”

Rn =z z fu(ts) —m; —b; t¥|? 2)

i=0 k-K!

gde je K, =0, Ky = K, a treba nadi m;, b;, K;, i=0,1,...,N—1, tako da
se postigne minimum Ry u (2). U ovom zadatku K;, i = 1,...,N—1
nisu unapred zadati veé ih treba odrediti u procesu minimizacije Ry.

NalaZenje minimuma Ry u (1), odnosno Ry u (2), je slofen zadatak
odredivanja ekstremuma funkcije od 3N—1 promenljivih, Kao 3to se
vidi promenljive su my, by, t;, odnosno m;, by, K, zai = 0,1... N—1, uz
zadato t, = 0, odnosno K, = 0.

3. POSTUPAK RESAVANJA ZADATKA

NalaZenje najbolje aproksimacije odseécima vife pravih, svedeno u

prethodnom odeljku na minimizaciju Ry, odnosno Ry, efikasno ée se
rediti putem dinamickog programiranja.

Definidimo funkcije fy(a), smatrajuéi da je a promenljiva veli¢ina
i da uzima vrednosti jzmedu 0 i u zadatku date pozitivhe vrednosti a.

' Definicija: fyfa)= m i n Rn N=12,...;i=01,...,N—I
{my, by, b} 3

Iz (3) sledi da pri izratunavanju vrednosti funkcije fy(a), za svako
celobrojno N = 1,2,..., minimum Ry treba traZiti po kvim vrednostima
koeficijenata pravih m; i b; i parametra t; za sve vrednosti t;, i =0,1,
ve.,N—1,1iza svakoa = 0.
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Defini8imo, takode, funkciju dveju promenljivih A (%, t;,4)

i
i+l
Alfutyd = min [u(t)—m— btjdt 4
nh | “
Yo0st<t<a

_ Kao posledica principa optimalnosti, funkcionalne jednadine dina-
mickog programiranja koje povezuju funkcije fy(a) za N =1, 2,...u (3)
su sledede:

fir{a) = A{0, a): sledi iz definicija (3) i (4).

&)
fN(a) = min |fN-—I (tN—l) + A (IN—JJ a_) I: direktno sledi iz
0<iy,<a principa optimalnosti.
zaN=23,...,N

Sli¢no prethodnom, u sluéaju da su polazni podaci vremenska se-
rija data u obliku niza uredenih parova brojeva, definife se funkcija:

Definicija: fMK)= min Ry, N=12,...,
{my, b, Ki} (6)
i=01,...,N—1

a zatim defini§imo funkciju:
K,
A(K Ky = mm 2 {u (") —m— btk)?

k-, ) a les)
U< Ki<lKp <K= —

pa shodno principu optimalnosti, rekurentne relacije dinamitkog pro—
gramiranja glase:

f1(K) = A(0,K]

fo(K) = min | fu-1(Kn-p+ & (Kn-1,K) |

0< Kn-1 <Ky ®
N=23...,N

Putem rekurentnih relacija (5) i (8), nalaze se funkcije £i;{a), od-
nosno fy (K), koje za zadato a ili K, i neko N predstavljaju minimalnu
vrednost srednjeg kvadrata odstupanja aproksimacije putem N odse-
daka pravih i ulazne funkcije u(t), odnosno vremenske serije date u
obliku niza uredenih parova brojeva, respektivno.

Kao 3to se vidi, u primeni rekureninih relacija (5), odnosno (8),
koriste se funkcije A (t;, t;,)) 1 A (K, Ki,y), respektivno. Obe ove funk-
cije lako se ratunaju za bilo koji par argumenata. U rekurentnim rela-
cijama (5) i (8), pak, sprovodi se jednodimenzionalno numeri¢ko pre-
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traZivanje u cilju trafenja minimuma i pri tome pamti funkcija jedne
promenljive. Iz ovog sledi da primenjujuéi radunski proces dinamickog
programiranja, umesto traZenja minimuma funkcije 3N—1 promenlji-
vih argumenta, funkcije Ry, odnosno Ry, treba videstruko traZiti eks-
tremume funkcija samo jedne promenljive (rekurentne relacije (3) i
(8)) & uzastopno refavati jednostavne zadatke odredivanja minimuma
funkcija .dve promenljive (sradunavanje funkcija A (t;,t;,,), odnosno
A K, K, ). Otigledno je da se primenom dinami¢kog programiranja
u ratunskom postupku moZe mnogo dobiti.

Primena dinamit¢kog programiranja u reSavanju oveg zadatka ima
i sledece dve prednosti:

(1) Nema nikakvih teSkoda i u slufajevima kada su funkcije Ry,
odnosno Ry, neanaliti¢ke (na pr. Ry = max |u(t)—m—Db;1).
fl S t StHl

(2) Samo primena dinamickog programiranja omogudava da direkt-
ni ulazni podaci budu nizovi uredenih parova brojeva |t u (t¥)|.

4. PRIMER

Opste napomene

U cilju ilustracije primene opisanog postupka dinamickog progra-
miranja posmatrano je kretanje drudtvenog proizvoda elektroindustrije
Jugoslavije u dvadesetogodidnjem periodu (1955—1974. god.)®. Prilikom
traZenja najbolje aproksimacije kretanja drustvenog proizvoda elektro-
industrije Jugoslavije odsefcima vi$e pravih linija, podlo se od slededeg:

1. Ceo dvadesetogediinji period, u kome je posmatrano kretanje
drustvenog proizvoda elektroindustrije Jugoslavije, je podeljen na pet
jednakih perioda (K =35), tako da jedinina duZina vremenskog inter-
vala iznosi 4 kalendarske godine (g = 4);

- 2. Svaki od posmatranih intervala je definisan svojom donjom (t;)
i gornjom granicom (t;,,);

3. Kriva kretanja dru$tvenog proizvoda elektroindustrije Jugosia-
vije se predstavlja sa najvife (K—1) odsefkom pravih linija. S obzi-
rom da je, u posmatranom shifaju, broj jedini¢nih vremenskih inter-
vala 5, to se posmatrana vremenska serija moZe aproksimirati sa naj-
viSe Cetiri odsetka pravih linija;

4. Mera za odredivanje najbolje aproksimacije vremenske serije
odseécima viSe pravih linija je suma kvadrata odstupanja;

5. Prave kojima se vr$i aproksimacija eksperimentalunih podataka
ne moraju da obrazuju poligonalnu liniju, tj. u tadkama prekida dve
susedne prave ne moraju imati istu ordinatu.

Zadatak je reSavan na dva nacina:

(a) Kretanje drustvenog proizvoda elektroindustrije Jugoslavije je
opisano analitickom krivom koja je dobijena aproksimacijom original-
nih podataka. S obzirom da vrednost drustvenog proizvoda privrede u
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celini ili pojedinih privrednih grana raste iz godine u godinu, to je
pretpostavljeno da je kriva kretanja drudtvenog proizvoda elektroin-
dustrije Jugoslavije eksponencijalnog tipa;

(d) Kretanje drudtvenog projzvoda elektroindustrije Jugoslavije je
predstavljeno serijom originalnih podataka datih u obliku niza urede-
nih parova brojeva.

U daljem radu ¢e postupak refavanja zadatka biti detaljno prikazan
samo za slu€aj kada je posmatrana pojava prikazana analitickom kri-
vom eksponencijalnog tipa. Paralelno sa tim, dace se tumadenje po-
stupka nalafenja optimalnog refenja za slu¢aj kada su polazni podaci
predstavljeni u obliku niza uredenih parova brojeva.

Postavka zadatka

_ Postavka zadatka je sledeéa. Data je kriva kretanja drudtvenog pro-
izvoda elekiroindustrije Jugoslavije (za dvadesetogodidnji period)

u{t)=pest p=2309135, g=0135 )

definisana u intervalu (0,20 godina). Zadatak se sastoji u tome da se
zadata kriva aproksimira odsecima vide pravih linija y{t, m;, b) =
= m; + byt od kejih svaki odsedak vaZi u intervalu (t, t;.0). Koeficijen-
teim, byit, i =01, 2,...,N—1, treba odrediti tako da se postigne
minimum mere odstupanja tj.

!
4 - i+7

R; = Zflpe""——m,-—-b,i]’dt
i-0 i 10)

gde je 1, =0, t, = 20.

Refavanje zadatka

Sam postupak nalafenja najbolje aproksimacije vremenske serije
odseécima viSe pravih linija ima dve faze:

U prvoj fazi sraunavaju se funkcije A u (4) ili (7), tj. vr$i se aprok-
Simacija krive u(t), ili originalnih podataka predstavljenih u obliku
niza uredenih parova brojeva, odseécima po jedne prave linije y(t, m;, b))
u svakom od posmatranih intervala (f, ), 1 = 01,..., N—1

U drugoj fazi se, primenom rekurentnih relacija dinamitkog pro-
gramiranja (5) ili (8), nalazi optimalno redenje, odnosno najbolja
aproksimacija originalnih podataka odsetcima vide pravih linija.

Aproksimacija delova krive uft) odseécima po jedne prave linije

. Za svaki od moguéih intervala (t,t;,;) nadena je prava, tj. koefi-
cijenti m i b, koja najbolje aproksimira kriva u(t) u smislu minimu-
ma sume kvadrata odstupanja
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Yt
Ii=Alt, t, ) =min | pest —m—br P dt (11)
{m, b)

i

gde je 0=t <t <tyzasvakoi=0,1,2,3 4 t,=0a ty =20

U sluéaju da je kretanje drustvenog proizvoda elektroindustrije Ju-
goslavije predstavljeno serijom originalnih podataka datih u obliku
niza parova brojeva, I; predstavlja sumu kvadrata odstupanja pravih
od originalnih podataka tj.

Kf+1
I = A(K',-, K;,”) = min |u(t")——m—bt"]z (12)
(m.b)
K, 05K, <K, ;=K=35

gode je u (t¥) vrednost drustvenog proizvoda u godini t*.

Intervali (1, t;,)), u kojima se traZi minimalna vrednost sume kvad-
rata odstupanja, mogu da obuhvataju jedan, dva, do maksimalno pet
jediniénih intervala.

- Postupak nalaZenja vrednosti parametara pravih (m, b) kojima se
u posmatranim intervalima vr3i aproksimacija podataka je prikazan na
slici 2.

Ulazne velidine za ovu fazu rafunskog procesa su sledece:

(a) Vrednosti koeficijenata eksponencijalne krive (p i q), sradunate
na uobifajeni nadin, pa stoga postupak njihovog racunanja ne treba
posebno tumaditi®:

(b) Jedini¢pa duZina vremenskog intervala (g). Izbor ovog koraka
je stvar iskustva i poznavanja precesa posmatrane pojave, i od nje-
gove duZipe zavisi tatnost i obim potrebnik radunanija;

(c) Parametar (r) koji oznafava broj jedini¢mih vremenskih inter-
vala u kojima se vr$i aproksimacija krive u(t} jednom pravom (r =1,
2,...,5. '

U sluéaju kada se posmatrana pojava predstavlja serijom original-
nih podadaka datih u obliku niza parova brojeva, umesto parametara
p i g ulaz je zadat tabelarno (niz uredenih parova brojeva).

Izlazne veliCine ove faze ra¢unanja su:

(a) Koeficijenti (m, b) pravih kojima se, u posmatranom intervalu,
vr8i aproksimacija krive u (t). Ovi koeficijenti se sracunavaju na stan-
dardni na¢in®;

——
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START

ULAZNI PNDACL:
P g, lr'ﬁ

ZRACUNAVA S
m. b1

STAMPA SE:
m,b, 1, t,

1

Slika 2. Dijagram toka eperaciia za adredjivanie pravit linjia kofima se vrsi
aproksimacia eksperimentalne krive uft) 1 posmatranim mtervalima
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() A, t;,,) — Minimalne vrednosti sume kvadrata odstupanja
eksponencijalne krive u{t) od prave kojom se, u posmatranom inter-
val, vréi aproksimacija.

Sratunate vrednosti parametara m i b kao korespondentne vred-
nosti A (t;, t;,,) za sve intervale (t;, t;,,) su date u tabelama 1 i 2.

Druga faza rabunskog procesa: Nalafenje najbolfe aproksimacije
eksponencijalne krive u (t) odsedcima vife pravih linija

U skladu sa postupkom relavanja iznetim u ovom radu u rekurent-
nim relacijama (5) koriste se sra¢unate vrednosti A (t;, ti,):

fula) = min | Fo-i (tnos) + A (ty-p a)] a3
0=ty ,;=a 2=N=4

Dijagram toka operacija za nalaZenje najbolje aproksimacije neke
krive odsedcima viSe pravih linija dat je na slikama 3a i 3b.

Ulazne velidine za ovu fazu ratunskog procesa su sledede:

(a) Parametri m, b i korespondentne veli¢ine A (t;, t;,,) &ije su vred-
nosti dobijene u prvoj fazi reSavanja zadatka;

(b) Korak (ili priradtaj) koji iznosi letiri kalendarske godine;

(c) Gornja granica intervala a u kome se traZi najbolja aproksima-
cija krive u (t), ili originalnih podataka, odsefcima vi§e pravih linija.

Izlazne veli¢ine ove faze ra¢unanja su:

(a) Vrednosti funkcija fy {a);

(b) Donje granice intervala u kojima se nalaze prave koje najbolje
aproksimiraju krivu u (t} — vrednosti ty_; (opt);

(c) Gornje granice istih intervala — vrednosti a.

Treba napomenuti da je, u prvom koraku, kada se kriva u () pred-
stavlja jednom pravom, refenje zadatka trivijalno i svodi se na nalaZe-
nje vrednosti f; (a) = (0, a), pri ¢emu a moze uzimati vrednosti 4, 8, 12,
16 1 20.

Sratunate vrednosti fy (a) odnosno fy (K) su date u tabelama 3 i
4, Najbolje aproksimacije odsefcima viSe pravih linija se iz ovih tabela
mogu lako »procitatis.
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Tabela 1. Vrednosti parametara m, b i AIK,, K;,)) za slugaj kada su polazni
podaci serija originalnih podataka u obliku niza parova brojeva

Gornja granica

Donja granica intervala (1))

intervala (1)

Parametar 4 8 12 16
m 84,50
4 b 118,53 — — - -
A 1201,52
m 88,71 (-7 S -
8 b 118,54 104,82 — _ _
A 405 2502
m —16,20 —207,20 —295,9 T
2 b 146,59 161,35 1773 — _
A 67540 38943 14021
m —8782 —29041 —450,73 —2141,82 B
% b 150,35 17644 18899 303,41 -
A 203343 131899 48148 8427
m —22047 —462,17 —T772,35 —1500,75 —4200.92
20 b 179,89 198,55 216,43 258,58 241,92
A 568094 315054 200691 81968

58045

Tabela 2. Vrednosti parametara m, b I A(t, i) za slu¥aj kada su polazni
podaci zadati krivom eksponencijalnog tipa

Gornja granica Donja granica intervala (i)

intervala (ti4) —

Parametar 4 8 12 16
m 291

4 b 554 - — —~ -
A 173
m 261:98 163,16

8 b 73,69 90,17 - — —
A 3836,29 806,44 ’
m 172,57 —5725 = —433,66

” b 100,14 126,55 164,02 — —
A 64963,02 16267,12 305799
m —4,99 —391,19 —970,627 —1666,53

1% b 137,89 171,84 21747 267,06 —
A 487119,20 181256,61 35481,76 14335,61
'm 33402 95472  —I83595  _310795  —5030.67

2 b 192,32 239,56 293,83 370,10 ATTA4
A 2843051,53 143391566 567484,50 143518,34

148,25
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Tabela 3. Vrednosti funkcija fw{a) u slufaju kada su polazni podaci kriva
eksponencijalnog tipa

£ (a) Gornja granica intervala (a)

topt. 4 3 12 16 20
fi(a) 17,304 3836 64963 487119 2.843051
t; opt. — 4 8 8 12
f.{a) — 824 €894 31318 208481
t; opt. — — 8 12 16
£ (a) — —_— 3882 21229 39466
t opt. — — —_ 12 16

fi(a) — — — 18215 21378

Tabela 4. Vrednosti funkcija fi(K) u sludaju kada su polazni podaci vremen-
ska serija u obliku niza parova brojeva

) Gomnja granica intervala (a)

t opt. 4 ] 12 16 20

£ (K) 1201 4795 67540 203343 569094
t, opt. —_ 4 -] 8 12
£,4K) —_ 3703 o 18816 52943 149508
t: opt. — — 8 12 is
£:(K) — — 17724 27243 110988
1 opt. — — —_ 12 16
£ (K) — — — 26153 85238

5. ZAKLJUCNA RAZMATRANJA I TUMACENJE REZULTATA

Zadatak odredivanja najbolje aproksimacije vremenske serije od-
setcima vide pravih je reSavan na dva nadina. U ovom delu ¢e se dati
tumacenje dobijenih rezultata i izvrditi poredenje istih.

Refavanje zadatka nalaZenja najbolje aproksimacije vremenske se-
rije odseccima viSe pravih linija, u slu¢aju kada su polazni podaci dati
u obliku niza parova brojeva, je dalo mnogo bolje rezultate. Ovakav
postupak reSavanja zadatka je jednostavniji jer ne zahteva pocetnu
aproksimaciju originalnih podataka nekom krivom, pa se samim tim
smanjuje i obim potrebnih pripremnih operacija.

U sluéaju kada su polazni podaci predstavljeni analiti¢kom krivom
u (t), nadeno redenje ne predstavlja ustvari najbolju aproksimaciju vre-
menske serije veé je to najbolja aproksimacija krive u {t) koja je veé
i sama jedna pribliZna interpretacija originalnih podataka,

Stoga je razumljivo da su najbolje aproksimacije originalnih poda-
taka odsedcima vide pravih u sluéaju kada su polazni podaci predstav-
ljeni serijom podataka u obliku niza parova brojeva bolje od onih do
kojih se dolazi polazedi od analititke krive u(t). To se najbolje vidi
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ako se posmatra optimalna vrednost mere odstupanja (minimum sume

kvadrata odstupanja) u zavisnosti od broja pravih kojima se vrii

aproksimacija. U tabeli 5. date su minimalne vrednosti sume kvadrata
odstupanja najboljih pravih od originalnih podataka za sludaj kada
su polazni podaci dati u obliku niza parova brojeva (I sludaj) i anali-
tickom krivom u (t) (IT slucaj). -

. Tabela 5. Minimalne vrednosti sume kvadrata odstupanja odsefaka
: pravih lmua od originalnih podataka

.Broj pravih Minimum sume kvadrata odstupanja

“kojima se

;vrél najbolja - R .

aproksimacija - I sludaj iI sluéaj
1 569.064 ) 717.714
2 149.508 1.851.222
3 110998 1.809.261
4

85.288 1.761.159

Iz tabele 5. se vidi da minimum sume kvadrata odstupanja odseta-
ka pravih, koje predstavljaju najbolju aproksimaciju kretanja drustve-
nog proizvodaelektroindustrije Jugoslavije u posmatranom dvadeseto-
god1§n_|em periodu, od originalnih podataka vedi u drugom nego u
prvom slutaju. U slu€aju da se kretanje drustvenog proizvoda pred-
stavljeno krivom u (t) aproksimira sa Cetiri »najbolja« odsetka pravih,
minimalna vrednost mere aproksimacije je ¢ak dvadeset puta veca
nego u stutaju kdda su polazni podaci dati nizom parova brojeva.

*

Grafi¢ki prikazi rezultata dobijenih refavanjem napred opisanog
zadatka dati su u prilozima.

Pﬁlog I sadrii prikaze rezultata zadatka reSenog na prvi naéin: polazni
podaci s__u_predstavljeni serijom parova brojeva.

Prllog I sadrm grafmke prikaze rezultata zadatka relenog na drug'l

naéin, kada se pri nalaZenju najbolje aproksimacije vremenskih sen]a
odseécnma vige pravih linija polazi od krive u {t).

PRILOG I

GRAFICKI PRIKAZI' REZULTATA ZADATKA RESENOG
: NA PRVI NACIN

~— Polazni podaci su predstavljem serijom uredenih parova brojeva —-

thy
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PRILOG II

GRAFICKI PRIKAZI REZULTATA ZADATKA RESENQG
NA DRUGI NACIN

— Polazni podatak je analiti¢ka kriva eksponencijalnog tipa —
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APPLICATION OF DP IN THE BEST
POLYGONAL APPROXIMATION OF TIME-SERIES DATA

by
Radivoj PETROVIC and Sonja STOJANOVIC
Summary

The problem of the linearized approximation of time series, encountered
frequently in the behavioral analysis of economic phenomena, is formudated
and solved in this paper. The time series are approximated by polygo-
nal lines. The mean square criterion is accepted as the approximation
qu'alfry meqsure. The optimization method applied is the dynamic program-
ming. The method is applicable to the case when the original data are of
non-analytic form, e. g. tables, and alse when the original data have already
been approximated by a non-linear analytic function. The procedure of finding
the Yz;goslav electrical power industry growth is described in detail as an
example,

=]

NATURALNI PRISTUP K PROBLEMU AGREGACIJE

Viljem RUPNIK*

Problematika agregacije je v ekonomiji 3¢ vedno zamimiv in perec
problem, ki se ga v praksi lotevamo tako, da uvajameo razliéne vrednostne
kategorije {n. pr. cen®), ki omogo&ajo agregiranje razlidnih koli¢in v njihovih
vrdnostnih ekvivalentov. Tefave, ki pri tem nastajajo, v splodnem povzrodajo
popadenost rezultatov, ki ji ne moremo vselej ugotoviti smeri, 8¢ manj pa
intenzitete. V predlofenem razmidljanju pa se skufamo izogniti uporabi
vrednostnih ekvivalentov raznorodnih koliéin in ugotoviti, v kolik¥ni meri
lahko agregacijo izvedemo direktno, t. j. v naturalni obliki.

V ta namen vzemimo proizvodno funkcijo v precej poenostavljeni (1)
obliki, namred

g1 = fi [Xu, Yo 2] w

kjer je xy, vektor, katerega komponente pomemnijo koli¢ine naturalnih inpu-
tov v proizvod P, s koli¢ino q;, yw vektor, ki prikazuje potro$ke strojnega
dela, in z; vektor, ki prikazuje koli¢ine vloZemega Zivega dela. Proizvodna
funkcija (1) je lahko podloga za razlitne kvantitativne $tudije, kot npr. za
analizo produktivnosti {1). Ce zapifemo (1) za i iIn j 4 i, potem je temelj-
no vpradanje, kako definirati q: + q. Do problema agregacije pride bodisi
takrat, ko gre za fizitno zelo razlidne proizvode, bodisi takrat, ko skuSamo
posamezne vrste proizvodov agregirati med panogami ali pa regijami. D4 se
uvideti, da je problem zamimiv pravzaprav le s prakti®nega vidika, V tej
smeri je praksa tista, ki ne dovoljuje poljubne agregacije, t. j. agregacije
kakriniholi proizvodov. Najprej preidimo na zasnovo ideje o agregaciji
maturalno izraZenih proizvodov, mato pa bomo posebej razpravljali o izboru
komponent, ki kot skupna vsebina omogogajo agregacijo in konéno e ob-
ravnavo takinih proizvedov, ki so si med seboj fizino popolnoma tuji.
Produkcijska funkeija (1) prikazuje koli¢ino proizvednje q; v odvisnosti
od razlitnih faktorjev, od katerih sc mekateri takdni, da fizi¢no vstopajo v
proizvod in tvorijo mjegovo materialno substanco. V tej smeri bo treba za
primer, ko gre za storitve, razdiriti predloeno koncepcijo tudi na tak3ne
primere, ko ne gre za povsem materialno proizvodnjo. ¥zemimo dva proiz-
voda, npr. P, in P;, ki ju predstavimo kot vektor mjunih materialnih kompo-

* Bkonomska fakulteta sBoris Kidrite, Ljubljana,



