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DINAMICKO PROGRAMIRANIE
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. Sayremeni ekonomista, infenjer ili praktidar iz neke druge oblasti, u
rjesavanju problematike iz svojeg podrudja gotovo se redovito susrece s
prob.].e:mo_m oc:lrec'}‘vanja optimuma, odnosno optimalnili rjefenja u datoj si-
tuaciji, 'Ia\'zmtltativne studije optimuma kao i metode njihovog odredivanja
obuh\:acene su teorijom optimizacije. Simboli¢ka reprezentacija veza koje
postoje medu fakiorima u problemu rezultiva u matematiCkom modelu, koji
sadrzi tri bitno razligte komponente:!) '

I. Nezavisne varijable (varijable odluke), tj. faktore koji se mogu kon-
trolirati i mijenjati s ciljem postizanja opl.muma; -
2. Parametre, tj. faktore koje nije mogude kentrolirati;

. 3. Mjeru efektivnosti (vrijednost funkcije kriterija, funkcije cilja, funk-
cije koristi) pridrufenu svakom mogucem rjeSenju problema. (Matematié-
ki izraz mjere efektivnosti je realna funkcija varijabli i parametara).

i Postoji li vide moguéil rieSenja matematickog modela, tj, vife razli&i-
{ih skupova nezavisnih varijabli koje zadovoljavaju ograni€enja definirana
modelom, javlja se problem dono%enja odluke, odluke o izboru najboljeg
riefenja iz skupa svih moguéih rjeSenja, Optimalne rjeSenje jest rjedenje
za koje je pripadna vrijednost funkcije kriterija ekstremalna, maksimalna
ili m'nimalna veé¢ prema naravi problema.

. I?anas je raspoloZiv veé Zitav niz tehnika za odredivanje optimalnih
rjesenja. Izbor tehnike oplimizacije u rjeSavanju koukretnog matematidkog
EI}odela ovisi o njegovoj matemati€koj strukturi, njegovoj velidini, raspolo-
Zivim prikladnim tehnikama optimizacije, iskustvu analitidara itd, Jedna od
Sve vide upotrebljavanih i usavriavanih tehnika je i metoda dinamickog
programiranja. Prema autoru po¢etnih radova, prvih metoda kao i naziva
— dinami¢ko programiranje — R. E. Bellmanu, teoretski izvori bili su mu
rezultati J. Von Neuwmanna i A, Walda s podruéja teorije igara odnosno po-
dru¢ja sekvencijalne analize.?)

Dinamitko programiranje je tehnika razradena za rjeSavanje klase
problema koje opcenito nazivamo vieetapnim procesima odludivanja. Ta

*} Autor je magistar matematickih nauka i asistent Fukulteta ekonomskih nauka u Zagrebu.

23 %/:ixdivx;lgl.k[%‘,k:tri ?ialelu diskusiju matematigkih niedela vidi ref. [24], str. 2—5,
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¥lasu &ine procesi u kojima se donosi niz odluka i cne se donose postepeno
u vremenu. Odluke misu medusobno nezavisne ved svaka opcenito ovisi
o nizu prethodnih odluka, Postoji naravno niz tipova problema koji traZe
postepeno, sekvencijalno donosenje odluka, ali se i u problemima koji ne sa-
dr7e vremensku komponentu eksplicite, moZe umjetno izvrditi dekompozi-
cija na niz subproblema manjih dimenzija i tada postepeno vriiti optimi-
zacija.

Pristup problemu pomodu dinamickog programvranja sastoji se u biti
u formuliranju viSedimenzionalnog problema optimiziranja u formi niza je-
dnodimenzionalnih kondicionalnih problema optimiziranja. U principu takva
je reformulacija problema uvijek moguéa i 1t tom smisiu je dinamicko pro-
gramiranje uvijek primjenljivo.

2.FORMULACIJA PROBLEMADINAMICKOG
PROGRAMIRANITA

2.1, VISEETAPNI PROCES ODLUCIVANJA

Promatramo [iziki sistem koji se u vremenu mijenja 4 na &iji tok mo-
Zemo u vecoj ili manjoj mijeri utjecati, U svakoj etapi razvoja procesa si-
stem se nalazi u nekom stanju karakleriziranom skupom parametara, tzv, va-
rijabli stanja odnosno vektorom stanja. U svakoj etapi procesa vx§imo izbor
transformacije tog vektora u neki drugi vektor stanja tj. u sli¢an skup pa-
rametara s novim numeri¢kim vrijednostima i time djelujemo na smjer ra-
zZvoja procesa, S precesom promjene sistema vezan je neki na$ interes &iji
rnumericki ekvivalent« ovisi o odluci izabranoj u pojedinoj etapi, Problem
je, dakle, kako organizirati neki proces, da bi s obzirom na postavijene za-
htjeve i1 dozvoljene uslove efekt bio najbolji ili drugim rijedima, problem je
izvrsiti optimalno planiranje nekog procesa. Postoje razliciti kriteriji klasi-
fikacije viZeetapnih procesa odluéivanja. Najprirodnija i najopdenitija je
podjela opde klase viSeetapnih procesa odludivanja na procese deterministié-
kog i stohastickog tipa. ZajedniCko im je osnovno svojstvo da posljedice
prethodnih odluta mogu biti upotrebljene za izbor bududih operacija, a
bitna je razlika u tome §to je u deterministickom sludaju posljedica odluke
izabrane iz skupa mogudéih odluka u nekoj etapi polpuno odredena tom od-
lukom, dok u stohasti¢kom slu¢aju posljedica odabrane odluke nastupa s
izvjesnom vjerojatnoscu.

2.2, MATEMATICKA STRUKTURA VISEETAPNIH PROCESA ODLUCIVANIA

Matemati¢ke strukturne karakteristike viSeetapnih procesa odlugiva-

" nja dao je prvi S. Karlin [19]. Obulivadeni su procesi kod kojih je operator

pomocu kojeg komponiramo ukupnu korist iz parcijalnih koristi od pojedi-
nih etapa — zbrajanjed)

3) To naravno nije nuZno u svakom sluéaju, ali prete¥no se u aplikacijama koristi ta.
kav tip funkcije ukupne koristi. Opdenito, ukupna korist je neka funkcija individualnih koristi,

4 Ekonomska analiza
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2.2.1, Deterministicki slugaj

I\jeka je J‘Y_prostor sfanja, dakle prostor svih moguéih stanja u kojima
se moze nalaziti }?l’OCeSvl neka je D prostor odluka, dakle prostor svilr
mogucih odluka koje mozemo donijeti u nekoj erapi procesa.

Na p}'Odukt prostoru XX D definiraimo nenegativau funkciju koristi
r (X._d) ko_lahza. svako { dzrajava korist od procesa, ako smo u i-toj etapi
na sistem koji je u.stanju X primijenili odluku d. Svakoj odluci d € D 011-
govara transformacija T'IE{Td}ta-kva, daje T diy (x;_,)="': za svako x; €X.

Prostor. politike ili prostor strategije definiramo kao S=DXDX...,
t'ak?'c‘ia S"a}_“ element s€ S, s=(d, d,...) predstavija niz odluka ili jednu
pohnku..x\}ef\a Je ukupna kerst od procesa s pofetnim stanjem x i upotre-
bom politike s

R(x,8) =3 r(x,d)

U vedini slutajeva imamo 5 (xdp) =1 (x,d;) za svako i, dakle
R(x,5) = 3 rx,dy.

Cilj nam je odrediti maksimalnu ukupnu korist za svake moguée pocetno
Stanje procesa. Svaka politika s*, za koju R (x,s) postife maksimum, tj.

R (x,5*) =maxR (x,s)

sES
Jje optimalna politika.

2.22. Stohasticki slutaj

Elementi prostora stanja S su sluéajne varijable s vrijednostima u
nekotn drupu U._ Prostor odluka D sastoji se od skupa funkcija koji presli-
kav.aj‘u U na neki drugi prostor A, Funkeija koristi 1y (u,a) je realna funkcija
definirana za svako u € Ui a € A, Skup transformacija {Ta} i prostor poli-
tike S definiran je kao i u deterministickom sluéaju.

Ako je ukupna korist od procesa, upotrebom politike s
R (x,8) = > E (1 (x, d)]
pri gemu je
E [y (x;,d))] ofekivana vrijednost slu¢ajne varijable 1 (x;, d;), optimai-
na politika s* bit ée ona za koju je
R (x,5%) = max R (x,8)

s&S
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2.3. PRINCIP OPTIMALNOSTI

Klasi¢ni pristup matemati€koj formulaciji problema pomodu dinamid-

kog programiranja bazira se na jednostavmom ali snaZnom principu opti-
malnosti, koji glasi:*)

— Optimalna politika ima svojsivo da kakvo god bilo podetno stanje

i poCetna odluka, preostale odluke moraju ¢initi optimalnu politiku s ob-
zirom na stanje koje rezultiva iz prve odluke.

Drugim rijedima, u svakoj etapi treba uvijek traZiti optimalno nastav-

ljanje procesa s obzirom na stanje u kojem se sistem nalazi u toj etapi.

U literaturi mogu se nadi neke varijante i generalizacije principa opti-

malnosti, npr. »... bilo koji proces koji se odvija izmedu dvije fiksne tacke
mora se odvijati optimalno...«%), »...neka politika je optimalna onda i
samo onda ako je ona optimalna u svakoj podetapi n-etapnog procesa.. .«)
ili »...proces ima svojstvo optimalnosti na nekoj domeni onda i samo onda
ako ima to svojstvo na svakoj subdomeni te domene...«%).

U svakom sludaju to svojstvo optimalnosti politike je nuZno, jer kad

neki dio politike ne bi bio optimalan i cijela politika ne bi mogla biti op-

timalna.
Princip optimalnosti omoguéuje nam formuliranje viSeetapnog procesa

odludivanja u obliku funkcionalne rexurzivne jednadibe, koja veie rjeSenje
n-etapnog procesa s rjeSenjem (n-+1)-etapnog procesa, pa kad nam je po-
znato neko inicijalno rje$enje, tada upotrebom rekurzivne veze moZemo nadi
rjeSenje problema s proizvoljnim brojem etapa.

2.4, MATEMATICKA FORMULACIJA PROBLEMA DINAMICKOG
PROGRAMIRANIA

Pretpostavimo da proces po€inje u stanju xy i nakon N etapa zavrSava
u stanju x,,.

Neka je:

— 4; odluka u itoj etapi priniijenjena na proces u stanju X;;
—x,_ =T (x;d;) slijedece stanje procesa;

— 1; (x;, &) korist pri prelazu procesa iz stanja x; u stanje X3
— Ry ukupna korist od N-etapnog procesa,

Proces prolazi kroz stanja?)
*N

XN_ = TN—1 (}(N, dN) (1)

4) Usporediti ref, [2], str. 83.

§) Usporediti ref. [23], str. &i0.

6) i 7) Usporediti ref. [12], str. 3.

8) Numeracija stanja XN, XN_1,»+», % uzeta je iz formalnih razloga, Prirodna nu-
meracija %, ..., Xy dobije se nabrostn renumeracijom stanja. Pogodnost upotrzbljene nue
meracije jest da indeks i iznafuje broj etapa koje proces jo¥ treba predi.

A4
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X, = Tl (le d‘)

upravljar politikom (dy,...,d)), generirajudi parcijalne koristi ry (K, dy,)
eeny I (2\’1,(11). ’ ’

_Uku})na korist R.N ikoja ovisi o nizu stanja kroz koja je proces prodao
kao i o nizu odluka koje su bile priinijenjene, opéenito je neka funkcija in-
dividualnih koristi, tj.

Ry (oo Xets .4y %, de ONety .., dp) =
=G [y G 4ty Gonvess dnc)s - - @ r (% dp)] @

Koristed] relacije (1) u relaciji (2) moZemo eliminirati stanja x; (i=1...,
N —1). Imamo

Xo=Tir (rer, diy) = Toty [Tiee (e dis), dity |
= Tty (X142 Qlagy i) = . . . =
= Tigy G G e « -+ 5 dieg)e
Slijedi da je
By (oo dpo ey - o0y dy) =
= G [rn (0 ), ey G i divends +ees Ty G gy Ao s )]

to jest ukupna korist od N-etapnog procesa ovisi samc o podetnom stanju
Xy i politicl (day Negs v o vy Gy
Oznadimo li s
— fiy (xy) maksimalnu ukupnu korist od N-etapnog procesa zapodelog
u stanju x,
tj. ukupnu korist od N etapa ako smo optimalnom politiom W di-1
...,&") proces proveli kroz stanja Xp, Xy « « « X', lada je

f’N (XN) =G [rN (XN- dN‘)’ 'N-1 (x.it—h d:\l-l) 2eeey Ty (.‘(;‘ d; )]
= max G [rn (xo 980 Tet (iets Ampds «en Ty (X d )]

iy () = maxg} [r9 G 90Dy Tey (e ONeg)y oes Ty Gy, dy) 1 @
N, sy 1

uz uslov
X =Ti(x,dp), i=12...,N,
ik
N (xN)d= max G [rN ESSRV) B s CEPR €/ VN« NG N0 TR R o OO A d:)] (E))
Ny cevy Oy

Forma (3) sadrfi N varijabli stanja, N verijabli odluka i N uslova,
dok forma (4) sadri N varijabli odluka i samo jednu varijablu stanja Xy
Ne

e T AN AR L i I Y 22
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Veé u uvodu rekli sno da se bit pristupa pomocu dinamickog progra-
miranja sastoji u dekompoziciji viSedimenzionainog problema maksimizira-
nja na niz jednodimenzionalnih kondicionalnih problema maksimiziranja. Ako
je to omogudeno, svaki subproblem sadrZi jednu varijablu stanja i jednu
varijablu odluke. Mogucnost delzomporzicije ovisna je o tipu funkcije G.

L.G. Mitten [23] dao je 1964. godme dovoljan uslov, koji mora zadovo-
ljavati funkcija G, da bi dekompozicija bila moguda. Prema njegovim re-
zultatima dovoljan uslov za dekompoziciju

. max G [y Gar dnds TNt (et Onot)s ey Ty (1 dp) ] =
dN, dN—'h cesy d1

= max G, {rN (5, d), max G [Ny, (Xnets ANmp)seevs By (X dl)]}
dn Nets o« «» dy

jest 1. Separabilnost:

G [rn Gan Ny Temy Gntets Anegds e ey Ty (3 d))] =
= G, {w G )y G [onvey G (e wov 1y G 1},

gdje su funkcije Gy i G; realne, i
2, Monotonost:
G, je monotono nepadajuéa funkcija od G: za svake ry.
Ako je dakle uslov separabilnosti i monotonosti zadovoljen, tj.
Ry = 1y (s diy) o INet (n—t djeg) o wen o 1y (% dy) =
=y (% dN) @ Ry ' ©)
(%0 dR) o max [ ey (e dneg) ® ven o T (X, )] =
Aoy eees 4 ©)

Z i (oo ) o [y e dnegd e vevo 0 dy) ]

fo
rd

I'n (Xe dN) o fneg (iney) 2 6"

R AN B O P O R R R
pri demu je , o neki operator kompozicije, tada moZemo izvesti opéu rekur-
zivnu jednadibu za funkciju fy (xn) optimalne koristi N-etapnog procesa.
Po defimniciji

fN (KN) = max G [[‘N (.‘(N, dN), I'N—t (.‘EN_“ dN-l)) veey I (XI, dl)]

de seer M1
= max [ry oo ) o T (o ) © o0 1y G )]
drs - es Gy

uz uslov x;_, =T; (%, d), i=12,...,N.
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Nadalje dobivamo

fy (3n) = max {rN (XN, d) ° max [r X; d
s 3 1 (XN-1y ANe veso »
P D o, Ni ,(N[ 1 AN—p) © Ty (Xy, 1)]}

= max { ™ (v dy) © fiyey (XN—x)}
dn

uz uslov xi; = T; (5, 4;)

= mex {ow (o, )+ By [T G 0]}

Ponovimo di stupalk . s .
nadibe 1 postupalic za Ny (xygoy), ..., & (%), dobivamo rekurzivne jed-

fi (%) = max | G d) o £ [Ty (3, d)] za i = 2,...,N ™

di
1y (X, dp) zai=1

Ako je operator komponiranj TR T .
0 ] C Ja adicija, Sto ¢e biti sluéaj u svim masim pri
mjerima, refacija (7) je oblika: J 1 svim masim pi-

T (X, dy) + By [T (x. j =
fi (x1) = max PO )+ e Gy d)]lzat=2,...,N
di (8)
T (Xil di) . za i= 1

1rebm?c;3 -1es“te rekurzivne jednadibe dinamic¢kog Prograntiranja dolazimo upo-
manovog principa optimalnosti, Takav pri i irat ¢é
oo, pristup ilustrirat éemo na

3. TEHNIKE RIESAVANTA
3.1. OPCA PROCEDURA RJESAVANTA

Nakon $to smo odredili rekurzivn ij
N s! “iviu relaciju za odredeni prob j
zdredm,matema?cku formu funkcija parcijalnih koristi i nac“:grf n_]islnmgvgg.
somponranja u funkeiji ukupne koristi, cili j iti ij
. » cilj nam je od Funiy
ne koristi i funkciju optimalne politike.?) ! reditl fuskeju ke
Znamo li neposredni efekt neke odluk j
) n € e di u prvoj etapi zapodeto;
slanj‘u X 1 ukupni efekt od preostalih (N—1) etapa projcesa l;cojli ngé?n(')i 1111
su}mu T (xy, dl): tada u stvari znamo ukupni efekt od odluke d; na ch'e]i
ez procesa, U +toj etapi'®), politika (d;, d,, seeey i) koju treba &zabmé u
far;ost.alom dijelu procesa, ne ovisi o prethodnoj politici (dn diyy) kao
voj, veé samo o stanju x, u kojem se proc alazi | upotreblie
N A i proces nalazi radi upotrebljene po-

8) Vidjet ¢emo kasnije, da metoda dinamig miran
. jet C nije, et micko gramiranj; i j j i
optimaine politike, tj, optimalnu politiku kao funkcuup;gée;tlnc;g s%:n}:\ lg?f)igél: qrai_;;eful;z‘kngt
. jedno

dobivamo riesenje n¢ za Jjedan specijalni proces, nege za cijelu klasu procesa s istim karakt
S ¥ KiC-

ristikama a razliditim poletnim stanjima,
10) tj. u preostalih i etapa, prema nagim oznakaya,

St

s
|

x
L

e
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Prema tome, ako se nalazimo u posljednoj etapi procesa, posljednja

odluka d; ovisit e samo o stanju X, u kojem se proces nalazi radi neke upo-

trebljene politike (dy,...,d:) u prethodnih (N—1) etapa procesa.

Za i =1 relacija (8) svodi se na
f; (x) =max 1 (x,d).
dl

Treba znadl izabrati onu odluku 4%, koja maksimizira r (x, di) tj. parci-
jalnu korist iz zadnje etape. Medutim, stanje x; nije poznato, jer ono je
rezultat jo§ nepoznate politike (dy,...,d:). Potrebno je dakle odrediti vri-

. Jjednosti £ (x;) za svako moguce stanje x, koje rezultira iz upotrebe svake

moguce politike (dy,...,d). Time imamo potpuno odredenu optimalnu po-
sljednju odluku di* u procesu, iz svakog mogudeg stanja pretposljednje eta-
pe. Nastavljamo traZenjem optimalne politike (d.*, di*) za posljednje dwvije
etape. Kako znamo oblik funkcije neposredne parcijalne koristi r; (x;, d), to
(8) daje

f, (x) = max [r, (o ds) + b (x0) ] 9

2

= max { 12 (%, ) + £ [Tx (%, d2)] }
d .

2

Odredujemo opet odluku d,” koja maksimizira desnu stranu od (9) za svako
moguée stanje X, pri ¢ernu je naredna oplimalna odluka d* ved poznata za
svako stanje x; = Ti (x5, di). Time dobivamo £ (%) 1 (d*, d*) = d(x;) dakle
maksimalnu ukupnu korist iz dvoetapnog procesa koji podinje u stanju xs i
pripadnu optimalnu politiku, koja takoder ovisi o podetnom stanju x= dvoetap-
nog procesa.

Nastavljanjem iteracije dolazimo do

v (o) = max{ ey g, )+ rns [T Gy 601}
dy

dakle do funkcije maksimalne ukupne koristi i optimalne politike (dg, ..., &%)
za proces koji Je zapoCeo u stanju x¢ 1 profao N etapa.

Time je — teoretski — problem odredivanja optimalnog rjeSenja za
proces prikazan s (8) rijeSen.
" Formulacija problema pomwodu d'nami¢kog programiranja veoma je
prikladna za rje3avanje na elektronskom radunskom stroju. Medutim, kod
rjefavanja problema vedih dimeuzija'), kao ozbiljno ogranicenje javija se
kapacitet memorije. Ako radimo s analitickim funkcijama moZemo upotre-
biti metode kalkulusa za odredivanje maksimalne vrijednosti izraza u (8).
Takoder iz analititke strukture funkcije koju maksimiziramo, moZemo po-
nelxad zakljuéiti u kojem dijelu prostora edluke treba traZiti optimalnu od-
fuku. Npr. ako je funkcija konkavna'?) u cijelom podruéju u kojem moZemo
varrati varijablu odluke, jasno je da ce ekstremna vrijednost nastupili na
rubu podruéja.

11) Pod dimenzijom problema podrazumijevamo dimenziju vektora stanja.
12y U smisly, y = y(x) je konkavna u intervalu [x;, X,], ako je y"" >0 u tom intervalu,
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3.2, NEKE APROKSIMATIVNE METODE

Opdenito funkeija [ (x)1) pohranjena je u memoriji na mrei tadaka,
tj. na konadnom diskretnom prikladno odabranom skupu, Takav nadin pri-
kazivanja fudscije je idealan u smislu da je prikladan za kakvu god, pro-
izvoljnu formu funkcije. No za jzratunavanje vrijednosti funkcije s npr. deset
dimenzija u samo 10 tacaka za svaku dimenziju ved zahtjeva izradunavanje
10w brojeva. Radi toga se kod funkcija za koje se moZe pretpostaviti barem
neka pravilnost u njihovom (nepoznatom analiliékom) obliku primjenjuju
prikladnije aproksimativne metode za rjeSavanje. Spomenimo npr. metodu
aproksimacije pomocu polinoma [5]. Funkcija £ (x) reprezentira se u formi

M
) Y, ook (),
ka=1

gdje su g (x) elementarne funkcije, Legendreovi polimomi Py (x) ili polino-
mi Cebideva T, (x) i pohranjuje u memoriji pomocu gxupa od M koeficije-
nata ay,...,ayr. Na temelju rezultata provjeravanja efikasnosti takvih aprok-
simacija") koja su vriena na nekoliko tipova [unkcija kod kojih je blo una-
prijed poznato analiti¢ko rjelenje, nadeno je da se vrlo dobro slaganje na
2 ili vise signifikantnih znamenaka dobiva s relativno niskim redom aprok-
simacije.

To je od jzvanredno velike vainosti kod problema s vedim brojem di-
menzija. Talkva reprezentacija njedno olak$ava problem eventualne interpola-
cije, koji je Cesto potreban i koji je inafe izvor velikilh potetkoda u sludaju
ako se funkcija upotrebljava u originalnom tabelarnom obliku.

Spomenimo 1 jednu od najnovijih metoda, »successive sweep method,
{253, S.R. Mc Reynoldsa. To je iterativna metoda za dobivanje rjedenja u
problemima optimalne kontrole, U biti ona je prodirenje metode relaksacije
drugog reda [22] na probleme optimalne kontrole s rubnim uslovima.

3.3, SNIZAVANJE DIMENZIJE PROBLEMA

U problemima kod kojih se zahitjeva maksiizacija uz neka ogranienja
moZe se izvrsiti smanjivanje dimenzije problema, upotrebom koncepcije La-
grangeovih multiplikatora [81.45) Opcenito za problem s M ogranifenja, M—k

" njih moZe biti tretirano pomocdu Lagrangeovilh multiplikatora | dodano funk-

ciji koristi. Time smanjujemo dimenziju problema i rjeSavamo problem s
k varijabli stanja. Osim tega, pristup problemu pomocu Lagrangeovih multi-
plikatora omoguduje da problem, koji u criginalnoj formi ima ogranicenja,
mo?emo rijesiti metodama, koje inafe nisu priinjenjive na probleme s og-
ranienjima.

Klasi®na metoda Lagrangeovill muliiplikatora primjenjiva je na dife-
rencijabilne funkcije. Danas postoji generalizirana metoda Lagrangeovih
multiplikatora [13], koja se moZe primijeniti na nediferencijabilne realne
funkcije koristi uz proizvoljna ograniéenja.

13) Govorimo opéenito o nckoj funkeijt optimalne koristi pa nije nufna oznaka broja etapa.
14) Tzraunavanje je vrieno na IMB—7090,

15) Smatra se da je S. Dreyfus prvi doSao na ideju primjene Lagrangeovih multiplika-
tora u cilju sni%avanja dimenzije problema.

e g L s B
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34, TEHUNIKE TRAZENTA

U proratunavanju rjedenja kad je funkcij'fa data tabe‘lm?lo, Iv)otrel‘sno'j.e u
svalkoj etapi, za svaku mogucu vrijednost varijabli starja izracunati vm_]efl-
nost funkcije koristi za svaku moguéu odluku, Nakon toga za syakf) moguce
stanje bira se optimalna vrijednost varijable odluke. .Iasno ]e’da je za pro-
blem s vedim brojem varijabli stanja memorija stroja brzo iscrpljena, od:
nosno problem s vedim brojem etapa zahtijeva vr'lo' mnogo vremena. Rﬂdl
toga postavlja se pitanje moiemo 1i maksimnum funkc.;ue locirati na eﬁlkasn;l}l
nadin. Ako se to uspije, traZenje maksimuma nastavija se sz'emo.unwtar regije
koja sadrzi maksimum i time znatno odtereduje memorija ‘stro ja. ]

7Za unimodalne funkcije jedne varijabie nadeno je i dokazano [18] 1
[20], da je Fibonaccijevo traZenje optimalna®) metoda za na]ai‘e.nje maksi-
muma unimodalne funkcije unutar odredenih granica tolerancije. Ona se
ukratko sastoji u slijedecem:

Ako je data unimodalna funkcija £ (x) nad intervalom & =X =<l duljine Iy,
definiramo

A7 = (Pn—:/ Fn) II
i uzmemo da je

X =a+ A
Xy = h—A,
Ako je F(x) = E(xa), tada a,=m, b:=X: 1 Xy=bs—4y, gdje Je
Ay = (Faca | Faop) L

Proces nastavljamo dok maksimum od f (x) ne leZi unutar intervala Zeljene
duljine I, =L (F,/Fy,).

P. Krolak i L. Cooper [21] dali su tehniku za Iociran.jeAma%tsimurna u{l‘i-
modalne funkcije od vise varijabli, keja se bazira na pr?.§xren]u koncepcije
Fibonaccijevogt?) traZenja na viSe dimenzija. Meducim,vnfje dos‘ac‘l.pol.(?zano
da je to optimalna metoda traZenja maksimumzlx‘ 1 sllJca_lu fmi:{cxje vide v.a-
rijabli. Ta tehnika moZe biti koristena iza funktn_;e.l'{me nisu unimodalne ako
se mogu raziuditi podrudja u kojima je ta funkcqa unimodalna., )

Dalji moguéi nadin smanjivanja obima proracuna programa jest red}x-
ciranje mogucih vrijednosti za varijablu stan_[a‘. To je tzv. pmlaz. ‘pom.ogu
grube mreZe (coarse grid approach). Upotreblyfwa se za redukciju bxoqa
mogudih vrijednosti svake varijable stanja. Ako je za neko odredeno stanje
x, funkcija

Yn (Xn, dn) + famy [Tn (xn, dn).l (10)

data ma mreZi vrijednosti varijable d, i Zelimo odrediti

fo (Xa) = max {rn (Xay dn) + freq [Tn (o dn)]}
dn

16) Optimalna u smislu broja potrebaih radunanja vrijednosti funkcije f fx).
h . o: 5 P N ugi sproblem razmna.
17) Fibonacci je nadimak Leonarda iz Pise, koji je 1202, rjedavajuci »proble mna-
Janja kunida« dobio rjefenje u obliku niza ‘n} generiranog rekurziviom 1elacijom n

=F,_ o+ F,, wn >32, Fy=Fy =1 Vidi vef. [27], str. 236.
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tada radunamo vrijednost od (10) najprije samo na vrlo gruboj mreZi, samo
.na nekima od tacaka d, na kojima je fumkeija delinirana. RjeSenje te prve
faze bit e gruba aproksimacija pravog rje$enja, pa ako smo mnadli da se
maksimum nalazi u tacki d, =d;, tada dalje promatramo samo interval
1dy —8,d7 + 8 edje je 3 osnovni interval mre¥e na kojoj je funkeija definirana.
U novoj, manjoj regiji mogudeg optimalnog rjeSenja, upotrebljavamo finiju
mrezu i dobivamo na analogni naéin bolju aproksimaciju pravog rjeienja.
Postupak nastavljamo sve do Zeljene pouzdanosti rjefenja. Ogito je da pri
svakoj iteraciji moZemo odbaciti neke, prije mogude, vrijednosti varijable od-
‘luke d, a time 1 ncke mogude vrijednosti varijable stanja, jer prema tran.
.sformaciji
Xpoy = T (R dy)

-vidimo, da ¢e broj mogudcih vrijednosti varijable stanja X,_, biti manji uko-
liko je manji broj mogucih vrijednosti varijable odluke d,.

Postoji uvijek opasnost da se proma$i maksimum ako on nastupa nad
‘uskim intervalom podrugja d,; medutim, u praksi izzleda da takve krivulje
‘nisu jako Ceste.

4. PRIMIENE

Karakteristicna matematiC¢ka struktura viSeetapnil procesa odlutiva-
‘nja javlja se gotovo kod svakog pokulaja realistdkog tretiranja problema
optimizacije. Radi toga dinami¢ko programiranje na$lo je primjenu u na
‘prvi pogled potpuno razliCitim oblastima, kao $to su: ekonomija, logistika,
matemati¢ka fzika itd. S podrucja ekonomije narodito mnoge je napravljeno
‘na polju problema alokacije — npr. [1], [6], [9], zaliha — npr. {7], [10],
[11], problema redoslijeda operacija - npr, (14], [16], [23], problema tr-
govackog putnika — npr. [3], [15], itd.

Navodenje barem po jednog primjera iz ¥irokog podrudja primjene
‘metode dinami¢kog programiranja zabtijevalo bl mnogo prostora. Zato su
»odabrana samo dva primjera: problem alokacije i problem zamjene opreme.

4.1, PROBLEM ALOKACIJE

RaspolaZemo s pocetnom koliCinom sredstava S koju moZemo upotre-
biti u razliitim aktivnostima, Rezuitat upotrebe svih sredstava ili njihovog
.dijela u jednoj aktivnosti nazov'mo korist ¢d alokacije u tu aktivnost., Fun-
-damentaini problem jest kako izvrsiti raspodjelu ukupnih raspoloZivih sred-
.stava na pojedine aktivnosti da bi maksimizirali ukupnu korlst od alokacije.

Neka je
— x, kolidina sredstava dodijeljena i-toj aktivnosti
— 1;{x,;) korist od dodjele sredstava x; aktivnosti i.

.Ako su aktivnost] medusobno mezavisne, ukupna korist od provsdene alo-
.kacije jest

i
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R(X1, X «ov, XN) = 11 (0] 12 (%) F o0 o IN (XN)D.

Treba odrediti
max R (xy, Xy ...,XN)

uz uslove

xt =38, xt = 0.

P

i

Rjefavanje ovako definiranog modela alokacije zahtijeva upotrebu kla-
si€nih metoda maksimiziranja funkcije vige varijabli. Postoji niz opravdan'h
razloga®®) za upotrebu efikasnijeg formuliranja istog problema. Razmotrimo
pristup pomodu dinam’'€kog programiranja. Proces je stati¢ki, ali ga formalno
dinamiziramo zami$ljajuéi da se alokacije vre jedna po jedna. Najprije alo-
ciramo sredstva xy u N-tu aktivnost, zatim sredstva xn—; u aktivnost (N—I).
itd. TraZimo politiku (xN,...,%,) koja ¢e maksim'zirati ukupnu konist R.

Ako u prvoj etapi procesa alociramo sredstva xy u N-tu aktivnost, ko-
rist od alokacije je ry (xy) 1 za preogtalih (N—1) etapa ostaje (S—xn)
sredstava. Ona se, slijededi princip optimalnosti, moraju bez obzira na ved
izvr3enu alokaciju xy raspodijeliti na ostale aktivnosti tako da maksimizi-
raju ukupnu korist od alokacije u te aktivnosti. Dakle prema na$im oznakama

f (8) = max [ oy (o) + fes (5 — 30|
0 xu<S

za N=2,..

i (11
£,(S) = maxn (S).

Npr, planira se raspodjela sredstava na dvije praizvodne grane za period o«
Cetiri godine.t) RaspolaZemo s ukupnim sredstvima S.. Alokacija x; u prvu
odnosno drugu granu rezuitira u koristi 11 (X;) = X odnosno & (%) =2 x5
Pri tome se sredstva djelomiéno trofe I ma toraju godine preostaje 0,75%;
odnosno 0,30 x; sredstava, Ukupna preostala sredstva na kraju godine &ine
pocetna sredstva za raspodjelu u slijedecoj godini. Stanje procesa karakteri-
zirano je koli¢mom sredstava raspoloZivih za alokaciju i prema nadim oz-
nakama proces prolazi kroz stanja S, S;, Sy, Sy, zavriava u stanju S, i voden
je politikom (x4, X5 X3, Xi). Pri tome x; oznaluje sredstva koja su dodijeljena
prvoj grani ako je preostalo jo§ { etapa, Sredstva koja se dodjeljuju drugoj
grani odredena su alokacijom u prvu granu, jer je

Sty = 075 x; + 0,3(S;—x,). (12)
Konisted] relacije (11) i (12) dobivamo funkcije ukupne korist

fi (Si) = max {.1'| (x1) + = (S —Xl)}

0_<..X1_<_S1

18) Detaljna diskusija potefkoda kod rjeSavanja ovakve formulacije problema data je
npr. u ref, (4].

18) Usporediti ref, [26], str. 66.
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fy (S:) = max { I (Xz) + 12 (S; '—'.\’7) +fx [0,75 X2 +0,3 (S:'-—X'.’) ] }

0=x,<85;

(13)
£ (S;) = max {n (%) + 12 (Sy—x3) + £ [0,75%:--0,3 (Sa—2a)] }

0=x:=<8

f 8 =max {re (%) + 1 Sy — %) + f3 0,75 x, + 0,3 (S, — x)1}

0=sx=Ss

Koristedi ¢injenicu da su izrazi u (13) koje maksimiramo konkavne funkcije
u podrudju 0 =x; < S;, dobivamo da je optimalna politika (X, Xi, Xs, 1) 7=
= (S, S, 0, 0). Uz polelna sredstva S, maksimalna korist f (S.) = 2,26 Si
na kraju Cetvrte godine preostaje S, = 0,0304 S, sredstava, a optimalna poli-
“tika alociranja (u prvu granu) jest (X Xa, Xz %) = (Ss, Sy, 0, 0) = (S, 0,75 S,,
0, 0). Variranjem pocletn'h sredstava S, dobivamo rjefenje za cijelu klasu
isto gradenih problema koji imaju razlidita poéetna stanja.

4.2, PROBLEM ZAMJENE OPREME?)

U proizvodnom procesu upoirebljavame dvije maSine. Za godinji pri-
hod od procesa pretpostavljamo da je opadajuca funkcija starosti madina
i potrebno je od vremena do vremene zamijeniti svaku od masSina novom.
Treba odiuditi kada zamijeniti ma$ine koje stare da bi napravili najbelji kom-
promis izmedu trodkova nabavke novih ma$ina i smanjenog prihoda koji
rezultira iz upotrebe starih maSina. Na kraju svalke godine postoji mogud-
nosi zamjene prve, druge, obje ili niti jedne masine. Problem je maéi poli-
tiku zamjene koja maksimizira ukupni dohodak kroz N godina proizvodnje.

Stanje procesa definirajmo staroScu obje ma$ine, dakle vektorom
stanja

xa= [ 24 ]

X2 (i)

Neka U, oznatuje odluku — ne zamjenjivati maSine;

U — " — zamijeniti prvu;
v —="— — zamijeniti drugw;
U, P — zamijeniti obje.

Pretpostavimo nadalje da radi sigurnosti na poslu prva madina mora biti
zamijenjena novom poslije etiri, a druga poslije dvije godine upotrebe, Da-
kle, za vektor stanja X vrijedi ograniCenje:

. 3
xu)s[l]-

20} Usp. ref. [17], str. 25,

2
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Transformacije vektora stanja kao rezultat odluka
U, Uy, Uy, Us su slijedece:

X (i41)=T {x(ﬁ),-Uo] _ [ =@+ ]

[ X @+l
X(+D=T [x@), W] =[ X (i?“ ]

Xi+D=T [x@), "] =

{ X1 (i?)-}-l ]

XG+D=T [x@.U] = | o |

Neka se prihod u jednoj etapi, ovisno o stanju procesa krede ovako:

Moguce stanje

SN ENIBInIBInInInIn

Prihod Y 10 10 5 3 8 7 4 1

Takoder su poznati tro¥kovi zamjene maline prvog tipa (6 jedinica) i ma-
Sine drugog tipa (4 jedinice).

Oznadimo li s

— Fx (enc) ukupni deohiodak kroz N godina, ako smo upotrebili opti-
malnu politikud podli iz stanja X = €y X2 = Cz

tada je
|f Y (e ¢ 4 Fy (6 4+ 1, ca b 1) 7 Uy
— 0 1 8}
fx (g, c2) = Max { Y (e ) 6 + fys O 2+ D) 7=
Uy, Uy, Up, Uy 1 Y (¢, ) — 4 A4 g &+ 1,0 za U, (14)

[ Y e — 10 + fyy 0,0 U,

uz restrikcije da kad jé & =3, odluka mora biti U, ili U; odnosno kad je
¢ = | odluka mora biti U, ili Us.

Relacija (14) vrijedi za N=2,.., a za N=1 imamo wcijalni uslov
fi (&, C:) =Y (c, ) (15)

tj. ako proces traje samo jednu godinu, neemo nabavljati novu madinu pa
je optimalna odluka Us.

X
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Uzmemo 1 npr. N =35, ¢, =0, c; = 0, dakle proces koji pocinje s novim

madinama ] traje 5 godina, relacije (i4) i (15) daju optimalnu politiku (Us,
Uy, Us, U, Us), sistem prolazi kroz stanja [g] [:,] [?] [f)] [2] i maksimalni

ukupni dohodak je 28 jedinica,

1

(Rad primljen februara 1969.)
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