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UvoD

Poslovni uspeh ekonomskih sistema meri se nizom pokazatelja.
Medu njima znadajno enesto zauzimaju produktivnost, ekonomicnost,
rentabilnost ¢ trofkovi po jedinidl proizvoda. Osnovaa karaktenistika
svih tth pokazatelja jeste da se oni odreduju posle ostvarens pro-
izvodnje i iedusobno se razitkuju samo po uglu posmatranja. .

Operadiona dstraZivanja su unela bitno movi prmistup tretiranju
pokazatelja poslovanja. U njima se me odreduju ocene posle ostvarene
proizvodnje, ved proizvodnja planira tako da se postignu maksimalne
ocene. Za mmnoge Sisteme, pa i ekonmomske, to je veliki napredak u
rukovodeniju i upravljanju.

Ukupna proizvodnja, dohodak, dobit, koni$éenje kapaciteta, troskovi
i dmugi pokazateljit mogu da se iizraze linearnim funkcijama u zavisnosti
od obima proizvodnje pojedinih proizvoda. Na osnovu takvih funkcija
moZe se postaviti zahtev da se odredi projzvodnja da se postigne
maksimalni dohodak ili dobit, minimalnii troskovi ili neki drugi cilj.
Odredivanje kombinadije proizvoda da se taj cilj postigne moZe se
udiniti modelima linearnog programiranja. Meduwtim, pokazatelji poslo-
vanja kao $to su: produktivoost, ekonomidnost, rentabiinost i dr.
predstavljaju odnos fzmedu vrednosti ukupne proizvodnje i uloZenog
Fivog rada, tro$kova ili angaZovanih sredstava. Njihova zavisnost od
obima proizvodnje nije linearna. Potreba da se i takvi ciljevi koriste
u optimalizadiji dovela je do novih klasa programiranja, Jedna od njih
je razlomljenoinearno programiranje.

Novi problem u kori$éenju metodologije linearnog ili nekog drugog
programiranja jeste: $ta izabrati kao cilj. Svaki od ciljeva daje jedan
aspekat poslovanja, pa je mjegov lizbor uslovljen zahtevom rasvetlja-
vanja tog aspekta.
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Problem tizbora cilja moZe se reSiti formiranjem modela sa vige
kritenijuma. U mjih se moZe uvrstiti model razlomljeno-inearnog pro-
gramiranja. Prosetne troSkove moZemo shvatiti kao kolidnik ukupnih
troSkova i mkupne proizvodnje, dakle, 10 je kolidnik dva cilja, mini-
malndd npmﬁloova i maksimalne proizvodnje. Sidno je sa produktivnoddy,
ekonomitnos$cu, odnosno rentabilno¥éu. Time se sa Jjednokriterijumskih
.modela prelazi na dvokriteriijiumske, To je adekvatniji pristap optimi-
zaoiji. Medubh}], i to me obezbeduje zahtev da se problem optimicacije
razmaltra sa viSe aspekata. Tako, ono $to je optimalno po kniterijumu
proseérih froSkova me mora biti po kmiterijumu produktivnosti, ekono-
mitinostl, rentabilnosti i nekom ‘drugom kmiterijumu.

Problem vide kniterijuma u bzboru optimalnog asortimana reSava
se uspeSno modelima wiSekritenijumskog programiranja. Time se
problem izbora kmiterijuma otklanja. Uticaj vide lcniterijuma na opti-
malno refenje dovodi o kompromisnog reienja. Medutim, pojavijuju
se t.eékoc'e metodoloSke prirode. Fonmiranje videknitenijumskih modela
ne mzisk;u_je posebne postupke razlicite od drugih programiicanja, ali
iznalaZenje odgovarajuceg refenja je slozeno i &ind asnovnu smetnju u
Sirem koni$éenju itakvih modela.

Poznat je weliki broj postupaka za relavanje wiSeknibenijumsikih
modela. Najpoznatiji su: sekvencionalna anatiza, svodenje viSe krite-
tijuma ma jedan postupkom parametrizacije, oiljno programiranje,
m‘tﬁ_rakhno programiranje ¢ dr. Neki od tih postupaka zahtevaju pozna-
vanje mfariulsobnog odnosa pojedinih ciljeva. To se postite njihovim
ramgiranjem po nekom znadaju.

) U ovom radu Zelimo da ukafemo ma ‘mogudnost primene viSekrite-
%‘;rjm_nskog programiranja na dzbor proizvodnog programa po Kniteri-
Jumima maksimalna produkitiviiost, ekonomidnost i rentabilnost. To su
tri kiljucna parametra ekonomskih sistema. Oni predstavijaju trougao
triju najznadajnijih aspekata; ulofeni Zivi rad, tnofkove i angazovana
sedstva. Odrediti kompromisno reSenje iih kritenijuma znadi zadovoljiti
opstepriznate kritenijume racionalnog poslovanja. :

1. DEFINICIJA VISEKRITERITUMSKOG MODELA ZA
OPTIMALIZACITU EKONOMSKIH SISTEMA PO KRITERITUMIMA
PRODUKTIVNOSTI, EKONOMICNOSTI I RENTABILNOSTI

'_ :Hrozim:tﬁ;vnosrt, ekonomiidnost i rentabilnost mogu da se izraze kao
koliénik lneamnth funkdija asortimama proizvadnje. Svakom od njih
odgovara model razlomljenodinearnog programinanja

px px px
1) max (P) = ——, max(E) = —— max(R)= .
ix ax sx
Ax< b Ax< b Ax< b
x 20 xz0 xz0

gde su x=(x, x, ... x,) KkoliGine pojedinih proizvoda mekog asorti-
mana, p = (p, p; ..., p,)} cene tih proievoda, ¢ = (t ty ..., 1,) vreme
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potrebno da se proizvode jedimica proizveda, g = (g5, ¢; ... g,) trod-
kovi po jedinidi proizvoda, s = (s;, s ... S,) angaZovana sredstva po
jedimici proizvoda, A § b matrica i vektor uslova poslovanja. )
Modeli (1), svaki za sebe, mogu dati meku optimalnu kombinaciju
projizvoda da se postigne maksimalna produktivnost, ekonomiénost il
rentabilnost. Te kombinacije mogu bibi jednake. Medutim, postoji veli-
ka moguénost da su razlidite. Sta ¢e se dzabrati_kao zweSenje zavisi
od mnadaja diljeva. To je erbitraing'i me filora dd da najracionalnije

refenje. Radi toga defimigin®y’ jedinstven mdel

. Pygiyppx  px
(2) max (P, E, R) = max = ) —
B tx qgx sx
Ax<b
x=0

U modelu (2) funkcija kuitenijuma je vektorska sa koordinatama
koje predstavijaju produktivnost, ekonomidnost i mtabilnost. On pred-
stavlja model matematickog programiranja koji je jo$ poznat kao mo-
del viSekriterijumskog programdranja. Jzu¢avanje § primema takvih
modela su poslednjih godina uzeli velikog maha. Razlog tome itreba tra-
Ziti u velikom broju kmiterijuma po kojima se moZe opiimizirati neki
proces. Izbor jednog od. mjilhh suZava izbor najracionalnijeg refenja.

Problematiika widekriterijumskog programiranja je $iroka i kwede se
od definicije opfimalnog refenja, u terminologiji viSekriterijumskog
programiranja efikasno, odnosno kompromisno, preko postupaka za
njegovo odredivanje do mogudénosti primene. Pod optimalnim reSenjem
u jedmokniterijumskim modelima smo podrazumevali mogude reenje
koje daje najvedu (najmanju) vrednost funkcije oilja. Prvi problem za
vigekmiterijumske modele jeste definicija optimainog redenja. Ona mo-
ra da obuhvati sve funkdije cilja. Tako, pod efikasnim reSenjem wviSc-
kriterijumskog modela podrezumeva se moguce reSenje x° takvo, da
ne postoji drugo mogude refenje x za koje bi wednost bilo kog parci-
jainog cilja bila veda od wvrednosti tog cilja za TeSenje xU, a ostalih
neumanjenja. .

- Iz same definicije efikasnog refenja vidi se: da ono moZe biti
razliGito od optimalnog reSenja po parcijalnim kyiterijumima, da ih
moZe biti viSe § da fh nije jednostavno odrediti. Kriterijum za njihov
izbor je vrlo sloZen. Ta dinjenica je dovela do velikog broja postupaka
za (znataZenje efiikasnih reSenja. Ovde ¢emo mavesti postupak prevode-
nja videkriterijumske 1 jednokriterijumske modele formiranjem para-
metarske funkcije 4 izbor konipromisnog refenja preko refenja jedno-
knitenijumskih modela.

=2. PREVODPENJE VISEKRITERIJUMSKOG U
JEDNOKRITERITUMSKI MODEL PARAMETARSKIM POSTUPKOM

Vratimo se wnodelu (2). Izrazi kojima su definisani produkfivnost,
ekonomidnast § wentabilnost dmaju zajednit¢ki brojilac. To mavodi na
ideju da se umesto vektorske funkoije {P, E, R} odredi vektorska fun-
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keija reaiprodnih vrednosti produktivnosti, ekonomicnosti i rentabil-

o 111

nosti, dakle{ —,—,— . Bkonomski smisao koordinata ove funkcije
AT P ER .

je. slican koondinzitama funkeije {P, E, R}. Poznato je da produktivnost
P predstavija virednost proizvodnje na jedinicu nloZenog rada. Rediprod-
na vrednost 1/P predstavlja uloZzeni rad ma jedinicu vrednosti ukupne
proizvodnje. Dakle, to je neka produktivnost. Slidno je i za ostale

111
koordinate vektorske funkoije —,—,— ¢.Tako se, umesto fumkcije
P E R
k;dhenijuma date u modelu (2), moZe formirati model sa funkcijom kri-
terijuma reciprocnih vrednosti

: 1 11 tx gx sx
(3) min{—, —, —p = min {(——, ——, —— -
P ER px px px
Ax< b
x =0,

Primenimo postupak parametara na model (3). Neka su J, Ay Az
tri jparametra takva da je 4y + ks + As =L ik, day A3 = 0. Tada se
model (3) moZe zameniti jednokniternjumskim

gLt
1 11 tx gx sx
(4) min {—,—,—r =min (y——F o——+ 0
P ER px px px
Ax< b
xz 0.

)\.I+XZ+)\-3= JI)\IJX?IXJZO'

Funkcija knitenijuma modela (4) je zbir razlomaka istog imewnioca,
pa se moZe napisati u obliku

A+ hgx + hasx

px

Time se model (4) prvodi ma model razlomljenodinearnog progra-
miranja sa parametrima \j, Az i A Konistedi se reladijom ¥; + Az +
+ X\ =/ moie se broj parametra smanjii na dva, hy=1—i—Xs
Posle svih ih transformacija model (4) dobija oblik

1 1 1| =n(t—=s)x+ h(g—s)x + sx

{5) min {—, —, —
P ER px

Ax<b

xz0

MEXNZL =0

VA
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Ako se izvule x, ‘on postaje

111 [ (t—35) 4+ N (g—3) +5]x
(6) MIN {—, —, — = =
P E R T opx
Ax bﬁ.?
x2z0
MAlSL A =0,

VA

$to predstavija dvoparametarski model razlomljeno-linearnog programi-
ramja.

. Za pazliGite vrednosti parametara ), i ), model (6) moZe dobiti
isto §li razkidita optimalna refenja. Njegovo optimalno reenje je eks-
tremma tatka skupa koji je odreden uslovima Ax < b, x > 0. Na osnovu
stavova viSekmiterijumskog programiranja tako dobijene optimalne ta-
¢ke su efkasna redenja videkriterijumskog modela (3). Iz tog razloga
¢emo odrediti optimalna reSenja modela (6) sa odgovarajucitn skupom
vrednost: parametara X, i )\, tj. izwdidemo razbijanje skupa mogudib
vrednosti parametara ); i )\, na podskupove, takve da su za vrednosti
M 1 Az iz njih optimalno jedno i samo jedno reSenje modela (6).

2.1. Razbijanje skupa mogudih vrednosti parametara )\, i \; na
podskupove kojima odgovara jedna optimalna struktura

Oznadimo sa
(7 c=lt—s)+h(g—s)+ s

n—dimenzionalni vektor u ﬁm!koi'jii parametara )y 1 %, Tada model (6)
postaje

cx Z, .
8) min(Z)=——=
' px Z,
Ax <b
x=20

i predstavlja model razlomljenodinearnog programiranja sa varijabil-
nim koeficijentima u funkcifi kiriterijuma.

Postoji miz postupaka za re$avanje razlomljeno-incarnih wmodela.
Mi éemo ‘kouistiiti Mantosov simpleks postupak kao najpodesniji za
razbijanje skupa mogudih vrednosti parametara ), d A,

Vrednosti parametara ), i ), 'su odredene relacijama A+ X, <7,
Ao ke Z 04 dne skup u prvom kvadrantu dvodimenzionalnog prostora
(A1 Aa), omeden pravima hs-+A:=4, =0 1 A, =0. Razbijanje tog
skupa ma podskupove se izvodi poznatim postupcima parametarskog
programiranja.
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Neka 3e (M %°) par wrednosti parametara \; i A, takvih da je
WAL, WM =00 Tatka ()2, W% ) pripada skupu moguéih vred-
nostl parametara A; i A, Ako se one uvrste u model (7) onda se dobije
model sa fiksnim koeficijentima u funkeiji driterijuma. Refavajudi ga,
moze se doci do optimainog refenja x°, kome cdgovara optmalna baza
B,. Uslovi opfimalnosti tog reSenja bili bi

c;—2,j 7,

O Ry= =20, j=1,2,...,04m,

pi— Z) Z,

gde su ¢; i p; koeficijenti uz x; u funkoiji kriterijuma, Z, i Z, vrednosti
brojilaca Z, = cay odnosno dmenilaca Z, = px funkcije kriterijuma za
optimalno refenje x°, Zj i Zj wednosti brojilaca Z, = cx, odnosmo
imenfilaca Z, = px, funkoije kriterijuma za vektor x/ = B,~! 4; kom-
ponenta vektora fizvan optimalne baze po vekorima te baze.

U okolinfi tadke (), A%/} dvodimenzionaliog prostora (\, A} mogu
da postoje i douge koje ispunjavaju uslov optimalnosti refenja xol,
Tako se dobljaju uslovi

& O 2t =2y (s N Z1 O M) |
(10) R;(vp ) = =0,

p—7; Z,
i=12..,n4+m

u funkeiji parametara )\, § X, Zahvaljujudi dinjeniol, da. susamo koefici-
jenti funkaije kuffterdijuma u brojocu promenljivi, tj. zavise od X, 4 A, 4
da su funkaije ¢; (A o)y 27 (s 22) 1 Z7; (A4, 22) lineanne, to ée mslovi (10)
bitii takode linearmi.

Tako se dobija

UDRy O M) = RN+ RN+ RS20, j=1,2,..., n+m gde su
Re, BRIy, R filksne vrednosti.

Relacije (11) u skupu wednosti parametara ), i Ay =+ M < 4,
A Az > 0, odreduju podskup tataka (X, )z) takvih da je optimalno re-
Senje x. Ono predstavlja efikasno refenje viSekritenijumskog modela
(3) sa komponentema funkaije kriterijuma produktivnost, ekonomi&nost
i rentabilnost. : :

Parametni ), X, & da=J—XI—X; predstavljaju melativan odnos
kritenijuma, Znajudi optimalno (efikasno) refenje x*f i odgovarajuce
wrednosti parametara s, ke & A moZemo odvediti participaciju pojedinih
ciljeva pri takvom wedenju. Cilj kome odgovara majveéa vrednost od
parametra ), h. 0 A; je najvedeg znalaja za {o redenje.

Skupom vrédnosti parametara ), i ), koje odgovaraju relenju x!
De mora b.iti isonpljen skup svh mogudih vrednosti parametara ), i A,
Drugo optimalno elenje se dobija promenama u prethodnoj optmalnoj
bazi. Vektor A; koji je lizvan optimalne baze ulazi u nju ako je njegova
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ocena R; = 0. Na osnovu toga vidi se da tadkama koje &ime rub pod-
skupa mogudih virednosti paramebara ), i ); odgovaraju dve optimalne
baze. Izabenrimo jednu od njih i Jzradunajmo ocene opiimalnosti R;.
Vektor A, ‘koji je fizvan baze i &ija je ocena R, = 0, moZe da ude m novu

“bazu.

Knitedijum napustanja baze je simpleks kaitenijum linearnog pro-
graminan ja :
Xy . x
= min , X > 0.
Xis Xis

Tako se dobija mova baza B,; Njoj odgovara optimalno bazno re-
Senje

x2=B,1b
i vektor koordinata vektora izvan baze A; po toj bazi
xf = Byt A,

Dobijenim relenjem x* i x; mogu se formiraid odgovarajuce relaci-
je (11). One odreduju podskup vrednosti parametara ), i }; za koje je
x92 optimalno. To je novo efikasno reSenje sa najvedim znatajem nekog
od ciljeva optimalnosti. R

Postupak razbijanja skupa imogudih vrednosti parametara X, i ); se
nastavija sve dotle dok se me fscapi skup A+l 1, AR = 0. Time
se dolazi do wufiza optimalnih reSenja modela (8) x°, x2, ..., 2. Ona
su ekstremne tacke skupa mogudih refenja wiSekriterijumskog modela
(3) i predstavijaju mjegova efikasna reSenja. Pored tako dobijenih efi-
kasnih refenja viSekriterijumskog modela postoje d druga efikasna re-
Senja. Ona se odreduju ekstremnim efikasnim reSenjima xo/, a0, ....,
xor 1 uslovom efitkasnosti. To znaci da je neophodno formirati kniteri-
jume eflikasnioti za svako od dobijenih efikasnih ekstermnih selenja i
nadi odgovarajudi ‘skup "cfikasnih redenja. :

Jedan od medostataka postupka prevodenja viSekriterijumskog mo-
dela u jednokmiterijumski putem parametara je da dzvesnom skupu
mogudih vrednosti parametara ne odgovara ni jedno optimalno relenje,
odnosno efikasno redenje visekritenijumskog modela. Proizvoljnim bira-
njem parametara mogu se izabrati tadke za koje nema reSenja. To se
moZe viSe puta ponoviti tako da postupak ne dovodi do efikasnih re-
Senja. Primenom postupaka parametarskog programiranja taj medosta-
tak se vrlo jednostavno otklamja. Dekompoziaijom skupa mogudih vre-
dnosti parametara odreduju se sva efikasna ekstremna reSenja vige-
knitenijumskog modela. Na osnovu mjih mogu se odrediti i ostala efi-
kasna re$enja.
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3. POSTUPAK KOMPROMISA

Pored efekitivaih reSenja i njihovog odredivanja kod viSekriterijum-
skih modela mogu se primenifi & drugi postupci. Koristedi se rangom
parcijalnih kmiteriljuma, viSekniterijumski model se moZe zanieniti sa
vige jednokriterfijumskim modelima. Neka je dat viSekmiterijumski mo-
del sa paraijalniim kritenijumima fi, f,, . ..., f; poznatog ranga i neka je
on prema datom redosledu. Izostavljajudi sve parcijalne kniterijume,
izuzev prvog fr, dobija se jednokwiterijumski model. On ima optimalno
redenje i meka je o, = max (f;). Birajudi to refenje za optimalno vise-
kriitenijumskog modela mogu se naneti velike $tete ostalirn parcijalnim
ciljeviima. Da bi smo to ublagili odredimo moguce adstupanje Afs prvog
parcijelnog kritedijurma, To je kompromis koga &imii prvi parcijalni kai-
terijum, Relacijom f; 2 fo,— Af; odreduje se skup mnad kojim prvi kri-
terijum nede biti manji od maksimalne vrednosti umanjene za kom-
promisAf, Nad tako odredenim skupom moZe se odrediti optimalnost
dnugog pardijalnog kiiterijuma f,, Neka je oma 2 =max(f;) i Af,
kompromis tog kriterijuma. Tada se formira novo ogranic¢enje f, > f°2—-
— Af,. Postupak se mastavija do poslednjeg pardijalnog krniterijuma fi.

U radu se nismo upustali u teoniju visekriterijumskog programira-
nja. Cilj nam je da ukaZemo ma mogudénost optimizacije ekonomskih
sistema po kriterijumima produktvnosti, ekonomidnosti i rentabilnosti.
Osnovae stavove programiranja smo naveli radi njihovog koriscenja u
postavljenom’ problemu.

Radi boljeg sagledavanja problema i moguénosti primene modela
vi$ekrdtenijumskog programinanja navedimo jedan primer,

Na qasnovu podataka o proizvodnji (tehnickih uslova proizvodnje,
ogranienja ‘bridta, cema, vremena proizvodnje, jedini¢nih tro$kova i
angazovanih sredstava) moZe se formirati viSekriterijumski model koji
za kmiterijum dma vektonsku funkciju sa komponentama produktivnost,
ekonomiknost i rentabilnost.

xt+x xX+x x4+

(@) max{P, E,R} = max , ,
2%y - x, 2xp - 3%, 10x; + 9x;,

3% 4%, + x5 =10
x+3xn+ x, =10
X+ X — xs= 4

Xp Xz X3, xl_: Xs = 0:

gde su uslovi proizvadnje mraZeni odgovarajudim relacijama.
U funkciji kaiterijma nisu uvriéene dopunske promenljive x5, x; 1 Xs
radi jednostavinijih tizraza.

3.1. Prevodenje videkriterijumskog u jednokriterijumski model po-
stupkom parametara

Na madel (a) sa vektorskom funkdijom kriterijuma, dije su kompo-
nente reciprotne wrednosti produktivniosti, ekonomi¢nosti & renta-
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bilnosti, pritmienimo poistupak prevodenja videkriterijumskog modela u
jednokniterijumski. Radi toga pomnozimo komponente funkcije krite-
mijuma isa parametdima )y, h; & Az & vektorsku funkciju zamenimo
gblirom diith proizvoda. Takio se dolaal do

1 11 22+ X 2x; + 3x, 10, 4-9x,
(b) min{—,—,—r =M + N +N\
P E R X -+ X, X+ Xz X+ %
S R e el = I0
' x4 3+ x =10
X Xp— x5= 4

Xpy Xgg X3 Xy X5 Q, Al t+tra=L izl

Za parametre )y, h; & A uveli smo ogranicenja da dspunjavaju
uslov konveksne kombinadije komponenata vektorske funkcije. U
mnogim ekonomskim sistemima taj zahtev je prihvatljiv. Kod posma-
tranih parametara produlativnosti, ekonominosti § mentabilnosti ond
mogu da znade stopu udeléa #ih ocena pri optimalnom proizvodnom
programu,

U modelu (b) mofe se izvrditi sabiranje u funkciji kritenijuma, pa
se dobija razlomljenodineanni model sa varijabilnim koeficijentima u
fumkeiji kriterfijuma. Pored toga, zahvaljujudi elacifi M+ hz+ XM =1,
moje se smamjiti broj parametara, h; = 1—\—2Ay tako je

(— 8\, —8.+ 10) x; +(—3)».l—6)»2+9)x2 Z_l
c) min{Z}= - =
X+ % Z,

x4 Txy A =
x14+3x5+ x =
:L'1+ Xy — X5 =

X1 xz.. Xy X X200+ S a2 0. N

Na_ model (c) moZemo pnimeniti postupke parametarskog progra-
miranja i odrediti sve njegove ekstremne optimalne tadke, Na osnovu
njih & efiikasna refenja madela (b), odnosno (@). -

Mogude vrednosti parametana 1, @ A, date su na -.?l. 1 i predstavijaju
skup koji je ogrami¢en pravima M +Xe=1, M =01k =0

Skup mogudih vrednosti parametara X, i ), moZemo razbiti na
delove tako da u jednom od njih bude jedna fi samo jedna ekstremna
tatka optimalna, To razbijanje éemo uéiniti tzborom jednog mogudeg
para za pamametre. Neka je \ = A2 = {/4. Model (c) za tu v.red:no:st
parametara je sa filksnim koeficijentima u funkelji kriterijuma i moze
se ];§i]ﬁi.: Njegovo relenje je 2 = (1, 3,4, 0,0) i Z = 45/8, kome odgovara

+

‘ekstremna tadka A (7, 3) 4 optimalna baza B' = B (A, A; A3). . B



.
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U okolimi rtadke (1/4,1/4) mogu da postoje § druge za koje se
odrZava optimalnost dobijenog reSenja. Odredimo Z;, Z, Z/, Zf, Z7 i
Z5 u funkciji parametara A; ¢ ); 1 fonmirajmo ocene optimalnosti

W i

*2
B(1 3) - 8)
52,8
o o)
12
D(_7")
AGD
>
Ay 0 i
sl2. '
1
R, = —a+ 2— 32 —260,+ 37 |=—Ho+ 220
0 4
ili ), <1/2
21
Ry | =M=+ B2 —260,+ 37 | = —10a+ 520
P N
1 4
O, < L/2.

Relacije W 4d<I, W20, XN=20 i X1<I/2 odreduju
podskup skupa smogudih wrednosti parametara s i X, nad kojim je
optimalno rednje x¥ sa opfimalnom bazom B = B, (41, Ay 4;). Taj pod-
skup je na sl 1. ozmacen sa A.

Ocene optiimalnosti vektora dzvan- optimalne baze se anuliraju za
A2 =1/2. Izabenimo jedan od tih vektora koji moZe da .ude . movu
optimalnu  bazu. Neka Jje to- A;. Novoj bazl - odgovara wcelenje
2% = (5/2,5/2,0,0,1).

‘Na osnovu mjegoMih ocena qphunahnosﬁl dobijaju se relacije

S M $1/2 1 ), = 1/2 koje odreduju skup B na sl. 1. On predstavija
skup parametara s i ); nad kojim Ise 'p'oshia‘ze aptimalnost modela (c)
u.iadki %2,

- Dekompozidiju mogudih vrednosti pammetzua PVES! 7»: nastavimo

izborom neke tadke fiz skupa B. Tako se dolwi do welenja x% =

= (3,1, 0, 4, 0) sa skupom mogudih vrednosti parametara ), i L koga
v odreduju relacije hr-F A <4, W>=1/2, a=0 i )y = 0, oznalen ma sl

- 1.sa C,
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Prema sl. 1. vidi se, da je skup mogudih vrednosti pam'metara M
i ), dscrpljen & da je mjegova dekompozxcaja ma skupove A, B i C.
Time su dobijena tii efiikasna ekstremma reSenja modela {a). Svakom
od njih odgovaraju lmoguce vrednosti parametara s, A, 1 A; takvih da
je ono optimalno relenje modela (t), odnosno (b).

Pre nego predemo ma dspitivanje da li pored ekstremnih tadaka
postoje i druge koje su efiilasna relenja modela (b), pogledajmo vezu
izmedu dobijenih optimalnih relenja modela (c) i optimalnih reSenja
pardijalnih modela (a). Tako:

a) Za M =1, d; =0, A3 =0 dobija se parcijalan model po kriterijumu
maksimaine produktiviiosti. Tadka (/,0,0) pripada podskupu A
's}mpa vrednosti parametra A; i Ap Njemu odgovara optimalno
reSenje 2% = (1, 3,4, 0,0} sa max (P) = 4/5.

b) Za =0, =1 )=0 dobija se pardijalan model po kriterijumu
maksimalne ekonominiosti. Tadka (0, 1) pnipada podskupu B skupa
mogudih vrednosti parametara ) G A Njemu odgovara refenje
a% = (3,1,0,4,0) sa max (E) = 4/9.

c) Za =0, \;=10, )3 =/ dobija se parcijalan model po kriterijumu
makidimalne rentabilnosti. Tadka (O 0) pripada podskupu A skupa
moguonh vrednosti parametara )\ ¢ k. Njernu odgovara optimalno
reSenje x% = (1, 3,4,0,0) sa max (R) = 4/37.

Na osnovu udinjene amalize vidi se da su dve od 4ri optimalné
tatke modela (b) tstovremeno ‘optimalna reSenja parcijalnih modela.
Ekstremna tatka C (5/2,5/2} nije optimalna ni jednom pardijalnom
modelu. Ona se dobija za A, =1/2 § J+ W $1/2, $to znadi da su
ukljucena sva tri moguda kriterijuma.

Prema modelu (b) parametrd Ait ), & )y odreduju relativeri znadaj
pojedinih pardijalnih taiitedijuma. Pored apsolutnog znadaja pojedinih
kmi:tenijuma koji se dzrazava parcijalnim modelom on moZe biti i diruga-
gije odreden. Tako, neka je hr=l,=2%; Kako je M+l +ly=/1
pa je 3\ =1 il ) =1/3. Tacka (I/3,.1/3) pnipada podskupu A ‘sikupu

- mogudih vrednostiv parametara A, ), Kkome odgovara welenje -

A =(1,3,4,0,0), pa je to optimalno refenje za sluéaj da su kritrijumi
istog znadaja.

Slededi prioblem viSekriterfijumskog imodela, jeste da li pored
ekstremmnith eflikasnih reSenja postoje i druga? Prema definiolji, relenje
x? viSekmitenijumskog modela je efilkasno ako ne postoji drugo reSenje
x takvo da sistem fx) = 1(x0), fo(x) Z fox°), .. ., fulx) Z fo(x?) mema rese-
nja takvib da je barem jedna od relacija fi(x) > fi(x%) dspunjena. Pored
ekstremmnih efikasnil vefenja, model (a) moZe Emati efikasna reSenja
kioja defe u unutraSnjosti dli ma bridovima skupa mogudih refenja.

Skup mogudih refenja modela (a), sl 2, ima i ekstremne tadke:
A(3 1), B{(1,3) & C(5/2,5/2) i sve il su eﬁJJk'\.sn’L reSenja viSekriterijum-
skog modela (a). Ostala efikasna refenja mogu da lefe na jednoj od
strana frougla (skupa mogudih reSenja) dli 1 njegovoj unutrasnjosti.
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Neka je

=)0 4 (I =W = (3=2), 2\ + 1, 9, 4—4, 0),
0<) <1

tadka na dudi sa ekstremnim ta&kama 97 § a%,

Na osnovu definidije efikasnosti tacke viSekniterijumskog modela
za tadke x? = Qx" 4 (1 —)x™ se dobija sistem nejednacina

(=20 — 1)z + (20 + 3)x, = 0
( 2 + x4+ ( 2—3)x,>0
(—2N—J)xr + (=20 + 3)x, 2 0,

koji mema reSenja za koje je barem jedna od mejednadina zadovoljena
sa znakom vede. To znadi da su sve tatke ma duii AB, sl. 2, efikasna
reSenja viSekniterijumskog modela (a).

Slidno je za tatke

5 3 5 1
2 2 2 2

na duZi sa ekstremnim tadkama 2% 4 x%2, odnosno tadke

, "1 3
A= (I —WJa8 = (3— =, 1+~ 0,40, 1 —)), 0 <\ <,
’ 2 2

na du?i sa ekstremmim tadkama 2% § x%,

Izvedenom analizom utwdili smo da, pored ekstremuih efikasnih
reSenja, model (a) lima za efikasna reSenja i sve granitne tacke skupa
mogudih resenja, sl. 2.

Ako unutradnje tadke skupa mogudih refenja modela (a) dzrazimo
kao konveksnu kombinaciju ekstremmih tadaka a9, x9 § x%

K= p X0 Ny 12 (1 —h— W2 =

1 3
= (3—2)&:—?11, 2+ 20+ —ha #hy 4 —F N — $ha M),
2

MENSL 20, W20,

moze Se pokazati, kao i kod dadaka ma granici skupa mogudih reSenja,
da su i sve unutradnje tadke skupa mogudih refenja modela (a) njegova
effkasna refenja.

I;vedanom analizom zakljuduje se da su sva moguda refenja modela
(@) njegova efffkasna redenja. To znadi da se mofe izabrati bilo koji

e e e e o e ectitel 1o s 4o e T T
Y 0Ty s dored o by Lottt s s e S TR My - -
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mogudi proizvodni program. Razliditim mogudim programiima postize
se maksimalnost po jednom dli vide knitertjuma. Veé smo ukazali kako
se dobija opilimalnost po mekom od pardijalnih kriterijuma, To su
reSenja x% & x%. Pevo maksimiizira produldtiviost § rentabilnost a diugo
ekonjomiidniost., Za efiifkasno weSenje x? opfimalnost se postiZe tako 3to
ekonomidnost ima 50% ma znacdaju, a produktivoost @ remtabilnost
zajedno 50%.

Za ostala efikasna refenja mozZe se takode odrediti koji od krite-
rijumna dma najvedi anadaj u Sta se ovde nedemo upustati.

3.2. Postupak kompromisa

Pored odredivanja efikasnih reSenja wiSekriterijumskog modela
postoji ditav niz drugih postupaka za njegovo dstrazivanje. Kod mnogih
se zahteva wangiranje ailjeva po znaCaju. Jedan od takvih je metod
kompromisa.

Mi demo postupak kompromisa demonstrirati na primem tako
da je znaclaj kaditerfjuma produktivndst, ekonomi¢nost i na kraju renta-
bilnost. Napominjemo da je mogud 4 drugi redosled.

Parcijalni model sa kritenijumom maksimalna produkfivnost ima
veSenje 29 = (1,3,4,0,0) i max (P)=0,8. Postavitno problem tako da
se odredi program da produktivnost me bude manja od 0,7, $to -znadi |
da se dini wstupak za AP =0,/, Tako se dobija ogranicenje

X1 Fx,
—_—07
2x; 4+ x,

il

4x;—3x, < 0.

Dobijeno ogramicenge se prikljuduje ogramic¢enjima modela (a) dime
se dobija novi skup mogudih weSenja po kiterijumu ekonomiénosti i
rentabilnosti, trougao BDE na sl. 2. .

Neka je ekonomidnost kritesijum po kome se draZi opthmalnost
nad novim skupom mogudih welenja. Primenom mekog od postupaka
za odredivanje optimalnog refenja razlomljenodinearnih modela dobi-
jaju-se videznadna reSenja. To su ekstremne dadke D i E i duZ DE, sa
max (E) = 0,389.

Slidno se dradi optimalnost po kmitenijumu rentabilnosti nad novo
formiranfim skupom mogudih refenja, $to se postife mad duii DE sa
max (R) = 0,106.

Kako su max (E)=4/9 i max (R)=4/37 nad prvobifnim skupom
mogudih wreenja vede wrednosti od novodobijenih, to znadi da su
ekstremne tadke 1 kojima ont postiznt optitmalnost dzvan skupa moguéih
redenja sa kompromisom. Relenje x, = 2 i x; = 8/3 ili acko sa du# DE
predstavijaju kompromisno refenje pri cemu je kompromis produkiiv-
nosti AP = 0,1, ekonomicnosti AE = 0,055 i rentabilnosti AR = 0,012.
Vidi se da je on majvedi za produktivniost ¢ najmihi za rentabilnost.
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Medutim, uop$te uzeto 1 kompromisi nisu velitki. JzraZeni u procentima
oni bi bl 10% za produktiviost, 5% za ekonomitnost i 1% za renta-
bilnost. Procemti predstavljaju odstupanje od maksimalne produktiv-
nosti, ekonomlidnosti, Odnosno rentabilnosti, po pardjalnim nrodelima.

Uzimajudi za reSenje optimalno pefenje bile koga parcijalnog
modela procenat odstupanja dmigih kniterijuma od svojih maksimalnih
vrednosti je vedi. Tako, meka je izabrano wesenje af = (1,3,4,0,0) za
koje je max (P)=4/5, E=4/11 i R = 4/37. Kompromisi koji se tom
prilikom &ine su AE = 0,08 { za rentabilnost AP = 0.

U sluaju da se za optimalno refenje uzme x° = (3, 1,0, 4, 0) za koje
je max (E) =4/9, P=4/7 i R=4/39. Kako su maksimalne vrednostf
max (P)=4/5 i max (R)=4/37 to su kompromisi P =022 i
AR = 0,006, Uporedujudi ih sa kompromisitna za refenje x? = (2, 8/3),
koji su AP = 0,1 ¢ AR = 0,002, vidi se da su osetno ved. To govori da
je mefenje x7 = (2, 8/3) powoljntje i treba njega birati kao mogudi proiz-
vodni program po kafterijumima produktivmiost, ekomomidnost §
rentabilnost.

Pored weSenja x: = 2 b x; = 8/3, za koje su kompmomist parcijalnih
koitenijuma AP = 0,/, AE = 0,055 i AR = 0,002, mogu se uvesti nova
ogranienja vedim kompromisom nekog od parcijalnih kniterijuma 1
odrediti odgovarajuce reSenje. Remtabilnost je najmanjeg kompromisa,
Ako bi se on uvedao dodlo bi se do movog skupa mogudih refenja i
odgovarajuceg optimalnog refenja.

Resavajudi postavljerd problem doilo se do dve moguénosti, Prvom
se odreduju moguda altermativna reenja pri razliditom zmadaju poje-
dinth diljeva. Postupak kompromisa daje mogudnost dz se u okvim
alternativnih  redenja odredi ono koje zadovoljava unapred zadane
kompramise. Kombinujudi postupak odredivanja efikasnih melenja i
kompromisa moZe se dodi do re§enja koje zadovoljava i dodatme zahteve
izrafene u vidu ranga @ kompromisa.

Poslednjih godina &ine se veliki naponi za fznalafenje podesnih
postupaka u refavanju wisekiiterijumskih modela. Ekonomski sistemi
su po pravilu sa vide ciljeva, pa je to wazlog da se za njih mogu defi-
niisati viSekmiterijumski modeli. Jedan od problema koji se wuspeino
moZe opfimizirati viSekiitentjumskim modelima je transportni problem.
Njegova optimizacija je najéeiée po kmiterijumu minimalnih troSkova.
Medutim, vreme realizadijje nekog tramsporinog programa je takode
znafajno. Najradionslntiji program je ako se nade kompromis izmedu
ta dva cilja. Postoji i niz dmigth problema kod kojih se zahteva vise
kniterijumska optimizacija.

Primljeno: 26. 6. 1980
Prihvadeno: 29. 9; 1980.
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OPTIMIZATION OF ECONOMIC SYSTEMS ACCORDING TO THE
CRITERION OF MAXIMAL PRODUCTIVITY, ECONOMY AND
PROFITABILITY USING MULTI-CRITERIA
PROGRAMMIZING MODELS

Stojadin SAZDANOVIC

Summary

Single criterion models are mostly used for the optmization of
economic systems. There have been some positive results. The functio-
ning of economic systems is, however, dependent on various incides.
Each of them might be a criterion of optimization. Choosing one of
them would be a simple consideration. For that reason models with
several criteria have been drawn up establishing a theory of multi-
criterin programming.

In this report the problem of cptimization by using single criteron
models 1is considered. After finding out disadvantages to define
objectives, a multi-criteria model may be defined according to the
criteria of maximal productivity, economy and rentability. The proce-
dure of parameters and that of finding out a compromise solution are
applied to this model. Both procedures are shown.



