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ResuMmeEN. En la aplicacién de las técnicas estadisticas es comiin el uso
de transformaciones que permitan simplificar el andlisis cuando los datos son
generados por distribuciones asimétricas cuando existen observaciones atipicas
en una de las colas de la distribuciéon. Para el andlisis de esta clase de datos,
este documento presenta un estimador de la transformacién de potendia que
simetriza el conjunto de datos (Castaiio, 1994) y un estimador de bajo sesgo de
la media retransformada que no hace uso del supuesto de normalidad. El uso de
la técnica de bootstrap permite obtener tantoel error esténdar del estimador de
la traxsformacién como el de la media rettansiormada. Los resultados obtenidos
a través de simulacién muestran que el procedimiento propuesto parece ser un
competidor del método de mixima verosimilitud, al menos para los casos estu-

diados.

1. Introduccidn

En el trabajo estadistico aplicado es comiin e] empleo de transformaciones que
permitan simplificar el analisis de un conjunto de datos cuando son generados por
distribuciones asimétricas o cuando existen observaciones atipicas en una de las colas
de la distribucién. El objeto de este articulo »s i.) presentar una transformacién
de potencis para simetria basada en los cuantiles de los datos y, ii.) obtener un
estimador de la media retransformada que no hace uso del supuesto de normalidad de
los datos transformados. Mds precisamente, para una muestra aleatoria 1, ¥z, . - ., Yn»

con y; > 0 para todoi = 1,2,...n, la transformacién propuesta elige una potencia A
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en la familia de transformaciones potenciales introducida por Box y Cox (1964),

M siA#£0
T (Y, \) = A (1)

In(Y;) sid=0

de forma tal que

T(Y’S'A) - ﬂ"’sie

donde 3 es la medida de la distribucién de los datos transformadosy ¢;, i =1,2,...n
son variables aleatorias iid con media tero, varianza o? y distribucidén simétrica, y
si el interés del andlisis son los datos originales, se presenta un estimador para la
media retransformada que no depende del supuesto de normalidad. El empleo de
la técnica de bootstrap (Efron (1982a), Efron y Tibshirani, (1986)) permite la ob-
tencidén del error estandar d;aI estimador ¥ de un intervalo de confianza tanto para
la transformacion de simetria asi como para la media retransformada. El plan del
documento es el siguiente: la seccién ? presenta la transformacién de simetria y el
calculo de su error estandar usando bootstrap; un estimador de bajo sesgo para la
media de la distribucién de los datos originales, asi como el procedimiento bootstrap
para calcular su error estandar son derivados en la seccidén 3, la seccion 4 presenta

algunos resultados empiricos; por ultimo, el seccién 5 se presenta algunas conclusiones.

2. El estimador de la transformacién de simetria y su error estdndar
Suponga que y es una variable aleatoria continua con f.d.p. f(y) y cuyo p-ésimo

cuantil es £, 0 < p < 1, es decir F(£,) = p(y <&) = p. Una transformacicn
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potencial T (y, A) en la familia (1) que simetrice a f (y) debe ser tal que

T A) = T(6,A) +2T(£1_P.¢\) i

paratodo p, 0 < p< 1.

Por ejemplo, si y es una variable aleatoria con distribucion log rormal (g, 0?),
entonces existe A en (1) tal que T'(y, ) sea simétrica. En efecto, si A = 0, la dis-
tribucidn de T (y, A) = In (y) es |a distribucién normal (p, 0?) la cual es simétrica con
respecto a u y entonces la propisdad (2) es satisfecha exactamente. En la practica no
todas las distribuciones son exactamente simetrizables, pero es posible obtener un;s
aproximacion a la simetria. En este caso (2) sera satisfecha sdlo aproximadamente.

Ahora bien, suponga que yi,¥2, ..., Ya €5 una muestra aleatoria de f(y) v que Ep es
el p-ésimo cuantil muestral, es decir que si y(1), Y(2), .-, Y(n) 500 los valores muestrales
ordenados entonces £, es y(n) donde m = [pn]+1 , donde [pn] denota el mayor enterc
que no excede a pn; si pn es entero el valor de .f,, no es tinico y toma cualquier valo
entre Yipn) ¥ Ypn+1); POr ejemplo, si n = 50 y p = .5 entonces la mediana muestral
f_s cae entre y(25) V ¥(26) generalmente f_g = ﬂ’—‘l—;i"—"- es empleada para obtener la
mediana muestral.

De acuerdo con lo anterior la transformacién T'(y,A) que simetriza f(y) debe
simetrizar aproximadamente el conjunto de datos y1, ¥z, ..., yn , €8 decir debe tener Ii
propiedad

T (ésu\) o ! (ép,)‘) +2T (éI-P' A) (3

patatodop, 0 <p< L
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Como en general, f(y) es desconocida también lo serda A y debemos emplear el
conjunto de datos para estimarla de forma tal que (3) sea satisfecha. Un procedimiento
que permite la obtencién de un estimador de A esta basado en (3) y es el siguiente
(Castarfio, 1994):

i) Para cada valor de ) obtenga T'(w,1), 1 = 1,2,..,n, y calcule los cuantiles

T(€p,2) para valores0 < p < 1.

i) Caleule SA() = S |T (E‘,,,A) - T(é'”'x) T (él"'"\) , 0<p<l

2

iii) El estimador de /\Pea el valor A que minimice SA (). En otras palabras, A
es el valor de A que minimiza las desviaciones absolutas de la semisuma los cuantiles
p ¥ 1 — p con respecto a la mediana, para todo p.

NOTA: El procedimiento anterior puede ser implementado haciendo uso de los
valores letra definidos en anélisis exploratorio de datos. (Tukey (1977), Velleman
y Hoaglin (1980)). Dichoe valores letra coresponden aproximadamente a los cuan-
tiles p = 1/2, 1/4, 1/8, 1/16, 1/32, etc. El paquete estadistico MINITAB facilita el
proceso de estimacion de A haciendo uso de dichas medidas restimen. Un macropro-
cedimiento llamado SIMETRIA.MTB esté disponible y puede ser empleado para el

caleulo de A .

Consistencia de A :

La consistencia de ) est4 intimamente relacionada con la consistencia de £, como
estimador de §,. Mosteller (1946) prueba que si y;, 42, -.., yn €8 Una muestra aleatoria
de una distribucién con f.d.p. f(y) continuay diferenciable en la vecindad de los cuan-
tiles poblacionales &, y f (£p) # 0, entonces la distribucién conjunta de £, &, -.-) €p

con 0 < py < pr < ... < pi < 1, es aproximadamente normal & — variante con vector
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de medias (fpl,f,,, ...,ém) y matriz de covarianzas cuyo (j — i) — €ésimo elemento es

de la forma

pi(1—

cw(fp,-Ep.) = nf Ep: f(fp. p} —-pl

Del resultado anterior se deduce que fp es un estimador consistente para £, para

todo p, puesto que:

) limn-E(§) =6, VpOo<p<ly

i) limaeo VAR (€) =0

Ademas los fp , son mutuamente independientes asintdticamente.

Proposicidn:

Bajo las condiciones anteriores, suponga que A es la potencia (desconocida ) en
la familia (1) que simetriza (exacta o aproximadamente) a f(y) .Entonces Xesun
estimador consistente de X si y solo si Dp ,1010. para todo p, 0 < p < 1, donde

T (EP!’\) +T (éx-p,j)

by =T (£s,4) - 5 ,

NOTA: i) Si f(y) es exactamente simetrizable,

Dy, = T(Es,A) - T({PH\) +2T(EI-P’A) =0

en caso contrario Dy, ~ 0.

i1) En la proposicién lo relevante es el si. El sélo si no es de utilidad practica.
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Prueba:

Suponga que A es la potencia en la familia (1) que simetriza a f(y) y que A es
consistente para A. Veamos que DP pros0,para todo p, 0 < p < 1.
En efecto,

plimT (&, 1) +plinT (€5, )
2

plimD, = plimT (E_s.i) - , 0<p<il

Puesto que T es continua y ép y A son consistentes, obtenemos que

X « plimT (&,,3) +plimT (&_,, A
plim D, = plimT (€5, 1) - (&%) 2 (b1-» )=
T(Es,2)— .4 +2T(£1-9“\)= Vp, 0<p< 1.

Como A es simetrizante

T(Epr '\) #* T(El-p:

T (€5 ) - 5

A),Vp.0<p< 1.

por tanto D, -0, para todo p, 0 < p < 1.
Ahora, suponga D,, pros0 para todo p, 0 < p < 1. veamos que 1 es consistente.

Si Dy proi0 entonces

plimT (ép, :\) +plimT (él_p, .\)
2

plimT(f-A;,;\) - =0, paratodop, 0 <p<1
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es decir

T (Plimé.a,piimi) _ T (plimfmplimi) +T (plimél_P,pumj\)

2 =0
De la consistencia de ép- la expresién anterior la podemos escribir como
« T(&,plimi) + T (&, plimi
T({s,plirﬂ/\)— (p ) 3 ( L )=0.pamtodop,0<p<1

lo que significa que plim A simetriza la distibudén. Por tanto plimA = A.

Error estandar de ) :

Es posible calcular el error estdndar de ) empleando la técnica computacional de
bootstrap (Efron, (1982a), Efron y Tibshirani, (1986)). Los pasos a seguir son los
siguientes:

i) usando el procedimiento de estimador obtenga A tal que
T (yiwi) = .a'i‘ Ey; 4= 1,240

donde / es un estimador de la media de los datos transformados y € es el i — ésimo

residual.
ii) obtenga una muestra con reemplazamiento £* i = 1,2,...,n, de los residuales

&. Calcule yf =T"! (,3 + 1, :\) , e decir obtenga,

W= [1 +AT (3+é;.5\)}* i=1,2,..n
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#17) Calcule un nuevo estimador X* de A , para los datos y".
iv) repita el proceso ii) y #ii) un nimero de B veces. La coleccién de todos los A*
forma la distribucién de bootstrap de A. Fl estimado de su error estandar es la raiz

cuadrada positiva de

wor (3) = gy (4 =)

j=1

B
donde A" = %Z)\;
j=1
El macroprocedimiento SIMBOOT.MTB desarrollado en el paquete estadistico

MINITAB permite obtener la distribucién Bootstrap de A.

3. Un estimador de la media retransformada

Si el interés en el andlisis esta centrado en la media de los datos originales, es
bien conocido que la sola retransformacion produce un estimador para la media de
los datos originales que puede tener sesgos importantes (Granger y Newbold (1977),
Miller (1984), Taylor (1986)). Ahora bien, la eliminacion de ellos depende de la
distribucién de los datos transformados T (y;,A) = 0+ €.

Consideraremos que:

A)ei~N(0,0%),i=1,2,..,n

Para esta situacién Miller (1984) y Taylor (1986) encuentra las expresiones de bajo
sesgo para el estimador de la media retransformada en las transformaciones logaritme
natural, potencias fraccionarias positivas, inversas o potencias fraccionarias negativas

B) =, tiene una distribucion simétrica de media cero y varianza o .Este es el

caso de mayor interés en la practica. Siguiendo a Guerrero (1993), es posible una
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aproximacion obtener a la media retranstormada como:
s T-E(T (y,A)).CF (A)
donde

1,2 IJA
{0.5&0.5 [1—2)\ (A=1)a?[1 + 2)E (T (y, A))]‘z] } si A#0
CF () =

e’ 12 8i A=0

donde se escoge el signo ‘+ * de forma tal que 4 2 E (T (y,A)) 8i A 5 1, lo que es una
consecuencia de la monotonicidad en A de la transformacidn.

Un estimador de bajo sesgo para u esta dado por:

=T [E@ W) CF)

Error estdndar de j.

El calculo del error estandar de j utiliza el siguiente procedimiento de bootstrap:

i) Para A fijo, de T(y.-,i) =f+6&,i= 1,2,..,n, obtenga una muestra con
remplazamiento £; de tamaifo n de §.

if) Calcule T (y.-,i) =4+ £1,i=1,2,...,n, y use la expresion (14) para para
ubtener un nuevo estimador i* de la media retransformada reemplazando T’ (y, i) por
Y fic (y, i) y o? por ¢*?, donde o*? es la varianza de T (y;, i) .

i#1) repita los pasos i) y i) B veces y obtenga la distribucién de boostrap de j.
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Calcule &l error estandar de ji como la raiz cuadrada positiva de :
i = 2
se(p) = ﬁg(u} -i")

B
P | .
donde g’ = B z,u;
J=l
El macroprocedimiento lamado MEDBOOT .MTE escrito para el paquete MINITAB

permite obtener la distribucién de bootstrap para j.

4. Algunos resultados empiricos

Con el fin de comparar el comportamiento del procedimiento de retransformacion
se simularon observaciones de diferentes distribuciones conocidas. Para cada dis-
tribucién se usé una muestra de tamafio 50 y otra de tamafio 200. Se empled el
método de maxima verosimilitud para obtener la estimacién directa de la media de la
distribucién, que se denotara por fiyv , y su error estindar se (fipv) . A continuacidn
se obtuvo la transformacion de simetria para cada una de las muestras y se calculo
la media retransformada usando (14). Se empled la media aritmética y la varianza
insesgada de los datos como estimadores de E (T (3, )\)) y 0% . Su error estandar
ge encontrd usando 250 repeticiones de bootstrap. Los resultados se presentan en la

tabla 1 a continuacion.
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TABLA 1. Comportamiento del estimador de la media retransformada.

Distribucién | n B(Y) Bav SE(Epry) | & F sB(&)
Logeormray | DO | 12.185 | 11.522 | 1.626 =10 [ 12.034 | 1.719
200 | 12.185 | 12.613 | .892 -.09 | 12.295 | .979
Expenenc(y | 00 | 1.000 | 1.022 | .145 27 | 1.031 | .129
200 | 1.000 [ .929 066 30 | .940 064
Beta(3,3) 50 | .625 .663 018 1.60 | .662 0.19
200 | .625 618 .011 1.50 | .617 010
wenanisyy | B0 | 2.780 | 2.888 | .076 1.60 | 2.884 | .075
200 | 2.780 | 2.799 | 0.41 1.60 | 2.801 | .041
camma(zy) | B0 | 2.000 | 1.970 | .193 500 | 1.969 | .166
200 | 2.000 | 1.884 | .092 .300 | 1.885 | .087

Estos resultados muestran que el procedimiento propuesto funciona adecuada-

mente frente al método de maxima verosimilitud, teniendo a su favor que no se ha

hecho ningiin supuesto sobre la forma explicita de la distribucién de los datos

originales ni transformados. Aunque s6lo hemos usado una muestra para cada tamaiio

muestral y cada distribucion, es interesante observar que para la distribucion lognor-

mal el estimador de la media retransformada parece tener 1a menor eficiencia relativa.

En los otros casos la evidencia empirica no es tan fuerte.
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Experimentos Monte Carlo

A continuacion trataremos de validar los resultados de la Tabla 1 a través de
experimentos Monte Carlo. La Tabla 2 muestra los resultados del comportamiento
de la media retransformada media retransformada en 500 simulaciones para tamanios

muestrales de 50, 100 y 200 observaciones y diferentes tipos de distribuciones.

ABLA 2. Comportamiento de la media retransformada en 500 simula-

ciones.

Distribucida n E(Y) Barv SE(darv) r' SE(8) efic

1
Logaermiza) | DO | 12.185 | 12.440 | 2.182 12.688 | 2.489 | .77 {
100 | 12.185 | 12.223 | 1.5376 12,336 | 1.679 | .88

200 | 12.185 | 12.292 | 1.060 12.326 | 1.107 | .92

e s

Beta(s,3) 50 | .625 626 023 627 023 | .98
100 | .625 625 0154 626 0156 | .98

200 | 625 626 012 627 012 | 1.00

Bxponencr) | 50 | 1.000 | .998 144 1.010 | .148 | .95
100 | 1.000 | 1.060 | .100 1.014 | .103 | .95

200 | 1.000 | 1.000 | .073 1.010 | .074 | .96

cammazyy | 50 | 2.000 | 1.989 | .193 1.999 | .194 | .99
100 { 2.000 | 1.985 | .140 1.990 | .140 | 1.00

200 | 2.000 | 1.991 | .097 1.994 | .097 | 1.00

De estos resultados concluimos que el estimador para la media retransformada en
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el caso de la distribucién lognormal posee la menor eficiencia relativa. Este resultado
esli de acuerdo con lo obtenido en otros estudios como el de Taylor (1986), que
muestra que para valores de ) iguales o cercanos a 0 (y o grande) el estimador de la
media retransformada es menos eficiente . Como resultado de la consistencia de ), a
medida que n crece la eficiencia aumenta.

Sin embargo, cuando las distribuciones no son exactamente simetrizables, el esti-
mador de la media retransformada es un fuerte competidor del método de mdxima
verosimilitud (al menos para los casos estudiados), teniendo a su favor, como se men-
cioné anteriormente, que no se ha hecho ningin supuesto sobre la forma explicita de

la distribucion de los datoe originales ni transformados.

5.Conclusiones

i) El procedimiento de la media retransformada parece ser un competidor del
método de maxima verosimilitud especialmente cuando la distribucion que genera los
datos no es exactamente simetrizable. En este caso, el primer estimador es muy lla-
mativo ya que su obtencidn es facil a diferencia del segundo método que con frecuencia
emplea procedimientos no lineales.

11) El procedimiento de la media retransformada no hace ningin supuesto sobre
la forma explicita de la f.d.p. Esta es una gran ventaja sobre el método de maxima
verosimilitud, donde el éxito en la estimacion depende del conocimiento de la f.d.p;
desafortunadamente este conocimiento, en general, no es ficil de obtener (ademéds
las f.d.p se consideran como aproximaciones a los procesos que realmente generan los

datos) y muchas veces se maximiza la funcién de verosimilitud equivacada, teniendo
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siguiente caso: se simulé una distribucién gamma de parametros 2, 0.5 para tamafios
muestrales de 50, 100 y 200 observaciones; suponga que una persona que no sabe
el origen de los datos asume que fueron generados por una lognormal y procede a
estimar la media. Para 500 repeticiones de cada uno de los tamafios muestrales, los

resultados de maxima verosimilitud y de la media retransformada estén en la tabla 3

TABLA 3. Méxima verosimilitud equivocada y media retransformada

{—Di.‘fltlﬁiﬂl = B(Y) A v SE(Apv) a SB(4) efic

" ) T
Gammazs [ 00 | 1.000 | 1.055 | .117 1.001 | .099 | 1.37

100 | 1.000 | 1.053 | .084 998 | .073 | 1.30

200 | 1.000 | 1.050 | .057 997 | 050 | 1.30

Estos resultados muestran la pérdida de eficiencia del procedimiento de maxima
verosimilitud frente a un estimador de la media retransformada.

iti) Para el caso de la distribucién lognormal, cuando la distribucion es exacta-
mente simetrizable, el método propuesto presenta la menor eficiencia (Taylor, (1986)
también sefiala este hecho). En este caso la verdadera transformacion de simetria es
A = 0 y mientras que el método de maxima verosimilitud siempre hace uso de ella, el
procedimiento de la media retransformada usa A la cual no es siempre es cero. Este
caso es util para ilustrar el efecto de la estimacidn de A sobre la varianza del estimador
de ]a media retransformada.

iv) Es importante investigar el efecto de la varianza o? sobre la eficiencia del es-

timador retransformado.
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