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Abstract

When the domain sizes in a multiple frame survey are
not known the research worker can either spend some of the
project budget to determine the domain sizes, and thus be
able to use one estimator or do not determine the domain
sizes and use another estimator. This paper looks at the
comparison of these two procedures and make some recommen-
dations. )

Resumen

Cuando en una investigacidn los tamafios de los domi-
nios con marcos miltiples de muestra se desconocen, se
puede pensar en invertir parte del presupuesto del proyec-
to en la determinacidn de dichos tamafios y utilizar un es-
timador directo, o no especificarlos y entonces hacer uso
de otro estimador. Este articulo presenta algunas reco -
mendaciones relativas a cada uno de estos procedimientos.

Introduccidn - Conceptos

Dos conceptos que se deben distinguir en la teoria y
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prictica de poblaciones finitas de muestreo son :

1. Peblacidn de unidades

2. Marco para el muestreo de las unidades.

El concepto 1 involucra una clara definicidn de las
unidades que pertenecen a la poblacidn. El concepto 2
especifica las facilidades fisicas, tales como las listas
de unidades que se emplean para tener acceso a las unida-
des de muestreo individuales. En muchas situaciones es
difdicil designar un marco de referencia @inico por alguna
razén. En esos casos el investigador tiene que realizar
un sondeo basado en una multiplicidad de marcos de mues-
tra para obtener una cobertura total. (Este problema fue
atacado primeramente por H.0O. Hartley (1962) y m&s tarde
por R. Cochran (1965). Los conceptos y notacidn usados
en este articulo son esencialmente los mismos que ellos
utilizaron en sus trabajos). Una vez se ha llevado a ca-
bo el muestreo de un marco puede ser ventajoso separar
las unidades muestreadas en grupos, particularmente cuan-
do se desean hacer estimaciones de sus medias y sus tota-
les. Si el nfimero de elementos que pertenecen a cada
grupo en la poblacidn mo se conoce, dichos grupos se de-
nominan DOMINIOS,

Para fijar la idea, considérense dos marcos A y B
de los cuales se han extralido sendas muestras aleatorias.
Los disefios de &stas pueden ser diferentes pero deben

cumplir los siguientes supuestos :

1. Toda unidad en la poblacidn de interés pertenecé

como minimo a uno de los marcos.
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2. Es posible registrar j.ra cada unidad en la mues-

>
tra s% ella pertenece o no al otro marco.

Con base’en lo anterior podemos dividir las unidades
de la muestra en 3 dominios.(Para k marcos, tendremos
2k—1 dominios).

ANTES DE MUESTREAR DESPUES DE MUESTREAR

A B a ab b

Dominio "a" - La unidad pertenece finicamente al marco A
Dominio "b" - La unidad pertenece {inicamente al marco B

Dominio "ab"- La unidad pertenece a ambos marcos

MARCOS DOMINIOCS
NOTACION UTILIZADA A B a b ab
Nfimero en la poblacibn NA NB Na “b Nab
L] "
Ndmero en la muestra n, {og |0, Fb n'ope "ap
Total poblacional Yo l¥s | Y2 | Yy Yoo
Media poblacional ?A ?B ?a ?b ?ab
- ' "
Total muestral Ya | Y ya Yp | Y ab °? y ab
, w 1= % - - -
Media muestral YalYs 1 Ya Y% | Y'ap * Y'ap

Notese gue n'ab y n"ab denotan las submuestras de
n, ymg respectivamente, que caen en el dominio super-
puesto ab. Las medias correspondientes ;;5 y ;"ab pue-

] ' > " > 0.
den calcularse solamente si n alb 0 y n ib
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I. ESTIMADORES DE TOTALES Y SUS VARIANZAS.

Cuatro casos diferentes pueden considerarse dependien-
do del conocimiento del nfimero total de unidades en los
marcos y en los dominios y de nuestra habilidad para asig-
nar el nlmero de elementos a seleccionar (tamafios muestra-

les) de cada dominio.

1. Todos los tamafios de los dominios se conoccen. Es

factible asignar tamafios de muestra a los dominios.
Dominios = Estratos.

2. Todos los tamafios de los dominios se conocen. Los
tamafios de muestra pueden asignarse inicamente a los mar-

cos.

Dominios = Post-estratos.

3. Los tamafios de los dominios no se conocen pero los
tamafios de marco si se conocen. Los tamafios de muestra

pueden asignarse solamente a los marcos.
Dominios = Dominios propios.

4. Tanto los tamafios de los dominios como los tamafios
de los marcos no se conocen, pero las magnitudes relativas
de los marcos sea conocen. Los tamafios de muestra sblo pue-

den asignarse a los marcos.

Dominios = Dominios en poblaciones de tamafio descono-

cido.

En el caso 1, el problema de estimacifn se reduce a la
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meto@ologia estdndar para mue:c eo estratificado. En el ca-
so H,:sélo serd posible estimar medias poblacionales. Nos li-
mitaremos aqui a los casos 2 y 3. Hartley (1962) ha sugeri-
do que a los valores de la variable, para estas unidades
muestreadaé localizadas en mds de un marco, les sSea asigna-
do un coeficiente ponderado que dependa del marco del cual

se muestred. Ademds, la suma de estos coeficientes debe ser
igual a la unidad. Esta caracteristica es valiosa para ob-
tener estimaciones insesgadas de medias y totales poblacio-
nales. Este método realmente crea estratos no superpuestos

de marcos superpuestos. Para dos marcos, sea Y el valor

de la caracteristica y de la i-&sima unidad de muestreo.

Definase:
Vi si la i-&sima unidad esti en a

u, = (1.1)
PY; si la i-ésima unidad estd en ab

cuando se muestrea del marco A, y

qy; sila i-&sima unidad esti en ab

u, = (1.2)
i si la i-&sima unidad estd en b

- cuandec se muestrea del marco B.

Claramente Y, el total de los y;» para la poblacidn

iy # NB unidades, es igual al total U de

%
las u; para la muestra poblacidn de N = Na+2Nab + Hb

original de N = N

unidades, provisto p + q = 1.

YEYSL, +Y, 0. +00, #@f, +%, = ©

R ab T b
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Este articulo centra toda su atencidn en aquel caso
en que ninguno de los dos marcos cubre completamente la
poblacidn de interés, pero su unibn si la cubre. Dos si-
tuaciones se considerardn. La primera es aquella en la
cual el nGmero de unidades en la interseccidn de los dos
marcos, Nab’ se conocen, pero es imposible identificar el
grupo al cual pertenece cada unidad antes del muestreo .
La segunda es aquella en la cual el n@mero de unidades en
la interseccién, Nab,'no se conoce. Hartley (1962) ha
propueste los estimadores y varianzas para estas dos si-

tuaciones.

1.1. NUMERO EN LA INTERSECCION CONOCIDO (Muestreo

aleatorio simple en ambos marcos).

El estimador post-estratificado del total estd dado
por :
= 5 = | o =
Y Naya+Nab(py ap W ab)* N, Yy (1.3)

donde cada término ya se definid anteriormente. W. Cochran
(1963) ha mostrado que si la muestra es grande y las va -
rianzas dentro de los post-estratos (dominios) no difie -
ren sensiblemente, entonces la varianza de la estimacidn
post-estratificada para el total, ignorando las correccio-

nes para poblaciones finitas, seria :

\f[Y]: ": v[;a]mzb p2V[)-fab]+ ug v[}'b]+ N:bq2 v [y"ab ]
2 2 2 2 2 2.2 2 2 2
_Ma % MabP % M % Nap @ %
1 "
Na " ab "y " ab
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N
% a b
Para muestras grandes : na R n = nB_§_ .
A B
N . N
n!' ~ ab n" = n ab
ab A * Tab B N
N B
A
Utilizando estas definicicnes :
2 'y o2 2 Ng 2 2 2
=23 — 1.4
v[y] {N L 00+ N pel I+ o B {n b0y ¥ Nga” o) (1.4)

Esta férmula no es otra que la de la varianza del es-
timador total en muestreo estratificado con afijacién &p-

tima, es decir, cuando

N
n = —Rn
h N
donde n, = tamafio de muestra del estrato h
Nh = tamafio de la poblacién del estrato h.
N N
Haciendo a = ﬁEE-, B = ﬁéh-, obtenemos con la ayuda
del dlgebra : A &
N2 ) "2
v[t]= 2 {(1-0) 0° + a p oMt — B {e1- B)q.b+8 q c L} (1.5)
Ta a ]

. Este resultado fue dado por Hartley.

En algunas ocasiones puede ser ventajoso considerar

una funcidén de costo :

C=¢C.n, +C_n (1.6)

donde C es el costo total del muestreo, CA es el costo

de obtener una observacidn del marco A y CB el de una
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observacidn del marco B, es posible encontrar los valo-

res de n,, n, y p que minimicen la varianza cuando el

costo de ﬁuesireo es fijo, o que minimicen el costo cuan-
do el valor de la varianza se determina de antemano. Usan-
do el costo como una condicidn lateral, la técnica cla -
gica de los multiplicadores de Lagrange puede utilizarse.
Después de algfin trabajo, el valor 6ptimo de p es dado
por Hartley (1962) como una de las soluciones de la ecua-
cidn

(1-a) + p2 oz

A b

G 2 a
2P =
* 2
q

CB o}

(=g G TR S ]

2 2

(1-B) + B p 9
Las raices de esta ecuacidn pueden hallarse usando

un procedimiento exacto como el de Ferrari. Debido aque
P Y q son ambos positivos y tales que ptq = 1, la
raiz de esta expresidn cuyo valor esté entre cero y uno

debe escogerse.

R. Cochram (1965) ha encontrado los valores &pti-

mos para n, y ng de :

2

donde

Q
&

Q
1)
=2



y
c

2}1/2

2 .1/2
/ey Nplog(1-8)+8q" } ’ ]

\r
p=—"r e
Uab[/EA NA{ ¢A(1—a)+a P
R. Cochran también ha trabajado este problema en dos
formas diferentes : Primero, tomando una muestra aleatoria
simple de tamafio n, del marco A y observaciones al azar
del marco B con un niimero predeterminado n, para obte-
nerse del grupo bj; y, segundo, teniendo un tamafio de mues-
tra fijo del marco B m&s que fijando un nimero observado

en el drea no superpuesta del marco B.
1.2 NUMERO EN LOS DOMINIOS DESCONOCIDO.
En este caso el niimero de unidades en cada marco se

conoce pero el nimero en los dominios no. Hartley (1962)

nos da el estimador de Y :

=

N
v - A L] B n
Y & {ya + Pyl } + = {yb tayly } (1.7)
A B -

] 11 -
donde Yoo Yy yab y yab son los totales muestrales pa
ra los distintos dominics.

Una forma fitil de la varianza de Y se obtiene apli-
cando la férmula estdndar para la comparacidn de muestreo

aleatorioc con muestreo aleatorio estratificado con afija-

cién proporcional, donde

\' = W 5 . 2
aleatoria  proporcional s(para la media)
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oo (8, -D)°
=V ; +N L ————— , (para el total)
proporcional h n

donde V (La varianza cuando los tama-

= X¥
proporcional ¥ [Y]
fios de los dominios se conocen).

Se necesita calcular el segundo factor, el incremento

cuando nc se conocen lcs: tamafios de los dominios. En este

caso :
HN (F. - 9% NN N Y +p N_ ¥
h 'h A a a a ab ab .,z
N I = (Y - )
h n nA a NA
NANab = Na a+p Nab Yab 2
+ (p Y b N )
T, a A
Mellals . = Upentd Bap Tap o
n. YAb_ N ~
*“B ’ B
N_N N Y +qN_ ¥
. : b (Yb" b : ab ab)2 (1.8)
) B B
N Y+pN_ Y N
= a a ab 'ab _ "ab g 3
ahora Y_- = ¥ (Ya -p Yab)
A
En forma similar,
; ; ) Na Ya + p N b Yab _ EE.(p ¢ 3 )
ab NA NA ab a
T T e Y Y YT
9 *ab N v, ‘P fab " %b
B B
: >IN Y Man o g
b N b~ 2 Yap

VLRSS
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~Sustituyendo en (1.8) se obtiene :
v

H N (F, - ?)2 Ni - < .2, 73 5 o 42
NI = — {a(1-a)(Y_-pY_, )" }+—{B(1-B)(Y, ~q¥Y _ )"}
h n n, a " ab ng b " ab

Entonces,

o ar Ny .o oo W . o .2
v[y]=v[Y]+-ﬁ; {a(1-a)(¥_-pY_ ) 1+ n {B(1-8)(Y, - q ¥ )%}
y finalmente:

2 N?

_ A 2, 2 2 B 2 2 2

vy)= ;;—'{(1-0)0a+a.p Gab} + H;-{(l—B)cb + B q aab}
Ny oo 2 M I,
* 5; {u(l—u)(Ya—p Yah) + E;-{B(I—B) (Yb - q Yab) }

‘El incremento en la varianza causado por el descono-
cimiento del tamafio del &rea supuesta (ab) puede expresar-

se como

: NN
v[y] -v[y] = —95213 (- p Yab)2 B bnab (¥,-q Yab)2(1.1o)

Se debe notar que esta expresidn aumenta cuando el
tamafio del &rea superpuesta ammenta . E1 valor &éptimo de p

ha sido hallado por R. Cochran (1965).

I1. FUNCION DE COSTO ASOCIADA CON EL PROCEDIMIENTO DE
MUESTREO - REGLA DE DECISION.

La situacidn de tamafio de dominio conocidos se presen-
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ta raras veces excepto cuando un dominio es un subconjun-
to de otro. Esto es, un marco contiene todas las unida-
des en la poblacidn, supbéngase un marco de drea (o mapa),

y otro, que puede ser menos, costoso de muestrear, por ejem-
plo una lista de nombres y nlimeros de teléfono no contiene
todas las unidades. El caso usual es cuando hay algunas
unidades en un marco, otras en otro y unas mas en ambos y
los tamafios de poblacidn en estos tres dominios son desc?—
nocidos. Esta es la situacidn que conguce al estimador Y
discutido anteriormente. Puesto que Y obviamente tiene
una varianza mayor que el estimador Y, basadc en tamafios
de dominioc desconocidos, la pregunta que sale a flote se
relaciona con la posibilidad de emplear algunos de los re-
cursos existentes para hallar los tamafios de dominio y en-
tonces utilizar Y, La investigacidn presente es un inten-
to para e§tablecer alguna guia para la escogencia entre
obtener Y utilizando todos los recursos, y gastar algunos
ge estos para determinar los tamafios de dominio y obtener
Y con una muestra reducida. El incremento en la varianza
del estimador del total es el mids importante criterio a

considerar,

Sea
C=C, n +C.n_+¢C (2.1)

donde :

]
i

p = costo para conseguir informacidn por unidad del marco
A,

(@]
1]

p = costo para conseguir informacién por unidad del marco
B.
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C2 = costo de obtener los tam.:.os de los dominios.
Y

Cuando los tamafios de los dominios son conocidos :

2 N2

V[Y] ———-{c (1-a) + ap a } o+ Eg-{c§f1-3)+ 8 q20§b }

y cuando los tamafios de los dominios son desconocidos :

2
A 2. 2 = s \2
V[Y] E; (1-—&) + ap Oab +a (1-a) (Ya -p Yab) }
N‘? i o
t ;Trfu (1-B) +B q o bt B(1-8) (Yb - q Yab) }
B

1 ]
donde n, 7 n, y ng # ng ya que

(%+nBC +C (cuando los tamafios de dominio son

conoc1dos)

C = nA CA + né CB (cuando los tamafios de dominio con des-

conocidos).

Se considerardn diferentes situaciones empezando con la

mis simple.

1. Asfimase,
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Reemplazando se cobtiene :

2C
N i1 27 2 2 2 ZF. 2 2 2
V[Y]: _C-_C2 {NA [Ua(l—ﬂ )+up Uab] + NB [Gb(l-s) + Bq Oab] }

2C

. 1 2 2 2 2 7 v 2
v[v) = —H 0F [o?(1-a)vap’o’ + al1-a) (T - p T )7 ]

2 [ 2

" 2 2 = - 2
+ Np [op (1-B) + Ba"o , + B(1-8) (¥, - q ¥ ) 11

Y

VY] - vl] s ot ) - [y, e

c - C2 n [ n

Eionde,

g 2p 2 2 2 2 2 2 2
vo= 20 AN, [0l (1-a)+ ap’a’ ] + Ny [op (1-B)+Bq"0’, ] } (2.2)
¥

R 2 = & 292 s s 42
u = 2¢,{ Ny [a(1-a)(¥_-pY ) ]eNy [B(2-B)C ¥ -q ¥ )]}
(2.3)

2C, puede eliminarse sin que la funcidén de decisifn se

altere.

Ahora, si V[Q]—V[g] > 0, la varianza del estimador
del total es m&s grande cuando se conocen los tamafios de
los dominios que cuando no se conocen., En este caso no
se debe gastar C2 para determinar los tamafos de los do-

minios.

Un caso interesante ocurre con la situacidn contra-
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ria
vyl -v[Y]>o0

que puede escribirse como :

1 1
E[Vn"u]'c-c? [vn]>o

1 1 U
Vn[E‘ c-c2] tg 0

u(c- CQ) - C2 Vn >0

U+ Vn
C-Cz[—-——-u———]}()

Entonces, si
€
< -
C V+ U
n

<=

se deben hallar los tamafios de los dominios a un costo
de C2.

Finalmente,

C V+0°® (2.4)
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es la situacidn donde no vale la pena gastar C2 para

hallar los tamafios de los dominios.
2. Asilimase

= ' = K'n!
NA X Dgs Ty K np

(K, K' > 0 )

En este caso la afijacidn a los marcos es proporcional a

los tamafios de eltos.

Para mostrar gue K=K', considérese lo siguiente :

= i T = n!t
n, + Ny n ny + n n
= ! 1 = n"
ng (K + 1) =n ng (K' + 1) = n
st n NB n'NB
n_ = ¥y n'! =
B NA+ﬁB B NA+HB
entonces
n NB n' NB
———— (K+1) = n y ———(K'+1) = n'
NA+NB NA+NB
N + N N + N
ANB=K+1 ¥ "N B ook 71
B B

de donde K = K'.

Sustituyendo por los tamafios de muestra en las expre-
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siones originales, se obtiene -

v[y]

v[v]

¥»

2
(K+1)C N
_ 1 A 2 2 2 2r 2 2 12
= _E?th;.{ _R'[Ga(l -o)+a p oab]+ NB[Ub(1-8)+Bq aab]}
2
(k+1)C, N

A 2 2 2 s = 8
e {5 [o;(1-0)+ ap®o; +a(1-a) (¥ -p ¥ )°]

& p 2 2.2 - - 2%
Ny log(1-8) + Bq"o , + B(1-B)(Y, - q ¥, )] }

-+

v[¥]- v[¥] = L [ur +ur ] - 5 e ]

Aplicando la misma técnica que en el primer casoc, se ob-

tiene la siguiente regla de decisién

C2 U’

si ¢ V; re U hallar los tamafios de los domi-

niocs a un costo de 02

22 > V; E;' » o pagar C, para determinar los ta-
mafios de los dominios (2.5)
donde,

NQA 2 " 29 2 p 2 22
v& = —g [oa(l—u)+a p oab]+ NB [ob (1-B)+ Sq Oab] (2.8)
2

u'=

" (1-a)(Y_ ¥ )% N2 B(1-B)(¥, -q ¥ o (2.7)
K GuLadE =P Tap? T N PUERAEEG Tpt e e
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3. Otro caso interesante para considerar es cuando
los costos unitarics para obtener la informacidn de los
dos marcos no son iguales. Puesto que ambos costos scn
positivos, ellos pueden expresarse uno comoe una funcidn

del otro.

Para este caso :

¢, = MC (K, M > 0)

con e€stes supuestos obtenemos

2
& (MK + 1)C N
i B A 2 2
V[Y]— —'C—_'—lt—"{ K [U (l—tt)ft\l) 0 ]fN h(l 8)1-[3(' Gab]}
N2
v[y]- &K E 1) Cyl KA [0 (1-a) +up2o pra(l-a)(¥ -p ¥_ )2]

2p 2 2 2 " o 2
+ NB[cb(l-B)-l- Bq” o7, +8(1-B)(¥ - q V) 11

Después de hacer las simplificaciones correspondien-
del segundo caso. Esto permite concluir que la decisibn

final no est& influenciada por la relacibn entre los cos-

tos de muestreo para los dos marcos.

NOTA FINAL : En una entrega posterior se analizardn
los problemas anteriores considerando distribuciones y

supuestos diferentes.
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