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Abstract.

A geometric approach to the multiple linear regression
allows the use of the Gram-Schmidth orthogonalization process
to find the regression equation and sums of squares without
inverting a matrix.

Resumen.

Un enfoque geométrico de la regresifn lineal mdltiple
permite usar el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidth
para encontyvar la ecuacidn de regresién y las sumas de cua- '
drados sin invertir matrices.

Introduccidn.

A menudo los estudiantes tienen dificultades cuando
se encuentran frente a un problema de regresién lineal afl-

tiple, simplemente porque para su solucién deben calcular
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la inversa de una matriz de tamafio relativamente grande;
este c8lculo es muy eomplejo y sin la ayuda de una calcula-
dora de capacidad apreciable, el problema queda prictica -

mente fuera de sus manos.

Un enfoque geométrico sencillo del problema permite
resolverlo sin neggsidad de calcular inversas de matrices y
una calculadora con algunas funciones estadisticas es sufi-

ciente para la solicidn numérica.

Problema.
Se tiene una variable Y a explicar con la ayuda de

k+1l variables explicativas Xk, mediante el mo-

X ,Xl,...,
delo lineal

Y = bX b, X, + ... + B X te (1)
donde bi es el coeficiente de regresidn aseciado a 1la
variable Xi y e es el error cometido al ajustar la ob-
servacidn de la variable Y al modelo; xo es generalmente
igual a §no, lo cual hace que b sea una constante inde-
pendiente. La inclusidn de Xo permlte decir que en el
caso de error "e" igual a cero, Y es una combinacién 1i-

neal de las variables X ; en este caso particular,
Y = bX, +bX, + ...+ X (2)

y se puede decir que Y es una variable explicada compiel %

tamente por las variables X,

Si el error e es muy grande, el modelo dado no ex-



43

plica bien el comportamiento de la variable Y; asi, cuando
se tienen n observaciones (independientes) de las dife-
rentes variables y se quiere describir de la mejor manera
posible el comportamiento de la variable Y con la ayuda
del modelo (1), lo que se trata de hacer es encontrar los
coeficientes bi que minimicen el error e en forma glo-
bal para todas las observaciones; de esta manera se encon-
trard el mejor modelo lineal para explicar el comportamien-

to de la variable Y con la ayuda de las variables

Xo, alenly Xk.

Notacidn.
El modelo (1), para cada una de las n observacio-

nes, se escribe asi :

Y, = bgXig t byXy + oo+ b X+ ey
Y, = bXog # byXoy + ... + DXt e,

(3)
Y o =bX ot bX  + ... +bX +e

Si se llama xj al vector de observaciones de la

variable Xj’ es decir :
Fxlj

%53

DE e

nj

"donde XO eS un vector cuyas componentes son todas iguales
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a uno. Si ademis X es la matriz cuyas columnas son XO,

Kiseens Xy

ble Y, se puede escribir (3) de la siguiente manera

y Y el vector de observaciones de la varia-

Y=XD+ e (4)
donde,

s ™ ( N
by €
b1 e2

b =} . e = | .

bk en

> - \ /

Para minimizar e = Y-Xb existen varios criterios;
nosotros nos ocuparemos del mds conocido: el de minimos
cuadrados; este criterio consiste en minimizar con respec-

toa b 1la expfesién

n
el = % <3

En cualquier libro que trate la regresidn miltiple

se encuentra que la solucidn para b estd dada por
b= (x1x)

y aqui es clara la necesidad de invertir la matriz (X'X)
de dimensién (k+1, k+1).

Interpretacidn geométrica del problema. Lo dicho en la

introduccién permite observar que lo que se pretende es en-
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contrar la combinacibn lineal ue X,, X, ,..., X, ~mds prd-
xima de Y; esto equivale a buscar el vector Y generado por

XO,X +...+ b X, m8s prd-

12" 1 k 'k
ximo de Y. Esto se obtiene cuando Y es la proyeccidn

0’ xl,

Coaog Xk y asi, e =Y - Y es ortogonal a ese subespacio.

LY
oln Xk, es decir, Y =b0X0 + b1§
ortogonal de Y sobre el subespacio generado por X

El problema se convierte entonces en buscar ; tal que e=
Y - ; sea ortogonal al subespacio generado por XO’XI""XR'
Esta idea es la que permite utilizar el proceéo de ortogo-
nalizacidn de Gram-Schmidth para calcular los coeficientes

de regresidn lineal.

"Método.

Sea Lk el subespacio generado por los vectores

Xo, Xl,.’..,Xk y Lk+1
vectores XO’XI""’Xk’Y' Sean UO’Ui""’Ur los vec-

el subespacio generado por los

tores de la base de Lk (r < k+#1) obtenidos por el pro-
ceso de Gram-Schmidth, se puede completar una base del

subespacio 13 el proceso dice que el vector faltante

Lk+
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para la nueva base est8 dade por :

Y'U Y'U Y'U
0 1 r :
u =Y -« U - U, - ... - =0 (5)
r+l UOUO 0 Ulu1 1 UrUr r
y Ur+1 es ortogonal a todos los vectores de la base de
Lk' Ademés,
“ Y'U0 Y'U1 Y'Ur
Y = = U + = U, + so0 + 577U (6)
UOUO 0 UlU1 1 UrUr r

~

Y es la proyeccidn de Y sobre el subespacio Lk gene-
rado por los vectores XO,Xi,...,Xk. De manera que el

error del modelo es precisamente Ur+1 es decir,

e=Y-Y = Ur+1

y el cuadrado de su norma es lo que en regresidn se llama

la suma residual de cuadrados.

Si Ur+1 es igual a cero, entonces Lk y Lk+1
tienen la misma base y Y es explicada completamente por
las variables X. La expresibn (6) da una descomposicidn
del vector ; en términos de una base ortogonfl de Lk'
Sin embargo, lo que mas interesa es expresar Y en térmi-
nos de los vectores observados XO’XI""’Xk‘ Para ello
se hace una descomposicién de la base ortogonal en térmi-
nos de los vectores X.

Sea PA/B la componente de la proyécci6n del vec-
tor A sobre el vector B; es decir,

._.'?'
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Adem&s, si el vector A sSe expresa como una combina-

cidn lineal de los vectores BO’Bl""’Bk’ entonces CB./A

i
representa el coeficiente de Bi en el desarrollo dado “para

A.

Con estas notaciones el proceso de ortogonalizacidn de

Gram-Schmidth se puede escribir de la siguiente manera :

- P X
i | 1 XI/UO 0

~ P u - P U
2 2 X2/00 0 X2/U1 b |

(P

]}
=<

+ P C ) X
X,/U x2/U1 xolu1 0

- P X -
2 X2/U1 1 2/Y

~- P u - P U,- P u
3 3 X3/U0 0 X3/U1 1 X3/U2 2

= X +

- P X, - (P P ) X, -
3 X3/U2 2 X3/U1 XalecXI/U2 1

- (P + P @ + P c ) X
X3/U0 Xa/U1 XO/U1 X3/U2 XO/U2 0 ‘

Si se tiene en cuenta que : Cx . = 1 para cualquier
‘ 373

valor de j < k+1 se puede demostrar por induccidn sobre
j 'que

<1

- Cxi/u = T Py ou S

para i< 3-1  (7)
3 t=3 T4t it ,
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Los coeficientes de regresibp de Y en .Xo, cees Xy

est&n dados entonces por :

“Cx 4 - %,/

, veees = C )
0o/ Vk+1 1/Y%%41

Xk/uk+1

Ejemplo préctico.

Los datos de trabajo son los del ejercicio D. del ca-
pitulo cuarto del libro de Draper y Smith (ver bibliogra-
fia).

Xq X, X, Y

1 38 47.5 66

1 u1 21.3 13

1 3y 36.5 36

1 - 35 18.0 23

1 31 29,5 22

1 34 14,2 1y

1 29 21.0 12

1 32 10.0 7.6

_ T
1. U, =X, ;g%
Py sy, = 274/8 = 3u.25
1% :

2, U =X

X, - P U
» (R | gl/uo.o
=X, - 84.25 X,
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3. U =X, - P'x,‘,/ui"f“’)-: .t Fxo % ) %o

2/Uo %57V %p/Uy

=x2-(9u.1/103.5) X, -(24.75-(94.1/103.5)(34.25)) X,

=x2-.gog17e7uq x1 - (-6.38937198) X0

4, U.=X (p + ) X

X, /U 1

=X_-P X, - P €
33 Xa/U2 2 3/Y XB/UZ Xl/U2

‘(sz/u + P +

C ) X
0 X3/U1 XO/U1 0

P C
X3/U2 XO/U2

= X3—1.O72682é19 X2— {3.776811594 - (1.072682619)

( 9091787)} Xi-{29.75-(3.77681159&)(3“.25)—(1.072682619)

(-6.38937198)}-x0

=X3—1.072682819 X2-2.801551358 Xl-(-9u.5520288) XO

se ha identificado Y con X.. U, es el error (o vec-

3 3
tor de residuos) y

X,# 1.072682619 X, * 2.8015?135. 81 - 94,5520288

Este es el modelo de regresidn lineal buscado. <

g La norma de U, elevada al cuadrado da la suma resi-

¥

- (gual de cuadrados. La suma total se obtiene elevando al

“ . Zis .
cu;agadb la norma de Y-P Y la suma de cuadrados

' i Y/Uo 0"
de la regresién se obtiene por sustraccidén. De esta manera

se puede forméiﬂip tabla de anilisis de varianza y calcular
e ;

el valor de R°. &%
e %
LY 3 ‘._c,

¥
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