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PROLOGO A LA PRIMERA EDICION

El objetivo del trabajo expuesto es fundamentar axioma-
ticamente la teoria de las probabilidades. La idea central del
autor fue la inclusidn natural de los fundamentos de la teo-
ria de las probabilidades, consideradas aiin no hace mucho, com
pletamente peculiares, en la serie de conceptos generales de
la matemdtica moderna. Antes del surgimiento de la teoria de
la medida y la integral de Lebesgue, este problema era casi
desalentador. Después de las investigaciones de Lebesgue que-
dd clara la analogia entre la medida de conjuntos y la proba-
bilidad de un suceso, como también entre la integral de funcio
nes y la esperanza matemitica de la variable aleatoria. Esta
analogfa permite una continuacidn: asf, por ejemplo, muchas
propiedades de las variables aleatorias independientes son com-
pletamente agﬁlogqs a las correspondientes propiedades de las
funciones ortogonales. Para qde'a éartir de esta analogia se
fundamentafa ia teoria de 1;8 probabilidades fue necesario ade-
mds liberar la teoria de la integracidn de elementos geométri-
cos, los cuales alin permanecen en Lebesgue. Esta liberacidn fue

realizada por Frechet.

Los intentos de conmstruir los fundamentos de la teoria de
las probabilidades desde estepunto de vista general ya existen
y todo el circulo de ideas aqui expuestas han logrado popu-
laridad en un reducido grupo de especialistas. Sin embargo no
existia una presentacidn completa de todo el sistema libre de
complicaciones inmecesarias. (Seprepara en edicidn el libro
de Prechet, ver [2]).

Quisiera, ademds, referirme a algunos tdpicos de la expo-



socidn que constituyen una novedad alin para los especialistas.
Estos tOpicos son los siguientes: distribucifn de probabilida
des en espacios infinitos (Cap. III, §4), diferenciacidn e in
tegracidén de esperanzas matemdticas segiin pardmetro (Cap. IV
§5), y en particular la teoria de la probabilidad condicional
y la esperanza matemdtica condicional (Cap. V). Conviene ano-
tar que. todos estos nuevos concepto; y problemas aparecen ne-
cesariamente en el examen de problemas fisicos concretos(l).
El Cap. VI contiene un resumen de resultados obtenidos por
Khintchine y el autor que se refieren a las condiciones de
aplicacidn de las leyes d&bil y fuerte de los grandes nimeros.
En la lista de la bibliografia se exponen aigunos nuevos tra-
bajos que representan interé@s desde el punto de vista de los
interrogantes de fundamentacifn de la teoria de las probabili-

dades.

Expreso sinceros agradecimientos a A.I. Khintchine, quien
leyd atentamente todo el manuscrito e hizo algunas sugerencias

que permitieron su perfeccionamiento.

A.M. KOLMOGOROV

Kliazma, alrededores de Moscd.
1 de mayo - 1933.

(1) Comparar, por ejemplo el libro A. Kolmogdrov und M. Leon-
towitsch, Zur Berechunge der mittlerer Brownscher Frache, -
Physik. Zeitschr 4 Conjeturior, v.4 (1933) con el libro M.
Leortowitsch, zur Statistik der Kortinuierlichen Systeme und
des zeitlichen Verlaufes der Physikalischen Vergarge, Physik
zeitchr. d. Sowjeturier, v.3, 1933, p.35-63.



PROLOGO A LA SEGUNDA EDICION

Desde la primera edicifn alemana de esta publicacidn han
transcurrido cuarenta afios. Sin embargo conjuntamente con Shi-
riaer optamos por no introducir en ella ningiin cambio sustan—
cial; s6lo se hicieron pequefias complementaciones en su presen
tacidn ; sin embargo, decidimos no introducir en ella. Moderni
zando algunas notaciones. Para algunos teoremas §3-5 del Cap.
VI se dan demostraciones, redactadas ﬁor A.N. Shiriaev segin
mis trabajos de 1925-1930. En los manuales modernos estos teo-
remas se demuestran generalmente con ayuda del aparato de las
funciones caracteristicas. Mis demostraciones iniciales con
medios elementales, directos, quizi conserven algiin interés.
Los conceptos anotados en §2 del Cap. I sobré los caminos de
fundamentacién de la aplicacidn de la teoria axiomdtica de pro
babilidades a los problemas reales, fueron desarrollados por
ni en detalle en [1]. Pero alin quedaban sin explicar las cau-
sas por las cuales frecuentemente nos encontramos en la practi
ca con la estabilidad de las frecuencias. Una nueva interpreta

cién del problema han sido expuestas en [2] y [3] (ver también

[4]).

[1] Monografia. "Matemdtica: su contenido, métodos y signifi-
cade". Ed. Académica de Ciencias URSS 1956, Cap. XI.

[2] A.N. Rolmogérov. Tres formas para La definicibn del con-
cepto cantidad de informacibn. Problemas de transferen
cia de £informacifn. Tomo I, Ed. 1 (1965).

[3] Rolmogérov. Sobre Los fundamentos £6gicos de La teorla de
La informacibn y La teonia de fas probabilidades. Pro-
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blemas de Transferencia de ingormacibn. Tomo V, Ed. 3
(1969).

[4] zZvonkin A.K., Levin L.A., Complejidad de Los objetos fini-
104 y gundamentos de La Teornfa de La informacibn y
aleatorniedad con ayuda de La teornfa de algoritmos.
USPEJI MAT. Naik, Tomo 25 Ed. 6 (1970).

Es importante sefialar algunas cuestiones para cuya compren
sidn es preciso recomendar al lector la comparacidn de la expo

sicidn dada en esta publicacidn con otra mis moderna.

1. En el §1 del Capitulo V estd dada la definicidn de proba-
bilidad condicional P(AIE), donde £ es un elemento aleatorio
de algiin conjunto X, o sea una relacidn de Q en X. Con esta
relacidn se puede asociar un dlgebra fg = F de todas las imd-
genes completas de los subconjuntos del conjunto X que pertene
cen a F. Ahora se prefiere primero definir la probabilidad con
dicional con respecto a cualquier O-subdlgebra F' S F y des-

pu@s considerar que

P(AIE) = PAIF®).
2, Los resultados del §4 Capitulo III, aunque son ampliamente
utilizados posteriormente, no dan distribuciones inmediatas

aceptables en los espacios funcionales que representan real

interés dentro de la presente exposicidn (pagina 55).
A.M. KOLMOGOROV

17 de diciembre - 1973.
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CAPITULO I

TEORIA ELEMENTAL DE LAS PROBABILIDADES

Llamamos teoria elemental de las probabilidades a las par
te en la cual se estudian las probabilidades solo de una can-
tidad finita de sucesos. Los teoremas que aqui se deducen, na
turalmente, se utilizan tambi&n a las preguntas relacionadas
con una cantidad infinita de sucesos aleatorios, sin embargo
en el estudio de estos {iltimos se aplican también eséncialmqg
te nuevos principios. Por eso el {inico axioma de la teoria ma
temitica de las Pribabilidades que tiene relacidn con una can
tidad infinita de sucesos aleatorios, se introduce solo al co

mienzo del segundo capitulo (Axioma V).

La teoria de las probabilidades como disciplina puede vy
tienen que ser axiomatizada completamente de igual manera co-
mo lo estan el dlgebra o la geometria. Esto quiere decir, que
después de dar los nombres de los objetos de estudio y sus
principales relaciones, como tambi&n los axiomas por los cua-
les estas relaciones deben regirse, el sucesivo material debe
fundamentarse exclusivamente solo en estos axiomas, no basin-
dose en el valor concreto comiun de estos objetos y sus rela-

ciones.

Con base en lo anterior, en el §1 definiremos el concepto
de campo probabilistico como un sistema de conjuntos que cum-
ple unas condiciones determinadas. Lo que representan los ele
mentos de estos conjuntos es totalmente indiferente para el
desarrollo matemdtico de la teoria de las probabilidades (ver

la introduccidn de los conceptos fundamentales de la geome-
tria en [1] Fundamentos de Geometria de Hilbert, o las defi-
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niciones de grupo, anillo y cuerpo en el dlgebra abstracta).

Toda teoria axiomdtica (abstracta) permite, como es sabi-
do, un nimero infinito de interpretaciones concretas. Asi, la
teoria matemdtica de las probabilidades permite paralelamente
a las interpretaciones que la originaron, muchas otras inter-

pretaciones.

Por esto, en la aplicacidn de teoria matemdtica de las
probabilidades llegamos a campos de la ciencia que no tienen
ninguna relacidén con los conceptos de suceso y probabilidad

en el sentido propio de estas palabras.

La axiomatizacidn de. la teoria de las probabilidades pue-
de ser realizada de diferentes maneras dependiendo de la esco
gencia de los axiomas y de la escogencia de los conceptos fun
damentalmente y de las principales relaciones. Si se persigue
como objeto tanto la sencillez en el sistema de axiomas, como
en las construcciones de su consecutiva teoria entonces repre
sentaremos la mds racional de las axiomatizaciones de los con

ceptos de sucesos aleatorios y sus probabilidades.

Existen otros sistemas de axiomatizacidn para la construc
cidn de la teoria de las probabilidades, en los cuales el con
cepto de probabilidad no es tomado como fundamental sino que

1)

es definido a través de otros . En estas axiomatizaciones
se persigue sin embargo otro fin: en lo posible acercar lateo
ria matemdtica con el aparecimiento empirico del concepto de

probabilidad.

(1) Comparar con, por ejemplo, R. von Mises [1] y [2] y S.N.
Bernstein [1].
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5 1. AXIOMAS ()

Sea  un conjunto de elementos W, los cuales llamaremos
sucesos elementales, F el conjunto de subconjuntos de Q. Los
elementos del conjunto F lo llamaremos sucesos aleatonios (o
sencillamente sucesos), a  lo llamaremos espacio de sucesos
elementales.

)

I. F constituye un dlgebra de conjuntos

NOTA: El sistema F de subconjunto 2 se llama &lgebra, si

Q =¥, la unién, la intercepcidn y la diferencia de dos con-
juntos del sistema pertenece nuevamente a este siétema. Deno-
taremos la intercepcidn de los conjuntos A y B por ANB , su
unidn A UB su diferencia A B. El complemento del conjunto A
lo denotamos asi A. @ nos representa el conjunto vacfo. Si
los conjuntos A y B no se interceptan (AN B = @), entonces su

unién AUB la denotaremos por A+B y la llamaremos suma.

(1) E1 lector que desee dar un sentido concreto a los siguien
tes axiomas deberd comenzar a leer §2.

(2) E1 sistema ¥ de subconjuntos del conjunto @ se llama alge-
bra, si Q € ¥, la unidn, la intercepcidn y diferencia de dos
conjuntos de sistema pertenecen nuevamente a este sistema. Dg
notaremos la intercepcibén de los conjuntos Ay Bpor ANB S
AB, su unidn como A UB, su diferencia por A\B. El conjunto
complementario Q\A al conjunto A lo denotamos A. Por @ se de
nota el conjunto vacio. Si los conjuntos A y B no se 1nterce2
tan (AB = @) entonces su unidén se denotard también por A +B

y se llama suma. E1l conjunto F lo denotaremos en lo sucesivo
con letras latinas mayfisculas. Comparar con A.M. Kolmogérov y
S.V. Fomin. Elementos de teoria de funciones y andlisis fun-

cional. Editorial Nauka, M., 1968.
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Los conjuntos de ¥ en 1o sucesivo los representaremos, con

letras latinas mayiisculas.

II. Todo conjunto A de ¥ se pone en correspondencia con un

real no negativa P(A).

Este nimero lo llamamos probabilidad de A.
III. Si A y B no se interceptan, entonces P(A+B) = P(A)+P(B).

La terna (Q,F,P) que cumpla los axiomas I-IV la llamaremos

campo probabilistico.

Nuestro sistema de axiomas I-IV no es contradictorio. Esto
lo muestra el siguiente ejemplo: Q estd formado por un {nico

elemento w, a ¥ lo forman Q y @, en este caso
P(@Q) =1, P(P) =0.

Nuestro sistema de axiomas, sin embargo, mo es completo:
en diferentes preguntas de la teoria de las probabilidades se

examinan diferentes campos probabilisticos.

Un campo probabilistico sencillo se construye de la siguien
te manera:
Tomamos cualquier conjunto finito Q = {wl,...,wh] y un conjun-—
to cualquiera {pl,...,pk} de niimeros no negativos cuya suma
pl+p2+...+pk = 1. Como ¥ se toma el conjunto de todos los sub-
juntos A de Q y tal que si A = {wil""'wél} se supone P(A) =
Pigtes 4Py« En este caso se- diria que Pyse=<sPp, soD las proba
bilidades de los sucesos elementales Wyseseslp O sencillamente
las probabilidades elementales. Asi se obtienen todos los cam-
pos probabilisticos finitos en los cuales F constituidos por

el conjunto de todos los subconjuntos de @ (aqui el campo pro-
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babilistico se 1llama finito, si el conjunto Q es finito). Ver

ejemplos capitulo II §3.

§2. RELACION CON LOS DATOS DE UNA PRUEBA (V)

La utilizacidn de la teoria de las probabilidades en el mm-
do real de las pruebas se realizan siguiendo el siguiente es-

quema.

1. Suponiendo que estd dado un conjunto G de condiciones que

permite un nimero ilimitado de repeticiones.

2. Se estudia un grupo determinado de sucesos, los cuales pue-
den ocurrir como resultados de la presencia de las condicio

nes G.

En los casos por separados estos sucesos pueden o no ocu-
rrir en diferentes combinaciones. En el conjunto Q2 se inclu-
yen todas las posibles variantes de aparicifn o no de los su-

cesos examinados.

(1) E1 lector interesado solo en el desarrollo matemdtico de
la teoria puede no leer este pardgrafo. La siguiente presenta-
cidn se basa en los axiomas §1 y no se usan las conclusiones
de este pardgrafo. En €l nos limitaremos a mostrar en forma
sencilla el origen empirico de los axiomas de la teoria de pro
babilidades y concientemente dejaremos a un lado la bfisqueda
filos6fica profunda sobre el concepto probabilistico en el mun
do experimental. Los supuestos necesarios para la aplicacidn de
la teoria de probabilidades al mundo de sucesos reales en gran
medida el autor lo saca de los resultados de Mises, en particu-
lar R. von Mises [1], p.21-27, parfgrafo "Das Verhidltnis der
Theorie zur Erfahrungswet".
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3. Si después de la realizacidn de las condiciones G la varian-
te aparecida pertenece a un conjunto A, entonces decimos que

ocurrid el suceso A.

EJEMPLO. El conjunto G que consiste en el lanza-
miento dos veces de una moneda. El grupo de sucesos, sobre el
cual hablamos en el punto 2, consiste en que en cada lanzamien-
to pueden aparecer cara o sello. De'aqui, se deduce que en to-
tal son posibles cuatro diferentes variantes (sucesos elementa-
les): sello-sello, sello-cara, cara-sello, cara-cara. En cali-
dad de suceso A se examina "La repeticidn". Este suceso consis-
te en la suma del primer y cuatro suceso elemental. Asi cada
suceso se puede examinar como un conjunto de sucesos elementa-

les.

4. En condiciones conocidas, que aqui no profundizaremos, se
supone que en un suceso A, el cual puede 0 no ocurrir como
resultado de la realizacidén de las condiciones G, se pone
en correspondencia con un nimero real P(A) que cumple con

las siguientes condiciones:

A) Pricticamente se puede estar convencido que si el conjunto
de condiciones G se repite un niimero M grande de veces y si
denotamos por m el nimero de veces que ha ocurrido A, enton

ces la relacidn m/n se diferenciard poco de P(A).

B) Si P(A) es muy pequefio, entonces podemos estar seguros que
en la realizacidn de las condiciones G una sola vez el su—

ceso A no ocurrira.
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DEDUCCION EMPIRICA DE AXIOMAS.

De ordinario, se puede suponer que el sistema F de los su-
cesos examinados A,B,C,... a los cuales se les asignan unas
probabilidade's determinadas, forma un #lgebra de conjuntos,
que contiene en calidad de elemento al conjunto 2 (Axioma I,
primera parte del Axioma II - existencia de la probabilidad).

Es claro que Ogm/n € 1 asi que la segunda parte del Axio-
ma II resulta natural. Para el suceso ) siempre m = n por lo
cual es natural colocar P() = 1 (Axioma III).

Si A y B son excluyentes entre si (o sea los conjuntos A
y B no se interceptan) entonces m = m; +m, donde m, m;, m,
denotan respectivamente los niimeros de veces que aparecen los
sucesos A+B,A, B. De aqui se deduce

m/n = my/n + my/n.
En consecuencia, es 13gico escoger

P(A+8) = P{(A) + P(B) (Axioma IV).

OBSERVACION I. De la veracidad de dos afirmaciones se dedu-
ce la veracidad de la afirmacidn sobre su simultinea veraci-
dad, a pesar de que en este caso el grado de veracidad es muy
bajo. Sin embargo, si el nimero de afirmaciones es muy grande,
entonces de la veracidad de cada una de estas afirmaciones por
separado, es imposible deducir algo en relacifn a la simulta-
neidad de la veracidad de todas las afirmaciones. Por eso del
principio A en ninguna forma se deduce que si el nimero de se-
ries n es grande en cada serie la relacibn m/n se diferenciard
poco de P(A).
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OBSERVACION II. Al suceso imposible (al conjunto vacio @)
corresponde en base a nuestros axiomas la probabilidad P({@) *06)
al mismo tiempo, lo contrario de P(A) = 0 no se deduce la impo-
sibilidad del suceso A; de acuerdo con el principio B de la nu-
lidad de la probabilidad se deduce que la realizaciln de una

sola vez las condiciones G el suceso A es pricticamente impo-
sible.

Esto no quiere decir que enunalarga serie de pruebas el su-

ceso A tampoco ocurriri.

De acuerdo con el principio A se puede solo afirmar que si

P(A) = 0 y n es un niimero grande la relacidn m/n serd pequefa.

§3. OBSERVACIONES TERMINOLOGICAS.

Hemos definido los objetos de nuestro estudio, sucesos alea
torios como conjuntos. Muchos de los conceptos de la teoria de
conjuntos; sin embargo, se denominan en la teoria de las proba-

bilidades de forma diferente.

Aqui presentamos una pequefia guia de estos conceptos:

En la teoria de econjuntos Para los sucesos aleatorios
1. Ay B no se interceptan o 1. Los sucesos A y B no son com-
sea A*B = 0. patibles.
2, A*B »»» N=0 . 2. Los sucesos A,B,+++,N no son
compatibles.
3. AB .s. N =X, 3. El suceso X estd constituido

por la realizacidn simultdnea
de los sucesos A,B, ss+;, N,

(1) Comp. §4, formula (3).

-
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4, AUBU... UN = X, 4, El suceso X estd constituido
por la realizacifn de por lo
menos uno de los sucesos
A, B, 1o, No

5. El complemento de un con- 5. El suceso inverso A consti-
junto A. tuido por la no aparicidn del

suceso A,

6. A=0. 6. A es imposible.

7. A=1Q 7. A necesariamente ocurre.

8. El sistema U de conjun— 8. La prueba U afirma que alguno
tos Al,...,An forma dis- de los sucesos Aj,As,...,A,
tribucidn del conjunto ocurre; los sucesas Al’A2""
si Aj+Ay+.. .+, = Q ~ Ay se llaman resultados posi-
(aqui se supone que cual bles de la prueba U.
quier par de conjuntos
A; no se interceptan).

9. B es subconjunto de A: 9. De la ocurrencia del suceso B
Bec A. necesariamente se desprende la

ocurrencia de A.
*
§4. CONSECUENCIA INMEDIATA DE LOS AXIOMAS, PROBA-
BILIDAD CONDICIONAL, TEOREMA DE BAYES.

De AHA = Q y los axiomas III1 y IV se deduce que
P(A) + P(A) =1 (1)
P =1 - P(A) (2)

Como § =, entonces en particular

P(@) =0 3

Si A,B,~—,N no son compatibles, entonces del axioma IV se de-

duce la formula
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P(A+B+. ..#N) = P(A) +P(B)+...+P(N) (4)

(teorema de la adicidn).

Si P(A) > 0, entonces la relacién

P(B/A) = %%%?l (5

se llama probab.ilidad condicional del suceso B en las condicio-

nes de A.

De (5) se deduce que
P(AB) = P(B/A)*P(A) (6)

La formula general se concluye por induccidn

P(AA,...A) = PCADP(A,/A JP(A/A A o . P(A /A .o A ) (D)
(teorema del producto). }
Facilmente se demuestran las siguientes f&rmulas:
P(B/A) > 0 (8)
P(Q/A) = 1 (9)
P(B+C/A) = P(B/A) + P(C/A) (10)

Comparando las férmulas (8) y (10) con los axiomas II-IV,
obtenemos que el sistema de conjunto F junto con la funcién
P(B/A) (con el conjunto A fijo) forma un campo probabilistico.
En consecuencia todos los teoremas demostrados para las proba-
bilidades P(B) son ciertos para las probabilidades condiciona-
les P(B/A) (con el sucesoc A fijo).

Se demuestra ficilmente que

P(A/A) =1 (11)
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De (6) y de la férmula aniloga P(AB) = P(A/B)P(B) obtenemos

la férmula

P(A)P(B/A)
P(A/B) = —————= 12
(A/B) @) (12)

este es el contenido del teorema de Bayes.

TEOREMA (Probabilidad completa). Supongamos que Aj+
...+An=ﬂ Y B es un suceso cualquiera, entonces

P(B) = P(AI)P(B/A) +P(A2)P(B/A2)+. . .+P(An)P(B/An) (13)

Demostracién. De la igualdad B = AlB+. ..+AnB entonces, de
acuerdo con (4) P(B) = P(AIB)+"'+P(AnB) de acuerdo con (6)

tiene lugar la igualdad

P(AL.B) = P(A‘._)P(B/Ai) .

TEOREMA (Bayes) . Supongamos que A1+A1+...+An =QyBesun
duceso cualquiera, entonces

P(AP(B/AS) (14)
P(Al)P(B/Al)-h «+P(A DP(B/A))

P(A.é/ B) =

Demostracién. De acuerdo con la férmula (12)

g - D

Para la obtencidn de la férmula (14) basta reemplazar la pro-
babilidad P(B) por la expresidn (13) segiin el teorema sobre
probabilidad completa.

(Los sucesos AI’AZ’ ""An frecuentemente son llamados hipdte-

sis y se dice que la férmula (14) da la probabilidad P(A;/B)
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de la hipdtesis A; después de la ocurrencia del suceso B;

P(Ai) significa con este caso la probabilidad apriori de A;).

§5. INDEPENDENCIA.

El concepto de independencia de dos o varias pruebas ocupa
un lugar concentralen la teoria de las probabilidades. En efec-
to, ya vimos, que la teoria de las probabilidades desde un pun
to de vista matemitico se puede examinar como una aplicacidn es
pecial de la teoria general de las funciones aditivas de los
conjuntos. Es natural preguntarse, de qué forma la teoria de
las probabilidades surgid como una gran ciencia autdnoma, con

sus propios métodos.

Para responder a este interrogante hay que senalar la es-
pecializacidn que reciben en la teoria de las probabilidades,
los problemas generales, relacionados con las funciones aditi

vas de los conjuntos.

La situacidn de que nuestra funcidn aditiva de conjuntos
P = P(*) es no negativa y cumple la condicidn P(Q2) = 1 no con-
diciona ailin el aparecimiento de nuevos problemas. Las magnitu-
des aleatorias (ver Cap. 3) desde un punto de vista matemdtico
representan funciones medibles (en relacidn a F) y sus esperan-
zas matemiticas las constituyen las integrales abstractas de
Lebesgue. Esta analogia por primera vez y completamente fu@

()

explicada en los trabajos de Fréchet

(1) Comp. Fréchet [1] y [2].
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La introduccidn de los conceptos recordados no pueden, en
consecuencia, servir aiin de base para el desarrollo de una

teoria original y grande.

Histdricamente la independencia de las pruebas y de las
magnitudes aleatorias representan los conceptos matemdticos
que le dieron a la teoria de las probabilidades su rasgo pro-
pio. Los trabajos cldsicos de Laplace, Paisson, Chebishev, Mar-
kov, Liapunov, Mises y Bernshtein fundamentalmente estdn dedi-
cados al estudio de series de magnitudes aleatorias indepen-

dientes.

Si en las nuevas investigaciones (de Markov, Bermshtein y
otros) frecuentemente se prescinde de la suposicifn de inde-
pendencia total, entonces resulta, indispensable para la obten
cidn de los resultados significativos introducir suposiciones
menos fuertes. (ver en este Cap. 56 sobre las Cadenas de Mar-
kov) . Llegamos, en consecuencia, a ver en los conceptos dein-
dependencia por lo menos los primeros brotes de peculiaridad

de la problemdtica de la teoria de las probabilidades.

Esta situacidén serd poco profundizada en este libro por
que nos dedicaremos principalmente solo a las preparaciones

16gicas de las investigaciones tedrico probabilisticas.

A este respecto uno de los principales problemas de la fi
losofia de las ciencias naturales, despu@s de la explicacidn
de la famosa pregunta sobre la esencia del concepto de proba-
bilidad, lo representa la explicacidn y precisifn de las pre-
misas, en las cuales fendmenos reales dados se pueden exminar

como independientes.

Esta pregunta se sale, sin embargo, de los limites de es-

te libro.
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Pasamos a la definicidn de independencia. Supongamos que

estdn dadas N pruebas u(l),u(z),...,u(“) o sea n desarrollos.

N % (£=1,2,...,1)

de nuestro conjunto base {} en suma (incompatibles) de sucesos.

Entonces se puede dar 4 = nlnz...nn.de probabilidades.

Phybyeoby = PAEDAED L AED) 50

cualquiera con la condicidn Gnicall).

P
2 bikoe++k, = 1 (1)
(Ry,kps e k) L2 M

DEFINICION 1. Las puebas U, 0P, ... u'™ se ttamandn in-
dependientes 84 para cualquier kl,hz,...,kn tiene Lugar La
Agualdad

2 2
P“éi)*fzz) ARy e AP AR PALY) - (2)

En las % ecuaciones de (2) se tiene solo IL-(!L1+...+ILn) +

(2)

(n-1) ecuaciones independientes

(1) E1 campo probabilistico con probabilidades arbitrarias que
cumpla solo las condiciones mencionadas se puede construir de
la siguiente manera: el conjunto  lo compone A elementos
wklkz'-zkn y las correspondientes probabilidades seréan Pkyky =
k, ¥ Aék se define como el conjunto de todos los Wp,k,. ..k,
para_los cuales k; = k.

(2) En efecto en el caso de independencia se puede escoger ar-
bitrariamente solo Ay+4y+...+1, probabilidades P = P(AéL)),
de tal manera que cumpla las n condiciones IpWY/ = 1. En conse
cuencia en el caso general tenemos 4-1 grado¥ de libertad y en
el caso de independencia solo fg+...+A,-N.
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TROREMA 1. S{ {fas pruebas T U(Z),.. ,u("’ son independien
tes, entonces pon todo m (m < m) Las puebas ¢4, u2)
u“m) también sendn éndependéenzu(’).

En caso de independencia tiene lugar la igualdad
PARTVALD LAy - Pl PAlD) Pl ™) ()
(Se supone que los £y son diferentes).

DEFINICION 2. Lo sucesos Al,Az, .es,A, se Llaman indepen-
dientes si Los desarvoflos (de Las pruebas)

sz-A,z+R,2 (k= 1,2,...,1)
son Andependientes.

En este caso ILl = ILZ cem Ao =2, 1= 2" en consecuen-

cia de los 2 ecuaciones se tienen solo 2 "_p-1 ecuaciones in-

dependientes.

Para la independencia de los sucesos AI’A2’ .+.»A es nece

(2):

sario y suficiente que se.cumpla la siguiente condicidn

(1) Para la demostracidn es suficiente establecer que de la
independencia de los n desarrollos se deduce la independencia
de los n-1 primeros de ellos. Ademds que la ecuacidn (2) se
cumple. Entonces

PASDARD) . AZD) = E PN AL
= PR PAD) P | P(AY)

- P(A(i))P(A(2))...P(Aé"'l))

ka k2

(2) Comparar S.N. Bernshtein [1], p.47-57. E1 lector puede com-
probar esto sin dificultad (por induccidn).
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P(A-C1A4'.2' . -Aim) = P(Ail)P(A*'-Z) oo .P(Ajm) 1 (4)
m=1,2,...,n; 1« il < £2<...<im‘< n.

Todas estas ecuaciones son independientes entre si.
En particular si n = 2 obtenemos de (4) solo uno (22-2-1 = 1)

condicidn para la independencia de dos sucesos Al y AZ
P(AIAZ) = P(AI)P(AZ) (5)

El sistema (2) estd constituido en este caso ademds de (5) por

tres ecuaciones:
P(llxz) = P(xl)P(AZ)
las cuales se deducen de (5)(1).

Es bueno anotar que la independencia "par" de los sucesos

AI’AZ""’An o sea de las relaciones
PAAD = PADPAY (L4 ).

En el caso n > 2 no se desprende la independencia de estos su-
cesos(z) (para ello es necesario el cumplimiento de todas las
igualdades (4)).

(1) P(AR)) = P(A))-P(AA,)

P(A,) [1-P(A,)]

P(A,)-P(A )P(A,)
P(Ai)P(AQ), etc...

(2) Esto se demuestra con el siguiente ejemplo sencillo (Bernsh-
tein): el conjunto Q estd compuesto de cuatro elementos Wwq,W,,
w3,Wy, las correspondientes probabilidades elementales pq,pP;,
P3sPy, Se suponen iguales a % y A= {“’1’“2}’ B = {“’1""3} y
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En la introduccidn del concepto de independencia no utili-

zamos la probabilidad condicional.

Nuestro objetivo fue en lo posible explicar con claridad
la esencia de este concepto desde un punto de vista puramente

matemdtico.

Su aplicacidn se fundamenta, sin embargo, de manera prin-
cipal en las propiedades de algunas probabilidades condiciona-

les. Si suponemos que todas las probabilidades son positivas,

entonces de las ecuaciones (3) se deduce que(l)
km hl kZ %m—l km

Lo contrario, de las férmulas (6) se deduce segin el teorema
del producto (férmula (7), 54) las formulas (2). Tenemos en-

tonces el siguiente teorema.

TEOREMA 2. S{ fas probabilidades de fodos Los Aé"’)bon pos4i-
tivas, Las pruebas TR u(z),...,u(") son mdcpend&entu AL Y
4600 s4 se cumple La siguiente condicibn: La probabilidad con-
dicional del nesultado Ak(‘) respecto a hipblesis que Las prue-
bas U4 ) | D abtenido Las nesutiados ApD

= {w,,w,}. Entonces es fécil calcular que
P(A) = P(B) = P(C) = %,
P(AB) = P(BC) = P(AC) = % = (32,
P(ABC) = % # (9)°.

(1) Para la demostracién conviene recordar la definicidn de
probabilidad condicional (férmula (5), §4) y cambiar la proba
bilidad de la intercepcidn por el producto de las probabili-
dades segiin la férmula (3).
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ALY LARD |y sen igual o fa probabitidad PARD).
kg kt <

Con base en la f&érmula (4) andlogamente se demuestra el si-

guiente teorema.

TEOREMA 3. S{ fodas fas probabilidades P(A,) son positivas,
entonces AI,AZ,...,An son Andependientes 3L y s6Lo 84

PUL/Ap Apys ARy = P(AY) (7)

para todo k, Izl,kz,...,k£ difenentes entre 4.

En particular para n = 2 la condicidn (7) se transforma en

dos ecuaciones

P(AZIAI) = P(Az)

P(AllAz) = P(Al)

(8)

Facilmente se comprueba que solo la primera de las ecuacio-
nes de (8) es necesaria y suficiente para la independencia de
Al y AZ si P(Al) > 0.

§6. PROBABILIDAD CONDICIONAL COMO MAGNITUDES
ALEATORIAS. CADENAS DE MARKOV.

Supongamos que U es un desarrollo del conjunto base Q
Q=A +A, +...+ A

y £ = £(w) una funcidn real de los sucesos elementales w la

cual es cada conjunto AL toma los valores X,:
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m
E(w) = 1;21"*11‘ @

donde IAi(m) es la funcidn indicadora del conjunto A; o sea

IA,;(“’) =1 gi wcAi y IA,(_(“’) =0siw ‘:I‘L"

En este caso se dice que £ es una magnitud aleatoria que

toma un finito nimero de valores xl,...,xm y

m
ME = ] x,P(A)
i=1

se llama la esperanza matemadtica de la aleatoria £.

La teoria de las magnitudes aleatorias y su esperanza ma-
temiAtica serd desarrollada en el tercer y cuarto capitulo sin
limitarnos solo a las magnitudes aleatorias que puedan tomar

solo un nimero finito de diferentes valores.

DEFINICION 1. La magnitud afeatornia que en cada conjunto
A&. toma Los vakones P(B/A;) La Llamamos probabilidad condicio-
nal del suceso B después de La prueba dada U y La denotamos .
por P(B/U) (w), o sencillamente P(B/U):

m
P(B/U) = ] P(B/ADI4, ().
i=1

Dos pruebas U(l) y U(Z) son independientes si y sdlo si

PA? 1uDy - pa®y, = 1,2,..m,.
A 4 2

Dadas las pruebas U(l),U(Z),...,U(") por u(l)ufz)...u(n) deno-

tamos la prueba que corresponde al desarrollo del conjunto {

en los productos A(l)AQZ)...A(”).

Las pruebas u(l),u(z),...,u(") son independientes si y s®
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lo si P(Aik)lu(l)u(z)...U(h-l)) = P(Aik)) para cualquier k e
(1)
Y A

DEFINICION 2. La sucesifn de pruebas u(D,u(®, .. u™ .
gorma una cadena de Markov, 84 para cualquier k e £
(k) ,,(1),,(2) (k=1), _ (R) ;,,(k=1)
PAS® 7uDu@ gDy 2 palBye-1)y,

Las cadenas de Markov constituyen una generalizacifn natu-

ral de las sucesiones de pruebas independientes. Si ponemos

. - (n) ,, (M
p,_m‘n(m,n) P(A“:n /Ajm Y5 m<n

entonces la férmula principal de teoria de las cadenas de Mar-

kov tomard la siguiente forma

p“:k“'n(k’n) - Em p"'-kim(k'm)p' . (m,n) k<m<n (1)

denotando la matriz "p( fn(m,n)" por p(m,n) podemos escribir
2
a (1) asi®

p(k,n) = p(k,m)pim,n) h<m<n (2)

(1) La necesidad de estas condiciones se deduce del Teorema 2
§5 y que ellas tambi&n son suficientes, se concluye del teore
ma del producto (férmula (7) §u4).

(2) Sobre el sucesivo desarrollo de la teorfa de cadenas de Mar-
kov. Ver R. von Mises [1], §16 y B. Hostinsky, Méthodes généra-
les du calcul des probabilités, Mém. Sci. Math. 52, Paris, 1931.
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CAPITULO II

§1. ESPACIOS PROBABILISTICOS INFINITOS.
AXIOMA DE CONTINUIDAD.

Denotaremos de ordinario, por uAm la interseccidn de los
conjuntos Ay, (nimero finito e infinito) y por jAy su unidn.
En el caso que los conjuntos Ay no se intersecten,a la unidn

’l’! Am la llamaremos suma y denotaremos ;IAM . En consecuencia
E Ay = AJUA VA U...,

LA = A +A, +A+...,

m
L]‘Am =AAA,L ...

En las sucesivas afirmaciones que examinaremos ademds de los
Axiomas 1-4 (Cap.Il §1) se cumple también el siguiente axioma

de continuidad.
5. Para la sucesibn decreciente

Ala Azz....;An;_'... (1)

de sucesos de ¥ tales que
nNa =4 (2)
n n

tenemos la igualdad

lim P(An) = 0. (3)
n

En todo el material sucesivo llamaremos campo probabilis-
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tico solo a los campos probabilisticos (Q,F,P) en el sentido
examinado en el Cap.I, que ademas cumplen el Axioma 5. A los
campos probabilisticos en el sentido del Cap.I, se les puede

llamar campos probabilisticos en un sentido amplio.

Si el sistema de conjuntos F es finito, el axioma 5 se de-
duce de los axiomas 1l-4. En efecto, en este caso solo existe
un nimero finito de diferentes conjuntos en la sucesidén (1).
Supongamos que Ak es el menor conjunto entre ellos, entonces
todos los conjuntos Ak+1 coinciden con Ak y obtenemos

Ak = A A

k+l o =9

lim P(An) = P(®) = 0.
n

Todos los ejemplos con espacios probabilisticos finitos
del Cap.I cumplen, su consecuencia, también el axioma 5. Asi

el sistema de axiomas 1-4, no es contradictorio.

Al contrario, para los campbds infinitos el axioma de con-
tinuidad 5 es independiente de los axiomas l-4, ya que el nue
vo axioma es esencial solo para los campos probabilisticos in
finitos, resulta casi imposible explicar su significado empi-

rico, como lo hicimos para los axiomas l1-4 en §2 del Cap.I.

En la descripcidn de algiin proceso aleatorio real se pue-

den obtener solo espacios probabilisticos finitos.

Los campos aparecen solo como una idealizacidn de los es-
quemas de los fendmenos reales. Nos limitaremos a los esquemas
que cumplen el Axioma 5. Esta limitacidn resulta racional en

las m3s diferentes investigaciones.



TEOREMA 1. (Generalizacion del teorema de la suma)
S4 AI'AZ""’An"" pertenecen a F y

A=73 A
n n
entonces

PA) = PA).
n

Demostracién. Denotemos

R = A
n mZn m

es claro que

y por el Axioma 5

l;ilm P(Rn) =0
Por otro lado, segin el teorema de la suma
P(A) = P(A1)+...+P(An) + P(Rn)'

De (6) yv (7) se deduce (5).
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- (4)

(5)

(6)

(7)

Asi hemos demostrado que la probabilidad P = P(*) es una

funcidn numerable-aditiva de conjuntos en F.

Al contrario, los axiomas 4 y 5 tienen lugar para toda fun

cidén numerable-aditiva de conjuntos en cualquier dlgebra de con

juntos f(l). Se define el concepto de campo probabilistico de

la siguiente manera.

Si  es un conjunto cualquiera, T un dlgebra de subconjun-

tos de 8 y P = P(*) una funcién numerable-aditiva mo negativa,

definida en ¥ que cumple con la condicién P(R) = 1.

(1) Ver Kolmogérov y Fomin.
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Entonces el sistema (,F,P) constituye un campo probabilis

tico.

TEOREMA 2. (Sobre el recubrimiento). S{ A,AI,AZ,...,An,...
pertenecen a F y

Ac ) An (8)
n
entonces
P(A) < L PA). (9
n

Demostracién. ya que
A= A(UAn) - A(A1 +A2Z1 +A311Z2 L ) |

entonces

P(A) = PAAADHP(AAA D +... SPAD+P(A)+. ..

§2. CAMPOS PROBABILISTICOS DE BOREL.

El dlgebra ¥ de subconjuntos del conjunto Q se llama 3lge-
bra de Borel si todas las sumas numerables XAn de conjuntos An
n
de ¥ pertenecen a F. Las dlgebras de Borel son llamadas tam-

bién o-algebras.
De la férmula

UA, =A +A4 +A31112 +... (1)
- ;

se puede concluir que la O-dlgebra contiene también todos los

conjuntos uAh’ compuesto de un nimero contable de conjuntos
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An' De la fdrmula

gAn-n\gAn

se deduce lo mismo para la interseccidn de conjuntos.

El campo probabilistico (2,F,P) se llama campo probabilis-
tico de Borel si el dlgebra F correspondiente es un dlgebra de

Borel.

En los campos de Borel la teoria de las probabilidades ob-
tienen una libertad completa de accifn sin peligro de llegar
a sucesos que no tengan ninguna probabilidad. Ahora mostramos
que es posible limitarse al examen solo de los campos probabi-
1isticos de Borel. Esto serd concluido del asi llamado teore-

ma sobre extensidn al cual pasaremos ahora.

Dado el campo probabilistico (Q,TE,P). Como es sabido(l),

existe una o-lgebra minima ¥ = G(F ) que contiene a ¥ .

TEOREMA (sobre extensidn). Una funcién numerable-aditiva
no negativa de conjuntos P = P(+) definida en (,F,) siempre
puede extenderse (cohbe)wando sus propiedades no negativa y nu-
merable-aditiva) a todos Los conjuntos de F = o(F,) y ademis
esta extensibn es (nica.

El dlgebra de Borel ¥ = o(F,) junto con la extensidn de la
funcidn de conjuntos P = P(*) conforman un campo probabilisti-
co (Q,F,P). Este campo es llamado campo probabilistico amplian
do de Borel (Q,F,P).

(1) F. Hausdorff. Teoria de Conjuntos, Ed. Estatal. Mosc
1937; A.N. Kolmogérov , S.V. Fomin, Elementos de la Teoria

de Funciones.
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La demostracidn del teorema sobre extensidn, la cual se
relaciona a la teoria de funciones aditivas de conjuntos vy
que debe ser conocida en diferentes tratados, se desarrolla

siguiendo el siguiente esquema.
Dado A un subconjunto cualquiera de Q.

Definimos‘P*(A) como la cota inferior de las sumas
L PA).
n

Para todos los cubrimientos
AgUAn
n

del conjunto A con un niimero finito o nﬁmerable de conjuntos
An.ae Fo' Facilmente se demuestra que es la medida exterior en
el sentido de Caratheodory(l). De acuerdo con el teorema sobre
cubrimientos (§1), P?(A) coincide con P(A) para todos los con-
juntos de ?o' Seguidamente se demuestra que todos los conjuntos
de F . Seguidamente se demuestra que todos los conjuntos de 7,
son medibles en el sentido de.Caratheodory. Ya que los>conjﬁn-
tos medibles conforman un o-dlgebra entonces todos los conjun-

tos de 0(F,) son medibles.

. . * 5 e ]
La funcidn de conjuntos P (A) es numerable aditiva en

O(To) y en (Fo) podemos colocar
PA) = PY(A).

Con esto queda demostrada la existencia de la extensidn.
La unicidad de la extensidn se deduce de la propiedad de mini-

mo del dlgebra U(?o).

(1) C. Carathéodory, Vorlesrugen iber reele Funktionen, Teub-
ner, Berlin und Leipzig, 1918, p. 237-258; A.N. Kolmogdrov ,
S.V. Fomin Cap.V, §3.
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OBSERVACION. Si el conjunto (suceso) A de Fo puede tener sen
tido en calidad real y de observacidén (aunque sea aproximado)
de sucesos, entonces de esto aiin no se deduce que los conjun-
tos del algebra ampliado 0(70) permitan la misma interpreta-

cidn en calidad de observacidn de sucesos reales.

Puede ocurrir que el campo probabilistico (Q,F,,P) se exa-
mina en calidad (aunque sea idealizado) de imagen de sucesos
aleatorios reales al mismo tiempo que el campo probabilistico
ampliado (2,0(F,),P) es solo una construccidn puramente matemd

tica.

Los conjuntos de 0(76) los examinamos solo como "sucesos
ideales" a los cuales no corresponde nada en el mundo externo.
Sin embargo, si las afirmaciones que utilizan las probabilida-
des de estos sucesos ideales nos llevan a la definicifn de pro
babilidad de un suceso real de 70, entonces esta definicidn
automiticamente seri no contradictorio desde el punto de vista

empirico.

§3. EJEMPLOS DE CAMPOS PROBABILISTICOS INFINITOS

1, En el primer capitulo §1 construimos diferentes campos pro-

babilisticos finitos. Supongamos ahora que

Q = {wl,wz,...}

en cada conjunto numerable y F coincide con el conjunto de to-
dos los subconjuntos del 2. Todos los posibles campos probabi-
listicos con conjuntos F como estos se obtienen de la siguien

te forma:
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Se toma una sucesidn de nimeros negativos {pn} que cumplan

la condicibn
Py + Py teen = 1
y para cada conjunto A se pone
]
P(A) =] p
nn

1
en donde la suma X se extiende a todos los indices n, para

n
los cuales w, pertenecen a A.

Estos campos probabilisticos son de Borel.

2. Ahora se supone que { estd constituido por la recta real R.
Inicialmente ?6 estd formada de todas las sumas finitas de los
semisegmentos [a,b) = {w:a ¢ w < b} (aqui examinamos junto
con los intervalos propios con @ y b finitos, los intervalos
impropios [—w,b), [a,+w) y [dw,+«0). Fiacilmente se ve que fo
es dlgebra. Segiin el teorema sobre la extensidn es posible a
cada campo probabilistico (Q.fo,P) ampliarlo hasta un campo
similar (ﬂ,o(F&),P). El sistema de conjuntos F = o(¥,) ennues-
tro caso estd constituido com; un sistema de todos los conjun

tos de Borel de la recta real.

3. Si Q =R la recta de niimeros reales y ¥ estd formado por
todos los conjuntos de Borel de esta recta. Para la construc-
cidn del espacio probabilistico con el dlgebra de Borel dada
F es suficiente definir en los conjuntos A & F cualquier fun-
cidn de conjuntos numerables-aditiva, no negativa P(A), que

cumpla la condicidn P(R) = 1.
1)

Esta funcidn, como es sabido se define por

(1) Ver A. Lebesgue, Integracién y bfisqueda de funciones primi
tivas.
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con sus valores

P{[=,x)} = F(x) (1)
para los intervalos especiales [dw,x).

La funcidn F=F(x) se llama funcidn de distribucidn w. Mis
adelante se demostrard (Cap.III, §2) que F(X) no es decrecien—
te, continua por la izquierda y tiene los siguientes valores
limites

lim F(x) = F(~) =0

X+=-c0
(1)
lim F(x) = F(4+o) =1
X>+eo
Lo contrario, dada una F = F(X), que cumpla estas condiciones,
entonces siempre se puede definir una funcidn de conjuntos nu

merable-aditiva, no negativa P(A) tal que P(Q) = 1(1)

4. Ahora por conjunto fundamental () tomaremos el espacio eu-
clideo n-dimensional de coordenadas Bn o sea el conjunto de
todas las n-plas ordenadas de nimeros reales w = {xl,xz,.-,xn}.
El sistema F estd formado por todos los conjuntos de Borel(z)
en el eapaciofRn. En base al andlisis andlogo hecho en el ejem
plo 2, podemos examinar el conjunto mds reducido por ejemplo

el sistema de todos los intervalos n-dimensionales.

Aqui como funcidn probabilistica P(A) podemos tomar cual-
quier funcidn de conjuntos numerable-aditiva, no negativa, de

finida en ¥ y que cumpla la condicién P(Q) = 1.

(1) Ver Kolmogdérov y Fomin

(2) La definicidn de conjuntos de Borel en R , ver Hausdorff
Teoria de Conjuntos.
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Esta funcidn de conjuntos se define uniformemente, si da-

mos sus valores

P(Aa_IQaz_, wse ,an) = F(al ] a'2’ ) U )an) (3)

para los conjuntos especiales Aal’aZ""’an donde Aﬂl:a2’°"ian
denota el conjunto de todos los w para los cuales

X. <a

L L’ L"l.z’...’nl

No es dificil calcular que para los conjuntos
by, ,bn

- {w:alsx1<bl,...,a
n

< x <b}
Ay, ey n n n

la probabilidad

bl:'-':bn n
Plg,, . a )= Florensby) = § Fbpseinby 132,05, b))
A=1
+ ‘:EJ-F(bl‘”,b'(:-l,a'é’b’é"'l’ ”-’bj-'l’ad:’bj+1’ o.-,bn) - es

n (4)
+ (-1) F(al, cees@).

En este caso, como funcidn F(al,...,an) podemos escoger cual-
quier funcidn continua por la izquierda, no decreciente para
todas las variables y para la cual la expresidn de la derecha
de (4) sea no negativa para todo a; < bi’ L=1,...,0 5 que

cumpla las siguientes condiciones:

aif: F(al,...,an) = F(a’l’""a.i-l"”’a&l""’a’n) = 0,
it
(5)
L=1,2,..., n,
1im F(a,,.m,a) = F(4o,...,4®) = 1.
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La funcidn F(al,...,an) ge llama funcidn de distribucidn

de las variables XpseeesX .

El andlisis de los campos probabilisticos del tipo arriba
definido es suficiente para todos los problemas clisicos dela

(1)

teoria de las probabilidades . En particular, la funcidn pro

babilistica en R" puede ser definida de la siguiente manera:

; - . . o n
Se tima cualquier funcidn no negativa definida en R |,

§ = §(x;,...,x,) tal que

r...Jﬂ(xl,.. .,xn)dxl...dxn =1

-0

y se pone

PA) = f .A.Iﬁ(xl,...,xn)dxl...dxn (6)

En este caso, la funcidn 6(x1,...,xn) es la densidad de la pro

babilidad en el punto (xl,...,xn) (ver Cap.III, §2).

Otro tipo de funcidn probabilistica en R" se obtiene de la
siguiente manera: si {mi} es una sucesidn de puntos de Rr" y
{Pi} una sucesidn de reales no negativos tales que L p; = 1.
Entonces, asi como en el ejemplo 1, se toma P(A) = Z'pi las
sumas Z' se extienden a todos los indices { para lo; cuales
wi'per%enecen a A. Los dos tipos de funciones probabilisticas
en R aqui recordados no agotan todas las posibilidades a pe-
sar que ellas son suficientes en las aplicaciones de la teoria

de las probabilidades.

Se puede, sin embargo, imaginarse, ademds de los ejemplos

(1) Comparar con R. von Mises [1]. Aqui se exige la existencia
de las probabilidades para todos los posibles conjuntos del es
pacio n-dimensional.
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clagicos otros problemas interesantes para la aplicacidn en los
cuales los sucesos elementales se definen con ayuda de un nime-

ro infinito de coordenadas.

Estos campos probabilisticos los examinaremos mds de cerca
despu@s de introducir algunos conceptos auxiliares. (ver Cap.
III §3).
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CAPITULO III
VARIABLES ALEATORIAS

§1. FUNCIONES PROBABILISTICAS.

Supongamos que estd dada la relacidn del conjunto 2 al con-
junto X, constituida de cualquier clase de elementos, o sea de-
finida en 2 la funcidn univoca £ = £(w) cuyos valores pertene-
cen al conjunto X. A cada subconjunto A de X le ponemos en co-
rrespondencia en calidad de preimagen en {0 al conjunto E—I(A)
de todos los elementos de {} que estdn relacionados con uno de
los elementos de A. Supongamos, ademds, que fg es un sistema
de todos los subconjuntos A de X cuyas preimingenes pertenecen

al dlgebra de conjuntos F.

El sistema ft entonces es también un algebra. Si en estas
condiciones ¥ es un dlgebra de Borel entonces fg también lo es.

Supongamos, ahora, que

Pg.(A) =Petyy. (1)

Esta funcidn de conjuntos PE definida en fg cumple con respec-—
to al dlgebra fg todos los axiomas l-4 y en consecuencia esuma
funcidn probabilistica en fg. Antes de pasar a la demostracidn

de todos estos hechos, formularemos las siguientes condiciones.

DEFINICION. Dada fLa funcibn unfvoca & = E(w) del suceso
aleatornio w. Entonces La funcibn PE definida por La §6rnmula
(1) se LLama funcibn probabilistica de E.
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OBSERVACION 1. En el andlisis del campo probabilistico (Q,
F,P) a la funcidén P se llama funcidén de probabilidad o senci-
llamente probabilidad, Pﬁ funcidén probabilistica de £. En el

caso en que £(w) sea =w PE(A) coincide con P(A).

OBSERVACION 2. El suceso E-I(A) estid compuesto por todos
los £(w) pertenecientes al conjunto (A). En consecuencia PgGA),

es la probabilidad de que £(w) = A.

A nosotros nos queda por demostrar las propiedades arriba
mencionadas para 75 y Pg. Ella se desprende, sin embargo de

un Unico hecho que es el siguiente:

LEMA. La suma, interseccidn y di.ﬁenenu’a de cualquien conjun
1o preimagen E"I(A) es predimagen de La nespectiva suma inter-
secelbn o difjerencia de Los conjuntos de A.

Demostracién. La demostracidon de este lema se recomienda co—

mo entrenamiento al lector.

Supongamos, ahora que A y B son dos conjuntos de Fg, sus
preimagenes Al y B' pertenecen entonces a F. Ya que F es un
dlgebra, entonces los conjuntos A'B', A'+B'yA'/B' también per
tenecen a F. Pero todos estos conjuntos son preimagénes de los
conjuntos AB, A+B y A/B en consecuencia los {ltimos conjuntos
pertenecen a Fg. Asi hemos demostrado que fg es un algebra.

De la misma forma se demuestra que si F es un algebra de Borel,

entonces fg también lo es.

Estd claro que Pg(X) = PiEL0Y = P@) = 1.

Que Pg siempre es no negativa es tambi€n un hecho en consecuen
cia queda por demostrar que Pg es finito-aditiva (ver al fi-

nal del paragrafo 1 Cap.II).
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Asi, sea los conjuntos A, y sus preimingenes E-I(An) en-

tonces
-1
Pe(lAp = PIE™ (OAp)

-1 -1
P{E £ (AP} = EP{E (Ap} = 5 Pe(A),

y con esto queda demostrado la finitud y actividad de PE'

Por Gltimo anotaremos lo siguiente si 51 = gl(w) es una
funcidn de § en Xl y Ez = Ez(xl) otra funcidn de Xl en Xz. En-
tonces la funcidn compuesta £(w) = Ez[il(w)] es una funcidn

del conjunto {2 en Xz.

Examinaremos ahora las funciones probabilisticas PEI(AI) y
P§2(A2) para las funciones El(m) y E(w) = Ez[gl(m)]. Estas
dos funciones probabilisticas estdn relacionadas como puede

facilmente calcularse de la siguiente manera:

-1
PE(Ap) = PylE (Ap). (2)

§2. DEFINICION DE VARIABLES ALEATORIAS Y
FUNCION DE DISTRIBUCION.

DEFINICION 1. La funcifn neal unfvoca £ = E(w) def<inida enel
conjunto fundamental Q se LLama variable aleatonia s4 para
cualquien escogencia de un ndmero neal x el conjunto {& < x}
de todos Los w para Los cuales se cumple La desigualdad

E(w) < x pertenece al sistema de conjunto de F.

Esta funcidn E(w) aplica al conjunto fundamental  al con-
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junto R de todos los nimeros reales. Nuestra definicifn de va-
riable aleatoria puede ser formulada asi:

La funcibn £ = £(w) es una variable aleatoria si y sSlo si ?k

contiene cada uno de los intervalos del tipoi(-w,a).

Ya que FE es un &lgebra entonces ella contiene junto con
los intervalos (~°,a) todos las posibles sumas finitas de se-
misegmentos [a.b). Si nuestro campo probabilfstico es de Borel
entonces F y 75 son @lgebras de Borel; en consecuencia en este
caso TE contiene todos los conjuntos R de Borel. La funcifn pro
babilfstica PE de la variable aleatoria £ estd definida por to-
dos los conjuntos A del Elgebra FE.

En particular, en el caso de que el campo probabilfstico
es de Borel PE estd definido para todos los conjuntos R de Bo~
rel.

DEFINICION 2. La funcifn
Fa(x) - PE('w,X) 0 P{E(N) < X}.
donde -= y += s¢ permiten en calidad de valores de x se Llama

funcibn de distribucién de La variable aleatoria E. De La de-
ginieilbn tenemos

FE('“’) L op_ FE(""’) -1 (1)

La probabilidad de que se cumpla la desigualdad a < £ < b
viene dada por la fSrmula

Pla € E(w) < b) = Fp(b) -Fpla). (2)

De donde se deduce que todo a < b.

FE(a) € FE(b)'
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Lo cual indica que Fg(x) es una funcidn no decreciente.

Sea @; < @y <... @, <... ¥ b entonces

n

Nw: Ew) = [a,b)} =0.

n
En consecuencia de acuerdo con los axiomas de continuidad
Fg(b) - Felay) = Plu:E(w = [a,,b)} .

tiende a cero si n tiende a infinito. De aqui se ve claro que

la funcidn Fg(x) es contfnua por la izquierda.

Anilogamente se puede demostrar que:

x-il-i: Fe(x) = FE(-w) =0, (3)
lim FE (x) = FE(-fa) = 1. (4)
X+ +>

Si el campo probabilfstico (Q,F,P) es de Borel, entonces
los valores de la funcidn probabilistica PE(A) para todos los
conjuntos de Borel A de R univocamente se definen por los va-
lores de la funcidn de distribucidn FE(x) (ver Cap.II, §3,Cap.
III). Ya que fundamentalmente solo nos interesan los valores
de PE(A) entonces la funcidn de distribucidn juega un papel

esencial en todo el desarrollo del material siguiente.

Si la funcifn de distribucidn FE(x) es diferenciable enton

ces la derivada de X

dF - (x)
= —E—
65(x) dx

se llama densidad de probabilidad de £ en el punto X. Si para

cada X

X
FE(X) - I 6£(y)dy°

-00
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Entonces para cada conjunto de Borel A la funcidn probabilis-
tica de & puede ser escogida a través de ﬁg(x) la siguiente

manera:

Pe(A) = i b (0)dx . (5)

En este caso se dice que la distribucidn de £ es absolutamente

continua. En el caso general por analogia escribimos

PE(A) = { dFg (). (6)

Todos los conceptos introducidos hasta ahora pertenecen a una
generalizacidn para el caso de las probabilidades condiciona-

les. La funcidn de conjunto

Pe(A/B) = PIE = A/B }

Es la funcidn probabilistica condicional de £ para la hipdtesis

B (se supone que P(B) > 0). La funcidn no decreciente
Fg(xlB) = P{£ < x/B}

Es 1a funcidn de distribucidn correspondiente y por Gltimo (en

caso de diferenciacidn de Fg(x/B) ),

3 dx

Es la densidad de probabilidad condicional de £ en el punto X

para la hipdtesis B.
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§3. FUNCIONES DE DISTRIBUCION MULTIDIMENSIONAL.

Sea 51’52""’En' n variables aleatorias dadas. El punto
£ = (El, cvey B ) del espacio n dimensional R" es una funcidn
del suceso elemental w. En consecuencia por las reglas genera
les del §1 obtenemos el &lgebra de conjuntos f;; - fEl""’En
compuestos de subconjuntos del espacio Rn, y las funciones pro
babilisticas Pg(A) = Pgl, ..,,gn(A) definidas en Fr = ’Fgl, corEyp
Esta funciGn probabilistica se llama n—dimensional de las va-
riables € = (El, e .,En).

El dlgebra f;;l, eeesEp contiene (como puede deducirse de la
definicidn de variable aleatoria) para cada escogencia { y a O
4 =1,2,...,n el conjunto de todos los puntos X = (xl,...,xn)
<r" para los cuales x. < a.. En consecuencia ‘Fg g, con-

L ‘{— 1, LU ’ n
tiene tambi&n las intersecciones de los conjuntos mencionados,
o sea el conjunto Aa,,a,, ... a4, de todos los puntos X = (X,,
crrsXy, )= r" para los cuales se cumple la desigualdad x; < aL

(1)

L= 1,2,...,n
Si llamamos semisegmento n-dimensional
[al,az,...,an, bysbys.eesb n)

al conjunto de todos los puntos " para los cuales se cumplen
todas las desigualdades a; < X; < b ; entonces, esti claro, que

cada uno de estos intervalos tambi&n pertenece al dlgebra

F€1""En’ ya que

[al,az,...,an; biabyseeenby) =

(1) X; pueden tomar también valores infinitos #w
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= Abl’bZ’ ...;bn 'Aa.l, bz. ey bn" Aal.a.z. ba, ver g bn‘hbl, sen y bn_l.an

La dilatacidn de Borel del sistema de todos los semi-segmentos
n-dimensionales est@ compuesto de todos los conjuntos R de Bo
rel. De donde se deduce que el &lgebra FEl---»En en el caso de
que el campo probabilistico sea de Borel contiene todos los con
juntos de Borel del espacio r"

TEOREMA. S{ el campo probabilistico es de Borel y La funcibn
§(xg,0.0,%,) tambiln Lo ¢4, entonces La funcibn n(w) = §(E;(w),
o0 E (W) de un ndmero finito de variables aleatorias g, =
E1(W), sk, = & (W) también es una variable aleatoria.

Para la demostracifn es suficiente que el conjunto de to-
dos los puntos (xl,xz.....xn) de ®" para los cuales 6(x1,x2.
...,xn) < a es de Borel. En particular, todas las sumas fini-
tas y productos de variables aleatorias tambi&n son variables
aleatorias.

DEFINICION. La funcibn

FEI' ""En(xl""'xn) . PE].' ...,E (AXI, ...,xn)

La Llamamos funcidn de disirnibucibn n-dimensional de Las vanria
bles aleatonias Ey,...,E,.

Como en el caso unidimensional se demuestra que la funcidn
de distribucibn n-dimensional Fgl,“,’gn(xl,“.,xn) para todas
las variables es continua por la izquiedda. Anf#logamente a las
igualdades (3) y (4) de §2.

lim FEI'".’En(xl,-no’xn)

X =0
x»L

= FEI""-En(xl"""xL-l' ’x.('.+1""’xn) =0 (1)
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lim FE],

E (x ,-..,X)
X;”“,...,X.n $oo pevey n 1 n

- Fgl'“”;"n(+“,...,+0)- 1 (2)

La funcidn de distribucidn Fgl'_".gn(xl,...,xn) nos da direc-
tamente los valores de Pgl,,",gn solo para los conjuntos espe
ciales Ay, .., ,x,» Sin embargo, si nuestro campo probabilisti
co es de Borel, entonces P€1»»-.5n univocamente se determina

para los conjuntos de Borel a través de la funcidn de distri-

bucidn FEI:-'-sgn(xl""’xn)(l)’

Si existe la derivada

an
égl,.,,,gn(xl,...,xn) = W Fglu ""gn(xl""’xn)

esta derivada 651..._,5n(x1,...,xn) la llamaremos densidad de
probabilidad n-dimensional de las variables aleatorias El...,

En’ en el punto (xl,...,xn).

'8i para cada punto (xl”"'xn)

1 n
FEID"'!En(xl’""xn) = -r". !651,.--,§n(91:---»yn)dyl-“dyn

entonces la distribucidn de £ = (El,....En) se llama absoluta-
mente continua, Para cada conjunto de Borel A gl{n tiene lugar

la siguiente igualdad

PE].’ ...,En(A) = J‘A'I‘EI,..,E"(U‘I’ M:yn)dy]_' J 'dyn (3

Al final de este parigrafo anotaremos ademis una observacidn

(1) Comp. Cap. II, 83, 4,
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sobre la correspondencia entre las diferentes funciones proba-
bilisticas y funciones de distribucidn. Pongamos que estd dada

la sustitucidn

1, 2, eeog N
S={. . .
‘-1’ ‘(—2’00"‘(-”

Yo o n
y denotamos Py la transformacidn interna de R

J
xk= x'(-'h, k- 1,2,---,”.,

entonces, queda claro que:

-1
Pei)ssBi, @ = Pep st log ) “

Supongamos ahora que x = Hk(x) es la proyeccidn del espacio
R" en el espacio Rh’, k<n por la cual el punto X = (xl,..,xn)
se relaciona con el punto X' = (xl""’xk) entonces, como con

secuencia de 1l formula (2) §1.

-1
PEps s Eg W) = PEy, g, T, (D) (5)

Para las correspondientes funciones de distribucidn de (4) vy

(5) se deduce la igualdad

Fg*(:li -»’g'én(xil’ .’.,xi'n) = Fglﬁ O--!En(xl’ e .’xn)’

F51.u-,5h(x1""’xk)

= Fgls-"rgn(xl"' "xk’ +°°:"0’+°°)-
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§4. PROBABILIDADES EN ESPACIOS INFINITOS.

En el pariagrafo 3 del Cap. II, vimos como se construye en
diferentes campos probabilisticos aplicados en la teoria depro
babilidad.

Podemos, sin embargo, imaginar interesantes problemas por
su aplicabilidad en los cuales los sucesos elementales estédn
definidos con la ayuda de un nimero infinito de coordenadas.
Asi podemos escoger un conjunto N de indices V de cualquier
potencia 7,. E1 conjunto de todos los sistemas

w={x,}
de nimeros reales X, en donde V recorre todo el conjunto N 1o
llamaremos espacio RN (para la definicidn del elemento w del
espacio RN debemos poner en correspondencia a cada elemento
del conjunto N un nfimero real x_ o lo que es lo mismo, definir

vV
una funcidn real univoca X_ definida en el conjunto N para to-

(1)). v

do elemento Vv

Si el conjunto N estid compuesto de los h niimeros nuevos na
turales 1.2...n entonces es el espacio R" ordinario. Si es
cogemos en calidad de conjunto}fal conjunto de todos los nime
ros reales Rl entonces el correspondiente espacio RM (es igual)

1
=R estd compuesto de todas las funciones reales
w={x,}
de argumento real {, -® < £ < ® ,

El conjunto Rnpara cualquier conjunto N 1o podemos tomar

ahora como conjunto fundamental . Sea w = {X.\)} elemento de Q,

(1) Comparar con F. Hausdorff. Teoria de Conjuntos.
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por H\,l, Ve .\,n(m) denotaremos al punto (x\,l,xvz, 800 .x\,n) n=di-
mencional del espacio Rﬁ. El subconjunto A de Q lo llamaremos
conjuntos cilindricos si el se puede representar de la forma

-1
A - Hv vn(A')

1’000,

donde A' es un subconjunto'Rn. La clase de todos los conjuntos
cilindricos coincide en consecuencia con la clase de todos los
conjuntos que pueden ser definidos por la relacidn del siguien
te tipo

S(x’\)lyx\'2|'-°!x\’n) = 0 (1)

Para definir cualquier conjunto cilindrico H;l’._.,vn(A')‘por
esta relacidn es suficiente tomar como §, la funcidn que A' sea

igual a cero y fuera de A' igual a la unidad.

Los conjuntos cilindricos se llaman conjuntos cilindricos
de Borel si respectivamente los conjuntos A' son de Borel. To-
dos los conjuntos cilindricos(l) de Borel del espacio cons-

tituyen un &lgebra, la que en lo sucesivo denotaremos por .

(1) De los argumentos anteriores se sigue que los conjuntos ci
1fndricos de Borel son aquellos que pueden ser definides con
las relaciones de Borel (1). Sean ahora A y B dos conjuntos ci
lindricos definidos por las relaciones

S(Xvit--‘axvn) = G g(xki,'---xlm) S

Entonces los conjuntos A+B, AB y A\B se pueden definir respec-
tivamente asi 2 2 2
f*g = 0, §°+g° =0, {"+h(g) = 0,

donde h(x) = O para x # 0 y h(0) = 1, Si § y g son funciones de
Borel, entonces de Borel son tambi&n las funciones §4g, §2+ 2y

§2+h(g). En consecuencia, A+B, AB y A\B ;ﬁn conjuntos cilindri-

cos de Borel. Con esto se demuestra que es un &lgebra.

~
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La dilatacidn de Borel del Elgebra TN'la denotaremos como
siempre o(?'v) El conjunto del sistema o(¥ ) lo llamaremos con
junto de Borel del espacio

Seguidamente daremos el método para la construccidn y ma-
nipulacidn conlas funciones probabilisticas en y en conse-
cuencia segiin el teorema sobre la prolongacifn también en
o).

En el caso de numerabilidad del conjunto N obtenemos de es
ta manera un campo probabilistico suficiente para todos nues-

tros objetivos.

Dominamos en consecuencia todas las preguntas relacionadas
con la numerabilidad de la sucesidn de variables aleatorias.
Si el conjunto‘N'el no numerable entonces muchos subconjuntos
de Fﬂ'quedan fuera de sistema c(f”; Por ejemplo; el conjunto
de todos los elementos w para los cuales X,, en cualquier esco-
gencia del Indice V es menor que una magnitud constante ¢, o
sea el conjunto {w : X, < e V = N} no pertenece al sistema

) en el caso del no numerabilidad de N.

En consecuencia es bueno procurar obtener en lo posible la
conversidn de cualquier problema a la forma en la cual el es-
pacio de todos los sucesos elementales W tiene solo un niimero

de coordenadas.

Supongamos que en 1Arcst£ definida una funcidn de probabi-
lidad P. Cada coordenada X,, del suceso elemental w puede exami
narse como variable aleatoria. En consecuencia todo grupo fini
to (xvl.xvz....,xvn) de estas coordenadas tienen una funcibn
probabilistica n-dimensional Pvl,VZ,....,vn(A) y una funcifn
de distribucifn correspondiente ?Ql,vz,,...,vn(al,az.....an).
Es claro que para todo conjunto cilindrico de Borel
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-1
A= n\’l’\’zv""’n“') tiene lugar la siguiente igualdad

P(A) - P\,l’vz’ e .’\)n(A‘)

ademds A' es un conjunto de Borel de R™ De esta manera la fun-
cidn de probabilidad P es una funcifn univocamente definida en
el dlgebra FN de todos los conjuntos cilindricos a través de

los valores de todas las funciones probabilisticas finita para
todos los conjuntos de Borel correspondientes al espacio §

Sin embargo, para los conjuntos de Borel los valores de la fun
cidn probabilistica PVI'VZ""sVn univocamente se define a tra
vés de las correspondientes funciones de distribucién. En con-

secuencia, hemos demostrado el siguiente teorema.

TEOREMA. Ef conjunto de todas Las funciones de distribucibn

§initas F"l"’z’ S unf{vocamente define La funci6n de proba-
bilidad P para todos Los conjuntos de fM La funcidn de probabi
Lidad P (segin el teorema sobre prolongacifn] se degine univo-
camente en o(?'() por Ros valones de La funcién de distrnibucién

FVI-VZ.---,Vn

Ahora, podemos preguntarnos bajo que condiciones a priori
el sistema de funciones de distribucifn dado F\’l’\’Z""’\’n de-

fine la probabilidad en 'fM (y en consecuencia en o(®) ).

Primeramente anotamos que toda funcidn de distribucidn
FVI-VZ’ «+.,v)y, debe cumplir las condiciones dadas en el Cap.II
(§3,III) que, por supuesto estdn contenidas en el concepto mis
mo de funcidn de distribucidn. Ademds, como consecuencia de las
formulas (13) y (14) de 82 tienen lugar las siguientes relacio

nes:

x“'_n) -F\) v \)n(xl,x.z,..,xn)

Fvilbviz""vin(xél’xi 12 V200
(2)

22>



57

(xl,xz,..,xk) = va,vz.---Vn(xl’xZ""xk'*”’
oot ®) (3)

FVIDVQ""vk

donde kR < n y [1’ 2ye0es ] es una sustitucidn cualquiera.

4:]"(: 2y -c".n
Estas condiciones necesarias, sin embargo, son tambi&n su-

ficientes como se evidencia del siguiente teorema:

TEOREMA FUNDAMENTAL. Todo sistema de funcidn de distribu-
eddn Fy, v, ..., v, Que cumpla Las condiciones (2) y (3] defdi-
ne una funcibn de probabilidad P en F“la cual cumple todos
Los axiomas 1-5.

Esta funcidn de probabilidad P puede ser prolongada (segim

el teorema sobre prolongacidn) en o(F').

Demostracién. Supongamos que estd dadas las funciones de

distribucidn Ful, v, que cumplen las condiciones genera-

Vv

2’ sy
les del Cap.II (§3, III) y las condiciones (2) y (3). Toda fun-
cidn de distribucidn F"I'VZ’ ...,V univocamente define una fun
cidn de probabilidad P\,l,\,z’ ...,V Para todos los conjuntos de

Borel de Rn (ver §3).

En lo sucesivo examinaremos solo conjuntos de Borel de r"

y conjuntos cilindricos de Borel en Q.

Para todo conjunto cilindrico A = HVI’VZ""’Vn(A') deno~

temos

P(A) = P\)l,\)zgo..,\)n(A') (4)

Ya que un mismo conjunto cilindrico A puede ser definido atra

vés de diferentes conjuntos, A' entonces, es necesario inicial
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mente demostrar que la fdérmula (4) da siempre un mismo valor

para P(A).

Sea (xvl,xvz,....xvn) sea un sistema finito de variables
aleatorias X,) partiendo de las funciones probabilisticas PVl’
Y2y 005V de estas variables aleatorias, podemos segiin las re-
glas definir la funcidn probabilistica (52) Pv£1vizo-°~o iy de
cada subsistema (XVprviz.---oxvik)' Las igualdades (2) y (3)
tienen como consecuencia que esta funcidn de probabilidad de-
finida segln el §2 coincide con la funcidn dada a priori
Pvil’viz”'..vik. Supongamos a?ora que el conjunto cilindrico

- I, . " » t 1 =
A se define a través de A Hv&l.sz’."va(A ) y simulténea

mente por A (A") ademdis todas las variables

- n‘l
\’jl,\)J‘z'-o"\)J’m
aleatorias Xy, ¥ x“j pertenecen al sistema (xvl,xv2,...,xvn)
lo cual, claramente, no es ninguna restriccidn. La condicibn
' .
(xv‘(_“xviz“._’x\;‘(-_k)c Ay (x\’jhx\)jh---»xvjm) « A" son equi
valentes. En consecuencia

} - v ) = Af
P\’z(.‘,l v‘(-z".’v'(:k(A )-P\)l’\)ZI"!vn{x\)o(,l’x\’»tg’"’x\)’tk) A }

- Pvl’vZ’ --.\’n{(x"’fhx\’fz:' 'Nx\’fm) « A"} -P\’fi'v_iz""\’fm(A")

lo cual demuestra nuestra afirmacibn respecto a la univalencia
de la definicidn P(A).

Demostremos ahora, que el campo probabilistice (Q,FN:P)
cumple todos los axiomas 1-5. El axioma 1 cumple solo que‘fN
debe ser un Algebra; esto (excepto la axigencia de que Q& F")
fue demostrado arriba. Seguidamente, para cualquier v e N

=11, . 1 _
n-n\,cn). P(ﬂ)-PvCR) 1

lo cual demuestra la aplicabilidad de los axiomas 1 y 3.
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Finalmente de la definicidn de P(A) directamente se dedu-

ce que P(A) es no negativa (axioma 2).

Un poco més complicado es la demostracidn de aplicabili-
dad del axioma 4, para este objetivo examinaremos los dos con-

juntos cilindricos

! (A

A =T,
= v&:l’viz'."v’tk

B L ViV AT,

Bajo estas condiciones suponemos que todas las variables
x\,".’ y x\,j pertenecen a su sistema volum&trico finito (xvh

x\,z,“_’x\,n) si los conjuntos A y B son entonces las relacio-

nes

(xv'(:] goee ,x\,‘:k) s A

(x".fx""’x\’fm) e

son incompatibles en consecuencia
P(A+B) = P\’x:\’z:~-,Vn{(x\’iz,x"»éz,..,x"ik) < A
i, W)y, .. 50 < B'}
= Pv,,vz,..,vn{("vil,"v,(_z,...,"v,(_k) = A'}
* Pv“vz,..,\:'n{(xvjl,"vjz,.."‘vjm) = B'}
= P(A) + P(B).

Queda por comprobar el axioma 5. Pongamos
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es una sucesidn decreciente de conjuntos cilindricos que cumple
cor: la condicidén lim P(Ap) =L >0.

Demostraremos que la interseccidn de todos los conjuntos
An no es vacia. Se puede sin ninguna restriccidn suponer que en
la definicidén de los n primeros conjuntos cilindricos Ak entran
solo los n primeras coo denadas Xvp de la sucesidn XypsXygs -

Xyps -+ © sea que A = Hv ’Vz""Vn(Bn)'

Pongamos para mayor sencillez P,(B) = Pvl,vz,...,vn(B).
Entonces es claro que: Pn(Bn) = P(A,) > L > 0. En cada conjunto
Bn se puede encontrar un conjunto cerrado acotado Un tal que
Pu(ByN\Uy) <‘§% y de esta desigualdad, para el conjunto Un

=1 .
nvl,vz,..,Vn(un). Se deduce la desigualdad

€
P(B, N Uy < " (3
Supongamos ahora que Wy = V,V,...V,, de (5) se deduce que:

P(ApNW,) <€, yaque W, SV, An' Entonces

P, > P(An) -ge>L~-¢c.

Si € es suficientemente pequeiia, entonces P(W,) > 0. El

conjunto W, no es vacio. Escogeremos ahora, en cada conjunto
n g

(n) (rn4p) i

Wy un punto w con coordenadas XSn)' Todo punto W

p=0,1,2,... pertenece al conjunto Vn en consecuencia

x$n+p)’x(n+p)’__,x(n+P)) - nv

(m(n+p)) = un

13Var 0 23Vp

ya que los conjuntos Un son acotados entonces de la sucesidn

fw(n)} se puede escoger (por el método de la diagonal) una sub-
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~ sucesidn
N(nl) 'w(nZ) gree

n:
Para las cuales las correspondientes coordenadas xskl) tiende
para cualquier R a un fin determinado Xp. Supongamos finalmen

te que W es un punto del conjunto  con coordenadas

Xvp = Xp »
x\)-o (\)#\)k, B=1,2,6u4)s

n: n:
El punto (xl,xz,...,xk) como fin de la sucesidn (x( 4),x( ‘),
...,xéni)), 4L{=1,2,..., pertenece al conjunto Uk. En conse-

cuencia w pertenece al conjunto

-1
Ak = Vk = ]R)zs\)z" 's\)k(uk)

para cualquier kR, y en consecuencia a la interseccidn

A=A,
p R

El teorema queda demostrado.

§5. VARIABLES ALEATORIAS EQUIVALENTES,
DIFERENTES TIPOS DE CONVERGENCIA.

Desde este pardgrafo examinaremos exclusivamente campos
probabilisticos de Borel (Q,F,P). Esto no es, como se explicd
en el pardgrafo 2 del Cap.I] una restriccidn esencial para

nuestros analisis.

DEFINICION 1. Dos variables aleatorias & y N se LLaman equi
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valentes &4 La probabilidad de La nrelacibn § ¢ n. Esta claro
que dos variables aleatorias diferentes Lienen una misma gun-
edlbn de probabilidad.

En consecuencia las funciones de dintribucisn.FE y Fn tam-
bién coinciden, En muchas preguntas de las teorfas de las pro-
babilidades es posible cambiar una variable aleatoria por su
variable equivalente.

Supongamos ahora que

Bpalyeuskppane e}

Es una sucesifn de variables aleatorias. Exiaminemos el conjun
to A de todos los sucesos elementales w para los cuales la su-
cesidn (1) converge. Si por A(m) denotamos al conjunto de todo

np
los w para los cuales se cumplen las desigualdades

Epp=5al <7 R=1,2,...,p

entonces directamente obtenemos que:

A=NUNnAm (2)
mnp -
De acuerdo con el parigrafo (3) el conjunto A;r) pertenece

siempre al o-8lgebra de conjunto ¥. La relacifn (2) nos mues-
tra que el conjunto A también pertenece a ¥. En consecuencia
siempre tiene sentido hablar sobre probabilidad de convergen-
cia de sucesidn de convergencia de variables aleatorias. Su~
pongamos ahora que la probabilidad P(A) del conjunto A = 1

(a la unidad). Entonces nosotros afirmamos que la sucesifn (1)
converge con probabilidad 1 hacia una variable aleatoria £ la
cual se define univocamente con precisidn de equivalencia.
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Para la construccifn de esta variable aleatoria suponga-
mos que: £ = lﬁp Eoen Ay £ = 0 fuera de A, Nos quede por
demostrar £ es una variable aleatoria, o sea que el conjunto
A(x) de elementos w para los cuales £ < X pertenecen al alge-
bra F. Pero

-

A(x) '*Hg{“”gw“‘}

En el caso X < 0 entonces

A) =AU N{w:eE <x}+;,
np

n+p
de donde directamente se desprende nuestra afirmacidn.

DEFINICION 2. S{ £a probabifidad de convergencia de La suce
446n €y,85,..., asl a La variable E = 1 entonces, nosotros de-
edmos que €sta sucesibn casi siempre converge a E. Sin embar-
go, para La teoria de Las probabilidades también son importan-
tes otnos tipos de convergencia.

DEFINICION 3. La sucesibn de variables aleatorias E1r8gsene
converge por probabilidad a La variable aleatoria E, 84 para .
Zodo € > 0 0 La probabilidad

pllE, - €|l > e} »o0
cuando n + = (’).

1. Si la sucesifn (1) converge por probabilidad simult&neamen-

te a £ y E' entonces £ y £' son equivalentes.

En efecto

(1) Este concepto aparece en lo fundamental desde Bernoulli,
sin embargo en su complet generalizacibn fue introducida por
Slutsky [1].



PLE-E'] > 2} « PLIE-E,| > o} + P{IE" -5,] > o} .

2. Si la sucesidn (1) casi siempre converge a £ entonces ella

converge a { también por probabilidad.

Sea A el conjunto de convergencia de la sucesidn (1).

Entonces
l-P(A)sl'iim {lgmp-g| <e, p=1,2,.. }

<lin {|g, €] < ¢}
de donde se deduce la convergencia por probabilidad.

3. Para la convergencia por probabilidad de la sucesidn (1) es

necesaric y suficiente que se cumpla la siguiente condicidn:

para todo € > 0 existe un n, tal que para cada p > 0 tiene lu-

gar la siguiente antiguedad
P{1Eup-Eal > €} <&

Supongamos ahora que F(x);Fl(x),F (x),... son las funcio-
nes de distribucidn de las variables aleatorias E,El,ﬁz,...,
Si la sucesidn 51,62,... converge por distribucidn a £ enton-
ces, la funcidn de distribucidn F(x) univocamente se define
por valores de las funciones Fn(x), ya que tiene lugar el si-

guiente teorema.

TEOREMA. S{ fa sucesibn E,,&,,... converge por probabili-
dad a g, entonces La sucesifn de Las nespectivas funciones de
distrnibucibn F (x) converge fa funcibn de distribucibn F(x)

de £a variable aleatoria E en cada punto de continuidad de
F(x).
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Demostracidn. E1 hecho de que con F(x) se define a través de
{Fn(x)} se deduce de que F(x) en mondtona continua por la iz-

quierda y univocamente se define por los valores en los puntos

(1)

de continuidad . Para la demostracidn de la convergencia su-
pondremos que X es un punto de continuidad de F(x). Sea X' < X.
Entonces en el caso de que £ sea menor que X', En > X es nece-~
sario |En-£| > x-x'.

En consecuencia:

LiaP{E < x',€, > x) = 0

F(x') = P{E<x"'} < P{£n<x} +P{g <x',E > x}
- Fn(x)-+P{£ < x', En > x},

F(x') < lim infF (x) + lim P{ < x',E > x} ,
n n h

F(x') € liminf F (x) (3)
n n
Andlogamente se demuestra que X" > X entonces

F(¢") > lim sup F, (x) (%)

ya que F(x') y F(X") cuando x' 4+ x y x" + x tiende F(X) enton—
ces de (3) y (4) se deduce que: ‘
Lim Fy(x) = F(x).

El teorema queda demostrado.

(1) En efecto, ella tiene a lo sumo un conjunto contable de pun
tos de discontinuidad (Lebesgue. Integracién..., p.70) por eso
los puntos de continuidad son siempre densos y los valores de
la funcién F(x) en el punto de discontinuidad se define como
limite de sus valores de los puntos continuos situados a la iz
quierda.
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CAPITULO 1V
ESPERANZA MATEMATICA

§1. INTEGRAL  ABSTRACTA DE LEBESGUE

Sea £ una variable aleatoria y A un conjunto de f(l). Para

un niimero positivo A construyamos la suma

+00
S, -»k Y RAP[{RA < E < (R+1)A}N A]. (1)
= - 00
Si esta serie converge absolutamente para cualquier A, enton-
ces cuando A + 0, SA tiende a un limite definido, el cual por
definicidn es la integral

[ E(w) P (dw) . )
A

Esta forma abstracta del concepto de integral fue introducida
por Fréchet(zl En particular éste concepto resulta necesario

para la teorfa de las probabilidades. (En los siguientes pard
grafos el lector verd que la definicifn corriente de esperan-
za matemitica condicional de la variable ¥ con hipétesis A co
rresponde exactamente a la definicifn de la integral (2) dife

rencifindose s8lo en un factor constante).

(1) Como fue mencionado en el §5 del capitulo tercero nosotros

examinamos en este y en los siguientes capitulo solo campos pro
babilisticos de Borel.

(2) Fréchet, Sur l'integrale d'une fonctionnel &tendué & un en-
semble abstrait, Bull., Soc. Math. France, V.43 (1915), p.2u8
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Daremos aqui una lista breve de las mis importantes pro-
piedades de las integrales de forma (2). E1l lector encontrard
sus demostraciones en cada texto de teorfia de funciones de va
viable real, a pesar que ellas en su mayoria estdn hechas pa-
ra el caso cuando P es una medida de Lebesgue de los conjuntos
en R".

La transformacidn de estas demostraciones al caso general
no representa un nuevo problema matemidtico, una gran cantidad
1
de ellas exactamente las mismas( ).
1. Si la variable aleatoria £ es integrable en A, entonces
ella es integrable en cualquier subconjunto A' de A, que per-

tenece a F.

2, Si £ es integrable en A y A y divide en un nimero discreto

de conjuntos disyuntos An de ¥, entonces,

fa(mP(dw) =) f E(w)P(dw) .
A n

An
3. Si £ integrable entonces |{| también lo es y ademis

| [e@Pn ]| < [lEw P .
A A

&. Si para cada w se cumple la desigualdad 0 € n(w) € £(w),
entonces si £(w) es integrable la variable n(w)(z) tambi&n lo
es, ademés,

(1) Ver Kolmogérov y Fomin.

(2) Aqui se supone que n(w) es una variable aleatoria, o sea
en la terminologia de la teoria general de la integracién ella
es medible con respecto a F.
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jn(m)?(d») . [e:(w)P(dm).
A A

5. Sim g E(w) € M en donde m, M son constantes, entonces
mP(A) € JE(m)P(dm)-s M<P(A).
A

6. Si £(w) y n(w) son integrables y K y L son dos constantes
reales, entonces la variable aleatoria Kf(w) + Ln(w) también

es integrable y

JlKE(w)+Ln(w)IP(dw) = KJE(w)P(dw)+£J!1(w)P(dm)-
A A A

7. Si l1la serie

) f |€,, (@) [P(dw)
" A

converge, entonces la serie
I £, (w) = Ew)
n

converge en cada punto del conjunto A, exactamente, hasta al-

gin conjunto B tal que P(B) = 0.

Si en el exterior del conjunto A \B hacemos £(w) = 0 enton

ces
j&(w)P(dw) =1 f £, (WP(dw) .
A " A

8. Si £(w) y n(w) son equivalentes, P{£(w) # n(w)} = 0 enton-

ces para cada conjunto A de F

I E(w)P(dw) = i n(w) P(dw) . (3)
A
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9. Si tiene lugar la desigualdad (3) para cada conjunto A de

F, entonces £(w) y n{w) son equivalentes.

De la definicidn integral recordada més arriba se obtie-
nen ademds las siguientes propiedades las cuales no aparecen

en la teoria de Lebesgue comiin.

10. Sean P1 y P2 dos funciones probabilisticas, definidas en
una misma c-dlgebra F, P = P1+P2 y £ = £(w) integrable en el
conjunto A respecto a Pl y Pz. Entonces

fs(w)vcdw) . Jecw)vl(dw) * Js(w)P,_(dm).
A A A

11. Toda variable aleatoria acotada es integrable.

§2. ESPERANZA MATEMATICA ABSOLUTA Y -CONDICIONAL.

Sea £ = E(w) una variable aleatoria integrable. La inte-
gral Mg = 6E(m)P(dw) se llama en la teoria de las probabilida
des esperanza matemitica de la variable. De las propiedades

3, 4, 5, 6, 7 y 9 se desprende que

1. |Me| < MlEl;
2, Mns Mg, si 0< E(w) € n(w);
3. iz)nfE(m) < £¢ sgpﬁ(w) H

4. M(KE +Ln) = KME + LMn;

5. M(E En) = E MEn si la serie z M|5n| converge;
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é. Si £ y n son equivalentes, entonces M = Mn;

7. Todo variable acotada tiene esperanza matemitica.

Por definicidn la integral

ME = lim 2 RAP{R) € E(w) € (R+1)A }

AP0 hm—co

= lim Z hA[F ((R+1))) =F (hA)]
A"FO k-eo

La segunda fila no es otra cosa que la definicidn de lain
o
tegral de Stieltjes fw xFE(dx). Por eso

ME = I XFg (dn) (1

La f6rmula (1) puede, en consecuencia servir tambi&n como de-
finicidn de la esperanza matem&tica M.

Sea £ = £(w) una funcidn de sucesos elementales w, y N una
variable aleatoria, definida como una funcifn unfvoca de £:

n = n(g). Entonces
P{kA € n < (R+1)A} = PE{x th A € n(x) < (R+1)A}

donde PE es una funcifn probabilistica de £. De donde por la
definicidn de la integral tenemos que

Jn(E(w))P(dw) = lﬂ(X)PE(d’t)
f

en consecuencia

Mn = J n(x)PE(dx) (2)
X
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donde X es el conjunto de todos los valores posibles de B.
En particular, cuando £ = £(w) es una variable aleatoria en-

tonces

n = L}n(&(w))P(dw) - RIn(x)PE<dx) . Iwn(X)FE(dX)' (3)

La dltima integral en la f&rmula (3) constituye, en el caso de

la continuidad de la funcidn n = n(x), una integral de Stiltey

f n(x)FE(dx)

puede existir tambié&n en el caso de no existir la esperanza

matemdtica Mn. Para la existencia de Mn es necesario y sufi-
1

ciente que la integral f:ln(X)|F£(dx) sea finita( ).

Si g = (51,62,...,En) es un punto aleatorio del espacio

Rn, entonces segin el corolario (2)

M = [oge [0 g e 1 DPe (g endin) (4

Hemos visto que si P(B) > 0, entonces la probabilidad condicidn
P(*|B) tiene todas las propiedades de la funcibn probabilfsti-

ca (cuando B es un conjunto fijo).

La respectiva integral
NE | B = [swPids | B). (5)
Q

La llamaremos esperanza matematica condicional de la variable

aleatoria £ = E(w) respecto al suceso B, Ya que

(1) Comp. V. Glivenko, Sur les valeurs probables de fonctions,
Rend. Accad. Lincei, V.8 (1928), p.u480-483.
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P(B|B) =0

Lammmlm-o

Entonces de (3) se desprende la igualdad
mum-kmmmw)
- LE(w)P(dw lB)-*éE(w)P(dw | 8)

- g&(w)P(dw | 8).

Recordamos que en el caso cuando A By P(B) > 0

P(AB) _ P(A)
P(B) P(A)

P(A|B) =
obtenemos

1
HE | B = o £s<w>P<d»)

P(BM(E | B) = !E(w)?(dw)
de (6) y de la igualdad

fﬂmwm>-fammm)+jamnm>
A+B A B

se deduce finalmente que

P(AM A)+P(B)M B
P (A+B)

M(E | A+B) =

En particular, si 0 < P(A) < 1, entonces tiene lugar la
te férmula:

(6)

(7

(8)

siguien
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Mg = PCOMCE | A) + PAOMEE | B) (9

*

§3. DESIGUALDAD DE CHEBISHEV

Sea § = §(x) una funcidn no negativa de argumento real X,
la cual para x > a tiene valores no menores que b en donde
b > 0. Entonces para cualquier variable aleatoria £ = £(w)

P{EW) > a} < ﬂﬁéél (1)

(Se supone la existencia de la esperanza matemdtica M{(E).

En efecto

ME(E) -jw;(m))mdn) >

g(E(w))P(dm) >bP{E(w) > a}
2

{m:E(l)m

De donde se desprende (l).

Por ejemplo para todo nimero positivo ¢

cé
P{E(w) > a} < M—em— (2)
e

supondremos ahora que § = §(X) es no negativa, por Y ademis
para todo X positivo es una funcidn no decreciente. Entonces
para toda variable aleatoria £ = £(w) y para toda constante

a > 0 tendremos la siguiente desigualdad

P{lEW]| > a} < HE) 3)
f(a)
En particular
P{]g-Mg| ;a}gw (4)

$(a)
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Un caso de particular importancia se presenta cuando §(X) -xz.

En este caso de (3) obtenemos la desigualdad de Chebishev

2
P{lEw)| > a} <-"% (5)
a
De (4) obtenemos también que
) 2
PLIE-ME| > a} < MBI 2% (6)
a a

La magnitud DE = M(E - ME)2

La llamaremos dispersifn (varianza) de la variable £. Es
fEcil calcular DE = MEZ - (ME)2.

La funcidn {(x) es acotada

l[§(x)| € K .

Entonces P{|E(w)| > a} se puede evaluar tambi&n por debajo.

En efecto
Mg (E) = lé(&(w))P(du)

= §(E(w))P(dw)+ I § (E(w))P(dw)
{w:|E(w) |<a} {w: |E(w) [3a}

< §(a)P{|E(w) |<a} +KP{|E (w)>a} € §(a)+KP{|E(w) | >a}
y en consecuencia

P{IEW] > a} » ¥ ‘5;‘ (a) 7

Si en lugar del acotamento de la funcifn exigiéramos el acota-

miento de la variable aleatoria £ = E(w)

l§w)| < M .
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Entonces §(E(w)) € §(M), y en lugar de (7) obtenemos la £Srmu
la

PLEW] > a)} >ﬂ5-§%;ﬂﬂ : (8)

2

En el caso cuando §(x) = x” de (8) encontramos como

MEZ- 2
{|g ()| > a} z—h-‘-‘é- (9)

§4. ALGUNOS CRITERIOS DE CONVERGENCIA

. Sea
Eltszt"'ssnancc (1)

una sucesién de variables aleatorias y § = 4(x) una funcibn
(1

por no negativa y monStona creciente para todo X > 0.

Entonces tienen lugar las siguientes afirmaciones:

1. Para la convergencia (1) por probabilidad es suficiente las

siguientes condiciones:

Para todo € > 0 existe un n tal que para cualquier p > 0 se
cumple

2. Para la convergencia por probabilidad de la sucesifn (1) a
la variable aleatoria £ es suficiente la condicifn

Lim M{(E, - £) = O. (3)
o

(1) En consecuencia §(x) > 0, si x # 0.
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3. Si §(x) es acotada y contfnua §(0) = 0, entonces las condi-

ciones 1, 2, son ademds necesarias.

4. Si §(x) es continua §(0) = O y todas las variables aleato-
rias g,gl,gz,... son acotadas en conjunto entonces las condi-

ciones 1, 2, son adem@is necesarias.

De 2 y 4 se desprende que

5. Pasa la convergencia para la probabilidad de la sucesidn
(1) asi a £ es suficiente la condicidn
. 2
lim (ﬁn"i) =0 (4)
n-ee
Si ademds E,ﬁl,Ez,... son acotados en conjunto, entonces esta

condicidn es tambi&n necesaria.

Las demostraciones de las afirmaciones 1, 4, se pueden ver
en los trabajos de Slutsky [1] y Fréchet [1]. Sin embargo es-
tos teoremas se desprenden directamente de las fOrmulas (3) y

(8) del paré@grafo anterior.

§5. DIFERENCIACION E INTEGRACION DE LAS ESPERAN-
ZAS MATEMATICAS POR PARAMETROS.

Supongamos que a cada suceso elemental (w) se le pone en
correspondencia una funcidn real definida Et(w) de la varia-
ble real £%.

DEFINICION. Diremos que § = {Et(“’)}' en donde -= < £ < = o3
una funcibn aleatornia, i paratodovalor de T §ijo La variable
£4(w) es una variable aleatonia.
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Surge entonces la pregunta en que condiciones el simbolo
dle la esperanza matemdtica se puede trasladar con los simbo-

los de integracidn y diferenciacidn.

Los siguientes dos teoremas pueden, sin agotar todos los
problemas, dar para muchos casos sencillos unz respuesta sa-

tisfactoria a esta pregunta.

TEOREMA 1. S{ para cualquier t La esperanza matemdtica
ME (w) es finita, £ (w) e4 diferenciable (pon t para todo (w))
y La derivada

' d{t(w)
Ew) = '

EL valon absolufo sLempre es menor que una constante, entonces

d ~ '
o Mét(w) = MEt(w)-

TEOREMA 2. S{ el valorn absoluto de & (W) s4empre es menon que
una constante K e Lntegrable por & en el sentido de Riemann,

entonces
b b

J ME ((w)dt = M[ J St(m)dt] )
a a

S4L s0ko MEt(w) es Anteghable en el sentido de Riemann.

Demostracién del Teorema 1. Inicialmente anotaremos que

Eé(w) como limite de las variables aleatorias

Et+h (W) -Ez(w) h=1.1 1

’7,-0-,_’.--
h n

'
constituye una variable aleatoria. Ya que Et(w) es acotada en-
Al
tonces existe la esperanza matematica MEt(w) (propiedad 7 de

las esperanzas matematicas §2).
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Escogeremos ahora una constante £ y denotaremos por A al

suceso
(o | Brh@-E2

- W | > el
h 1

La probabilidad P(A) tiende a cero cuando h + 0 para todo
€ > 0 ya que siempre

| E,tq-h((:)-i,c(w) ] < 1 laé(m)l < M

y ademfis para w & A

| sm(w; - E4(w) _ S | < e
entonces
MEgep(W-MEL(w)
| T - ME4(w) I

¢ M|2eh@=5eC) (NZ-E‘(“’) - £y |

£ 2MP(A) + ¢

ya que es posible escoger cualquiera € > 0 y la probabilidad
P(A) es tan pequefia como se quiera para un h suficientemente

pequefio, entonces

d ME 4 4 (w) =ME £ (w)
— M -
T, gt(w) lﬁg A

que era lo que querfa demostrar.

= ME4(w)
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Demostracién del Teorema 2. Sea

1 b-a
n Eﬁmh(“’)- "

Ya que S, converge a S = S Et(w)dt entonces para todo € > 0 se
a

puede escoger un N tal que para todo n » N
P{|S,-S| > e} < €.
8i denotamos A = {|Sn-S| >ely

*

1
" Z ME o) = S

Entonces

*
|S, - MS| = |M(S, -9)| < M|S, -S|
= PCAML S, - S|/A}+ P(AIML|S, -S|/A}
< 2KP(A) +e € (2K+1)e .

En consecuencia S: tiende a MS de donde se desprende la igual
dad - b
*
1 ME,)dt = Lim S§ = MS,
n
Al Teorema 2 puede ser sin ninguna nueva dificultad gene-

ralizado para integrales dobles y triples.

Daremos una aplicacidn de este teorema para un problema

geométrico de la teoria de las probabilidades.

Sea G = G(X) una regifn cuadrable en un plano y supongamos

que cada suceso elemental w & {) se pone en correspondencia una

determinada regidn cuadrable G(w) del plano. Por S, denotare-



80

mos el drea de la regidén G, y por P(X,y) denotaremos la proba-
bilidad de que el punto (X,y) pertenezca a la regién G. Enton-

ces MS; = [[P(x,y)dx dy . Para la demostracidn es suficiente ano
tar que 7

SG - Hég(x.y)dxdy
P(x,y) = Més(x,y).

En donde éG(x,y) es la funcidn caracteristica de la regidn G
[6G(x,y) =lenGy 6G(x,y) = 0 fuera de G](l).

(1) Comp. A.Kolmogérov und N. Leontowitsch, Zur Berechnung
der mittlerer Brownschen Fliache, Physik. Zeitschr. d. Sonje-
tunion, V.4 (1933).
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CAPITULO V

PROBABILIDAD CONDICIONAL
Y
ESPERANZA MATEMATICA

§1. PROBABILIDAD CONDICIONAL.

En el capitulo I, §6 definimos la probabilidad condicio-
nal P(B|U) del suceso B con respecto a las pruebas U. En este
caso se suponia que U tenia solo un niimero finito de posibles
resultados diferentes. Podemos sin embargo definir P(B|U) tam
bién para el caso cuando las pruebas U tieme un conjunto infi
nito de posibles resultados o sea para el desarrollo de con-
junto en un nimero infinito de subconjuntos disyuntos. En par
ticular este desarrollo se obtiene si se examina cualquier
funcidén £ = £(w) de omega (w) y determinan en calidad de ele-

mentos de desarrollo U = UE los conjuntos {w : £(w) = const}.

La probabilidad condicional P(Blug)se denotard también por
P(B|E). Cualquier desarrollo U del conjunto 2 puede definirse
como el desarrollo Ug al cual se le induce la funcidn £ =E(w)
si acaba W se pone en correspondencia en calidad de E(w) en—

tonces el conjunto de desarrollos U que contiene a w.

Dos funciones £ y n de w definen una y solo un mismo desa
rrollo (UE = Un) del conjunto ) si existe una correspondencia
biunivoca Y = §(X) entre sus valores tal que n(w) = §(E(w)).
El lector puede facilmente mostrar que las magnitudes aleato-
rias bajo las definiciones P(B|E) y P(Bln) en este caso coin-

ciden consecuencia en lo fundamental, ellas se definen con un
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mismo desarrollo (UE = Un).

Para la definicién P(B|E), podemos tomar la siguiente igual
dad

P(B|EeA) = M[P(B|E) |t A]. (1)

Se puede mostrar facilmente que en el caso de conjuntos fini-
tos X de posibles valores de £ la igualdad (1) se cumple para
cualquier conjunto A (ademis P(B|E) se define conforme al pa-
rigrafo 6 del Cap.I). En el caso general para cuando la varia-
ble aleatoria P(B|E) ain no estd definida) demostraremos que
existe una y solo una variable aleatoria P(B|E), y la existen-
cia de otra supone la equivalencia de esta con la primera va-
riable aleatoria., La variable aleatoria P(B|) se define como
una funcién (de Borel) de £ que cumple para cada A de FE y
PE(A) > 0 la ecuacidn (1).

La funcifn P(B|£) de £ definida de &sta manera la llamare
mos Probabilidad condicional de B respecto a § (o para un £

dado) . Los valores de P(B|£) cuando £ = X lo denotaremos
P(BIE = x).

DEMOSTRACION DE LA EXISTENCIA Y UNICIDAD DE P(B|E).

Multiplicando (1) por P{f e A} = PE(A) obtenemos a la iz~
quierda

PLE & AJP(BlE® A) = P(BN {£ « A}) = P(BN E™L(A))

y a la derecha

P{EcA}M[PcBIzm-A]-{ I P(BIE)P(@)-[P(BIE-x)Pscdn
A

wiEEA
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En consecuencia

PBNEL(A)) = [P(Bls - OPg(d0) 2

Lo contrario de (2) se deduce la f8rmula (1).

En el caso de que PE(A) = (0 para el cual (1) no tiene sen-
tido la igualdad (2) es trivial. Asi de la exigencia (2) es

equivalente a (1).

Seglin la prioridad 9 (Cap. IV, §1) las magnitudes aleato-
rias n = n(w) univocamente se definen por los valores de las

integrales.

Ya que (3|5 = x) es una variable aleatoria definida enel
campo probabilistico <X’F€’P€) entonces, de aqui se deduce que
la f8rmula (2) define esta variable.

Nos queda por demostrar la existencia de P(BIE). Para es-
(1)

ta aplicaremos el siguiente teorema de Radon-Nikodyn
TEOREMA. Sca ¥ en dlgebra de Borel de conjuntos en Y, P una
funcibn de conjuntos no negativos finita-aditiva y definida
en (¥,9), P una segunda funcibn de conjuntos también definida
en (Y,9) y finita-aditiva y ademds de P(A) = 0 se deduce que
P(A) = 0. Entonces existe una funcibn medible (con respecto
a¥) ¢ = ¢ly) (en La teminologia tebrico-probabillstico una
variable aleatornia) que cumple que para cada con junto A de ¥
La igualdad
P(A) = I¢(y)P(dy).
A

(1) O0.Nikodym, Sur une géné&ralisation des integrales deM.]Radon,
Fund. Math. V.15 (1930), 168 (théoreme III). Ver también Kol-
mogérov y Fomin.
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Para la utilizacidn de nuestro teorema basta con demostrar que
1. P(A) = P(BNE'(A)) es finita-aditiva en (X,F,);

2. De P(A) # 0 se deduce que Pg(A) > 0.

La afirmacidén 2. se desprende por el siguiente hecho
0< PENE M) < PEIN) = PA).

Para la demostracidn de la afirmacidn 1. pongamos A = ] A
n

n"
Entonces
el =1 et

n n

Bne~A) = [ BnET A,
n

Ya que P es finita aditiva entonces
-1 -1
PBNE"(A) = [ P(BNE "(A))
n
que era lo que se queria demostrar.

De la igualdad (1) se desprende en particular (suponiendo
A = X). La importante férmula
P(B) = M[P(B|&)]. (3)

Ahora pasaremos a la demostracidn de dos propiedades fundamen

tales de la probabilidad fundamental.
TEOREMA 1. Casi s<iempre 0 < P(B|&) < 1. (4)

TEOREMA 2. S{ £os ucesos B,B,... pertenece a F

B=)B

nn
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Entonces, casdi siempre
P(B|E) = ] P(B, | &) (5)
n

Estas dos propiedades de P(B]g) corresponden a dos propie
dades caracteristicas de la funcidn probabilistica P(B); siem
pre 0 < P(B) € 1 y P(B) es finita aditiva, estas permiten
trasladar a las probabilidades condicionales P(*|£) muchas

propiedades esenciales de las probabilidades absolutas P(+).

Sin embargo es bueno recordar P(B|E) para um conjunto fijo
B es una magnitud que se define solo como una exactitud de

equivalencia.

Demostracién Teorema 1. Supondremos en contraposicifn a
la afirmacidén a demostrar que en el conjunto M com Pg(M) >0
se cumple la desigualdad P(BlE) > 1 +&, entonces por la férmu-
la (1):

PBlE= M) = M[P(B|E) | E = M] > 1+¢,

lo cual es claramente imposible. Igualmente se demuestra que

casi siempre P(B|E) > 0.
Demostracifn Teorema 2. De la convergencia de serie

LM P@B,lE)| = ] M[P(B,|E)] = ] P(B,) = P(B)
n n n

Por la probabilidad (5) de las esperanzas matematicas (cap.
IV pardgrafo 2) se deduce que la serie EP(BnIE) converge casi

siempre. Ya que la serie
MM[PB, |E) /€ = A] = [P(B | =A) = P(B|E = A)
n n

Converge para cualquier A tal que PE(A) > 0 entonces segiin la
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probabilidad 5 de las esperanzas matemiticas se deduce que pa
ra todo conjunto A del tipo mostrado tiene lugar la relacifn

M[3PB,|6) eA] = IM[P(B,|€)/E & A] = P(B|E = A)
n n -

= M[P(B|E)/E « A].
De la cual directamente se desprende la igualdad (5).

Finalmente anotaremos dos casos particulares. Sea
E(w) = C-const, entonces casi siempre P(A|C) = P(A). Si pone-
mos £(w) = w entonces obtenemos irmediatamente que P(A|w) ca-
gi siempre es igual a 1 en A e igual a cero en A en consecuen

cia P(Alw) es una funcifn caracteristica del conjunto A,

*

§2. EXPLICACION DE LA PARADOJA DE BOREL.

En calidad del conjunto fundamental  escogemos el conjun
to de todos los puntos de una superficie esférica. Por F toma
remos el conjunto de todos los conjuntos de Borel de superfi-
cie esférica Finalmente sea P(A) una medida proporcional del
conjunto A. Escogemos ahora dos puntos diametralmente opuestos
en calidad de polos. Entonces cada meridiano circular univoca
mente se define por su correspondiente longitud geogrifica
Y(0 € P < m). Ya que | sea mide solo de 0 hasta 7, o sea exa-
minaremos meridianos circulares completos (y no semimeridia-
nos) entonces la amplitud 6 deberd medirse de -m a m (y no de
- %-a %). Borel propuso el siguiente problema: definir la
probabilidad condicional para la amplitud €, -m £ 6 < T para
una longitud dada Y es f8cil calcular que
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ez
1
P(e, g 8 < ezlw) - n‘f |cos 8 | d8

®

lo que quiere decir que la distribucifn probabilistica para 6
dado en Y no es uniforme.

Si ahora suponemos que la distribucifn condicional de la
probabilidad para O segin la hipStesis que W estf en el meri-
diano circular, debe ser uniforme entonces obtenemos una con-
tradiccidn.

Este hecho muestra que el concepto de probabilidad condi-
cional respecto a una hipdtesis aislada cuya probabilidad es
igual a cero es inadmisible: solo entonces nosotros obtenemos
en el meridiano circular una distribucifn probabilfstica para
0, si nosotros examinamos este meridiano circular en calidad
de elemento del desarrollo de toda la superficie especifica
en los meridianos circulares con los polos dados.

§3. PROBABILIDAD CONDICIONAL RESPECTO
A UNA VARIABLE ALEATORIA

Si £ = £(w) es una variable aleatoria entonces la probabi
lidad condicional P(B|f) se puede definir tambi&n de una for-
ma elemental. En el caso de que P(B) = 0 pondremos P(B|E) = 0
sea ahora P(B) > 0. Entonces a la f8rnula (2) del §1 se 1le
puede dar la siguiente f6rmula

P(B)P(E = A|B) = fp<3|r. - ) Pyldx) (1
A
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PE®PAIB) = [P BIE = 0Pg(d0.
A

De aqui se deduce directamente que

. ,
P(B)PE(alB) = iDP(BIE = X)Fg(dx) (2)

De acuerdo con un teorema de Lebesgue(l) de (2) se deduce

que

Fe(x+h B)-Fg (x B)

(3)
FE(X*h)-Fg(h)

P(B|E = x) = P(B)lim
h+o

con exactitud en el conjunto H de puntos X tales que PE(H) =0.
Si examinamos ahora la férmula (3) como definicidn de P(Blﬁ =
X) y en caso de no existencia del limite en la parte derecha
de (3) colocar P(B|f = x) = 0, entonces la nueva variable cum
ple todas las exigencias del pardgrafo §1. Si ademis, existen
las densidades probabilisticas 6£(x), 6E(X|B) y si 6€(x) >0

entonces la férmula (3) se convierte en lo siguiente:

PEBIE = 1) = P(B) S (x|B) (4)

De la fdérmula (3) igualmente se deduce que es existencia del
1fmite (3) y de la densidad probabilistica 6E(X) tienen como

consecuencia la existencia de 6E(XIB) y ademds
P(3)65(1|B) < 66(1). (5)

Si P(B) > 0 entonces de (4) se deduce

P(BJE =x) fz (%)
P(B)

(6)

6€(X|B) =

(1) Lebesgue "Integracidn..."
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En el caso 6€(x) = 0 de acuerdo con (5), 65(x|B) = 0 y en con
secuencia (6) tambifn es cierto y si adem@is la distribucidn £

es absolutamente continua, entonces

P(B) = M[P(B|E)] = £P(315>P(du>

P (7)
- [Pe8|z = 0Fg(do -E(Blg-x)ée(x)dx.
De (6) y (7) se deduce que
fe(x|B) = P@BE = %) () (8)

[P8]E = (0 dx

Esta igualdad nos da el asi llamado teorema de Bayes para las

distribuciones absolutamente continuas.

Las suposiciones para las cuales este teorema es cierto
son las siguientes: P(BIE = X) es medible en el sentido de Bo
rel y definida segln la férmula (3), la distribucibn £ es ab-
solutamente continua (en el punto si existe la densidad'prohg
bilfstica ‘E(x) )

§4. ESPERANZA MATEMATICA CONDICIONAL.

Sea £ = £(w) una funcidn cualquiera de w, y n = n(w) una
variable aleatoria., La wvariable aleatoria M(nIE). representa-
das como funcidn de £ que cumple para todo conjunto A de fg
con PE(A) > 0 la condicidn

M(n|E= A) = M[M(n|E)/E = A]. (1)
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Se llama (en caso de que ella exista) esperanza matemftica con
dicional de la variable n dado un valor conocido £.

Multiplicando (1) por PE(A) obtenemos

l n@r@ = | Holer. @
(58A) (58A)

Lo contrario de (2) se deduce la férmula (l). En caso de PE(A)
= 0 para el cual (1) no tiene sentido, (2) es trivial de la
misma forma que para la probabilidad condicional (ver §1 se
demuestra que M(nIE) se define por (2) univocamente (con exac
titud de equivalencia).

Los valores de M(nIE) para E(w) = x los denotaremos por
M(n|E = x). Anotaremos tambi&n M(n|£) igual que P(B|E) depen-
de solo del desarrollo Uy y puede ser denmotado por M(n|UE).

En la definicifn de M(nlE) se supone la existencia Mn (si
ponemos A = X entonces M(n|f « A) = Mn). Denotaremos que la
existencia de Mn es suficiente para la existencia de M(n]|E)
para ello es suficiente demostrar que segiin el teorema de Ra-
dor-Nikodyn (ver parfigrafo §1):

la funcidn de conjunto Q(A) = {EéA}n(m)P(dm) es finita-adtivi-
va en fk y absolutamente continua con respecto PE(A). El pri-
mer hecho se demuestra exactamente como en el caso de las pro
babilidades condicionales (ver §1). La segunda condicidn-con-
tinuidad absoluta-consiste en que de 0(A) ¥ 0 debe deducirse
la desigualdad PE(A) > 0. Si suponemos que PE(A) = P(EeA) =0,
entonces es claro que

Q(A) = l n()P(dw) = 0 .
{ELA}

De esta forma nuestra segunda condiciSn también se cumple.



91

Si en la igualdad (1) poner A = X, entonces obtenemos la
férmula

Mn = M[M(n|E)]. (3)
Se demuestra asf{ que casi siempre
M[an +bz|E] = aM(n|E) +bM(Z|E) (4)

donde @ y b son dos constantes, M[n| < =, M|z| < =. (La demos-

tracién de este hecho se propone al lector).

Si £ y T son dos funciones de los sucesos elementales w,
entonces el par (£,7), puede también examinarse como una fun-

cidn de w, y tiene lugar la siguiente importante igualdad:
M[M(n|E,2)/E] = M(n,E) (5)
En efecto M(n,E) se define a travé@s de la relacibn
M(n|g = A) = M[M(n|E)/E =A].

En consecuencia, es necesario demostrar que la variable
M[M(n|&,2)/E] cumple la igualdad

M(n|g < A) = M{M[M(n|E,5)/E]/E = A}, (6)
De la definicibn M(n|E,z) se deduce que
M(n|E = A) = M[M(n|E,2) /E = A]. (7
De la definicin M|M(n|&,%)/E| se deduce que
MM(n|E,z)/E = A] = M{MM(n]E,5)/E]/E = A}. (8)

La igualdad (6) es una consecuencia de las igualdades (7)
y (8) y con esto se obtiene lo que queriamos demostrar.
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Si colocamos N(w) igual a 1 en B e igual a cero fuera de

B entonces
M(n|E) = P(B|®),
M(n|€,z) = P(B|E,Z).

En este caso de la férmula (5) obtenemos la férmula

M[(P(B|E,T) |E] = P(B|E). (9)

La esperanza matemdtica condicional se puede definir también
directamente a través de su correspondiente probabilidad con-

dicional.

Para esto es necesario examinar la siguiente suma

S, (8) = h{ RAP[RA € n < (k+1)x|s](-k2 Ry) (10)

== 00

8i M(n) existe entonces la serie (10) converge casi siempre en
efecto segln la f8rmula (3), §1.

MIRkl = RAP{RA g n < (k+1)A}

y la convergencia de la serie

1 |RA|P{RA ¢ n < (k+1)x}.k L MIR, |

Es una condicifn necesaria para la existencia de Mn (ver
Cap.IV, §1), de esta convergencia se deduce que la serie (10)

converge casi siempre (Cap.IV §2).

Seguidamente demostraremos como la teorfa de la integral
de Lebesgue que de la convergencia de (10) para un A se dedu-

ce la convergencia para cualquier A y que en el caso de la con
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vergencia de la serie (10) SA(E) tiende a un determinado 11~
mite cuando A - 0(1). Podemos entonces en calidad de defini-
cidn escribir

M(n|€) = Lim S, (E) (11)
A+o

Para demostrar que la relacién definida en (11) de la esperan-
za condicional M(n|£) cumple la condicién establecida con an-
terioridad es necesario solo comprobar que la variable M(n|£)
definida en (11) cumple la igualdad (1). Esta demostracidn se

realiza de la siguiente manera

M[Mn[E)/E = A] = LimM[S, (£) /€ « A]
. A+o

o«
= lim ] RAP[RA € n < (R+D)A|E = A] = M[n|E = A]
A0 ks~

El cambio de signos de la esperanza matemitica y el limit
es permisible en estos célculos ya que SA(E) converge unifor-
memente a M(n|E) cuando A » o (una consecuencia sencilla de
las esperanzas matemiticas §2). El cambio de los signos de las
experiencias matemfiticas y la sumatoria también es justifica-
da ya que '

. I M{|RA|P(RA € n < (k+1)A/E) /E & A}

= kz [RA|P{kA ¢ n < (R+)A/E = A},

= =00

Es convergente (aplicacidn directa de la prop.5 de las espe-

ranzas matemfiticas).

(1) Aqui examinamos solo la sucesién contable de valores A;
en este caso todas las probabilidades P{kA gn < (k+1)A/E} es-
tan definidas casi siempre para todas estos valores.
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En lugar de (11) podemos escribir

M(n|E) = ]n(w)vcdm/z> (12)
f

No debemos sin embarge olvidar que (12) es una integral en
el sentido de parfigrafo 1 en el Cap.IV ya que (12) es solo una
notacifn simbSlica.

S8i £ es una variable aleatoria, entonces la funcifn de £

yy
Fn(y|E) = P(n < ylE) .

Nosotros la llamaremos funcifn de distribucidn condicional de
n para £ conocido. La funcibn Fn(ylﬁ) definida casi siempre
para cada ¢y. Si Y, € Y, entonces casl siempre

Fa(u,18) € FLy,|©).
De (11) y (10) se deduce que casi siempre

M(n|E) = iim 2 hA[F ((k+1)A/E) = F (kA/E)] (13)
-bo-n

Este hecho lo podemos simb8licamente expresar por la fSrmula

M(n|g) = j yF, (dyB) . (14)

Con la ayuda de la nueva definicifn de la esperanza matemdti-
ca (10) y (11) facilmente se demuestra que para la funcidn
real {(E) con M|{(E)n| < = se cumple (casi siempre) la igual-
dad

M[§CEIn]E] = §ceM[n]E].
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CAPITULO VI

INDEPENDENCIA., LEY DE LOS GRANDES NUMEROS

§1. INDEPENDENCIA.

DEFINICION 1. Dos funciones & = E(w) y n = n(w) se Llaman
Andependientes 44 para todo par de conjuntos A de 1‘5 y B de
¥, 4e verifdica La sdiguiente igualdad:

PEeAneB) = P(f£ « A)P(n «B) . (1)
S8i los conjuntos X y Y estan formados solo de un niimero
finito de elementos

X=x FooadX

1
y - y1+o . own.

entonces nuestra definicidn de independencia de £y n coinci-
de, de acuerdo con el §5 del primer capftulo, con la defini-
cidn de independencia del desarrollo

n
N= {w:E) = x.},
k§1 k

Q= Y{wn(w) =y, }.
£1 9" %

Para la independencia de £ y n es necesario y suficiente
el cumplimiento de la siguiente condicifn: Para cualquier con
junto A escogido de ’E casi siempre se cumple la igualdad

P(E «Aln) = P(E =A). (2)
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En efecto, en el caso cuando Pn(B) = 0, ambas igualdades (1) y
(2) se cumplen. En consecuencia es suficiente demostrar su
equivalencia en el caso Pﬂ(B) > 0. En este caso (1) es equiva
lente a la relacifn

P(EeAln «B) = P(E « A) (3)
y lo que indica la relacifn
M[P(E= Aln)/n € B] = P(E = A). (4)

Por otra parte, es claro que de (2) se deduce la igualdad
(4). Lo contrario, ya que ({ e« A|n) univocamente se define de
(4) con precisifn hasta de conjuntos con probabilidad cero, en
tonces de (4) casi siempre se deduce la igualdad (2).

DEFINICION 2. Sea ] el conjunto de funciones & (w), donde
vV &N, Estas funciones se LLaman {independientes en conjunto
84 se cumplen Las sigulentes condiciones: sean §' y I" dos sub
confuntos de ) con intercepeifn vacla, A' (A" respectivamente)
un confunto de P definido con La nelacibn entre §,(w) de '
(I" nespectivamente); entonces

P(A'N A") = P(A")P(A").

El conjunto de todas las £ (w) de }' (de J" respectivamen
te) se puede examinar como las coordenadas de alguna funcidn
£' (de E" respectivamente). La definicién 2 exige solo la in-
dependencia de £" y £' en el sentido de la definicifn 1, para
cualquier escogencia de los conjuntos con intercepcidn vacfa

I'yl"

si 51'52""'5n son indapendientol; entonces siempre

P(£1¢ Al.Ezﬁ Azo-"gEnC En) - P(Elc AI)P(EZC AZ) s .P(Ene An)s
(5)
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si cada conjunto Ak pertenece a su respectiva ’Ek (la demostra
cidn mediante induccidn). Esta igualdad sin embargo en el caso
general de ninguna manera es suficiente para la independencia
de 51’52”"'En'

La igualdad (5) sin dificultades se generaliza al caso de

producto contable.

De la independencia de las variables aleatorias Evn en ca-
da grupo finito (Evl,Evz,...,Evn) en general no se deduce la
independencia de todos los &,.

Por Gltimo, es fAcil observar que la independencia de las
funciones Ev es una propiedad de los correspondientes desarro-
llos Ugv. Si ademis EG es una funcidn univocamente definida
por los correspondientes &o, entonces de la independencia de
€, se deduce la independencia de E;.

§2. INDEPENDENCIA DE LAS VARIABLES ALEATORIAS.

Si 51'52""’€n son variables aleatorias independientes en
tonces de la igualdad (2) del anterior parfgrafo se deduce en

particular la férmula
FEuEz ,---.En(xl""'xn) = Fil(xl) FEz (x9)++ ’FEn(xn) (1)

TEOREMA 1. S{ el dlgebra de conjuntos Fr.r, ., esta forma-
do s0lo de confuntos de Borel del espacio R", entonces La con-
dicién (1) es también sugiciente para La independencia de fas
variables 51,52,... " En.
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Demostraci6n. Sea ' = (£44E¢,s-.154p) ¥ E" = (Ej,,6,,
....Ejm) dos subsistemas disyuntos de las variables 51,52,...,
£+ En base a la f6rmula (1) se sigue demostrar que para cual-
quier par de conjuntos de Borel A' y A" respectivamente de R
y R se cumple la igualdad

PE'cA', §'« A") = P(§'« A")P(E" « A") (2)
Para los conjuntos de la forma

AY = (g neennXgy) 13y < Qppeenity, < ap)

A" = {("j‘»"w"jm) ETRR byseresXfy < by}

esto se deduce inmediatamente de (1). Luego se demuestra que
esta propiedad se conserva para la suma y la diferencia de con
juntos de la forma sefialada, de donde la igualdad (2) se dedu-

ce para todos los conjuntos de Borel.

TEOREMA 2, Sea £ = {Ev} un conjunto cualquiera (en general

Anginito) de varniables aleatornias. SL el dlgebra de conjuntos
Fr coincide con La o-digebra o) (N s e conjunto de todos
208 v) P entonces et conjunto de igualdades

FEuys emsBy, (210 omo ) =Fey ()0, (4 (3)
es necesdarnio y sugiciente para La Lndependencia de fLas varia-

bles &, v «N.

Demostracién. La necesidad de esta condicidn se deduce in-
mediatamente de la f&rmula (1). Demostraremos ahora que ella

también es suficiente.

Sean N' y N" dos subconjuntos disyuntos del conjunto N de

(1) Ver §4 Cap.III.
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todos los subindices v, A' (respectivamente A") es un con-
junto de c(fN). definido por la relacidn entre Ev con los sub
fndices v de N' (N" respectivamente). Sigue demostrar que en-
tonces se cumple la igualdad

P(A' NA") = P(A")P(A"). (4)

En efecto si A' y A" son conjuntos cilfndricos, entonces esta-
remos tratando con relaciones entre un conjunto finito de va-
riables EV y la igualdad (4) representa en este caso una con-
secuencia sencilla de las anteriores resultados (f6rmula (2)).
Lo mismo de la relacidn (4) se conserva para la suma y diferen
cia de conjuntos A' (A" respectivamente), entonces (4) queda

demostrado para todos los conjuntos de o(?“).

Supongamos ahora que para cada V de alglin conjunto N esta
dada a priori la funcifn de distribucifn Fv = Fv(x).

TEOREMA 3. Existe un campo probabillstico (R,F,P) y defdni-
das en el Las variables aleatornins &, v =N Las cuales son
Andependientes en conjunto y cada una de Las variables g, tie
ne en calidad de funcifn de distribucibn a prioni £a funcibn
dada F,(x).

Demostracién. Como conjunto fundamental ! tomamos el espa-
cio RN (conjunto de todos los sistemas w = {x,} de nfimeros rea

les X, Ve N) y en calidad de ¥ tomamos el o-flgebra o(f‘)(l)

Pongamos ademis Ev(w) =X,y definamos la funcifn de distribu-

con la igualdad:

cidn FV:----:Vn

F\’l’ . o,'\)n(xl’ Ch L ')xn) - Fvl(xl). . onn(xn) .

(1) Ver §4 Cap.III .



100

Entonces, de acuerdo al teorema fundamental de (§4, Cap.
I1II); en (R,F) unfvocamente queda definida la funcién probabi-
1fstica P, ademés P{Ev < x} = Fv(x), para todo v e N,

Anotemos ademfs que, como se vefa arriba, de la indepen-
dencia de todo grupo finito de variables £, (igualdad (3)) se
concluye la independencia de todas las &, en c(?N). En campos
voluntarios probabilisticos esta propiedad puede perderse.

En la conclusifn de este parfgrafo daremos algunos indi-

cios de independencia para dos variables aleatorias.

Si dos variables aleatorias £ y n son independientes y si

M y Mn son finitas, entonces casi siempre

M(n|€) = Mﬂ ’ (5)
M(E[n) = ME .

Estas fSrmulas representan conclusiones inmediatas de la segun
da definicifn de las esperanzas matemBticas condicionales (f&r
mulas (10) y (11) 54 del Cap.V). En consecuencia, en el caso
de la independencia de £ y n las magnitudes

2 2
2 _ M[n-M(n 2 _MiE-M(Ein)
6 —Lﬁ_‘li)']—n » 8 _'[E‘—QS‘I_J_E

son iguales a cero (se supone que £ > Oy n > 0). El ndmero

62 se llama relacidn de correlacifn de n con respecto a § ,

gz-ralacisn de correlacifn de £ con respecto a n. (Pearson).

De (5) se concluye la igualdad
MEn = ME » Mn (6)

para cuya demostracifn es necesario utilizar las f&rmulas (15)
de §4 del Cap.V.
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MEn = M[M(En) [E] = M[EM(n|E)] = M[E+Mn] = ME-Mn
En consecuencia en caso de independencia de £ y n la magnitud

_ Mgn - MEMn

también es igual a cero. Como es sabido p es el coeficiente de

p

correlacidn entre £ y n.

Si las dos variables aleatorias £ y n cumplen la igualdad

(6) entonces se llaman nocorrelacionadas. Para la suma
S =g + £y +oo b §y

de variables nocorrelacionados en parejas El,...,En es facil

calcular que

PS = DF,I +D£2 +o.ot ven. €))

En particular, la igualdad (7) la verifica para las variables

independientes El,ﬁz....,En.

§3. LEY DE LOS GRANDES NUMEROS.

DEFINICION. Las variables aleatonias n, de La sucesibn
g oad])
se Llama estable 84 existe una sucesdibn de ndmenros
dysdyseensd,

1k que para todo cualquier nimero poditivo e
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P{In,-d,| >e}+0, n=+=.

Si existen todos los Mnn y 8i se puede escribir
d, = M,
entonces la estabilidad es mormal.
Si todos los n, son uniformemente acotadas entonces de
{Inn-dnlae}*o. now (1)
se concluye la relacidn
IMnn-dnl + 0, n-+ o
y en consecuencia
{In,-Mn,|l 2 }+ 0, n>= (2)

De esta forma la estabilidad de la sucesifn acotada es necesa
riamente normal.
Sea

0% = Dn, (=H(n, -Mn)?).

Por la desigualdad de Chebishev
2

o
P{ln, -Mn,| >} ¢ ?'}—

En consecuencia la condicifn de Markov:

o+ 0, n+e (3)

es suficiente para la estabilidad normal. Si nn-Mnn es uni-
formemente acotada,

l'ﬂn'MT\nl < c »
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entonces segiin la desigualdad (9) de §3 del cuarto capitulo.

2

2-
P{In,-Mn,| > ¢} > I =

En este caso la condicifn de Markov (3) es tambi&n necesaria

para la estabilidad normal de e

i E1 +Eg +emtE,
T n

y las variables En son nocorrelacionados en parejas, entonces
On = 5 [DE, +0E, +...40E, ]
n Hz’ 1 2 ss @ n .

En consecuencia en este caso para la estabilidad normal de la

media aritmética de n,s © sea para todo € > 0

£1+-“+En _ “51"."-“'*“5" I > E} - 0

lim P{| = -

n

es suficiente el cumplimiento de la siguiente condicién

n
.1 '
lim —» DE. =0 (4)
:.m h ,‘_Z 1 E'L

(teorema de Chebishev). En particular la condicifn (4) se cum
ple 8i todas las variables En son uniformemente acotadas.

1. Se pueden generalizar este teorema al caso de correlacidn
débil de las variables En. Si suponemos que el coeficiente de
correlacidn pmm(l) entre Em y En cumple la desigualdad

O € CCIm=n])

y C(k) > 0, entonces la estabilidad normal de las medias arit

(1) Es claro que siempre p,, = 1.
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méticas, o sea para todo € > 0

lim P{ I€‘+' A+En MEI'F. ~HIE,
n n

= [ > €} =0

es suficiente el complimiento de la condici&n(l).

c. n
lim —2 ;=0 ,
non? 4'_21 Phe =

nil k
donde C = C(R).
" heo

2. En caso de sumandos independientes En se puede dar las con

diciones necesaria y suficiente para la estabilidad de la me-
dia aritmética de Ny

Para cada Eg existe la constante my, (mediana de gn) que
cumple las siguientes condiciones

PE, < M) <5
P(En’mn)‘% .
Pongamos

£, si |gpmp| < n,

E, =
nk 0, si IEh""kI > n,

* Enl+...+£nn

= —

TEOREMA. (1)P38-105  gop £ £ ..., una sucesibn de varia-
bles aleatorias independientes conjuntamente. Entonces La con

(viene pag. 103)
(1) Comparar con A. Khintchine, Sur la loi forte de grandes
nombres, C.R. de 1'Acad.Sci., Paris, V.186 (1928), 285.
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dicibn -
n n
h)-:l P{lg,-m,| > n} = k§1 P{E,, # E,) + 0, no>o (6)
1 n
szlvgnk'w' nre e

e4 necesarnio y sugiciente para La estabilidad de Las variables
Ny 1= L YeTes

Ademds &84 Las constantes dn' ne=1,2,.., ¢ pueden tomar
Aiguales a M"n' as{ que en caso de

Mn;-“nn"ﬂ, n-+ o,
(y s0lo en este caso) para La estabilidad nonmal.

Demostracién. La suficiencia de las condiciones (6) y (7)
se establece sencillamente. En efecto ya que

n
Pn, # N < LT B O ne,

y de acuerdo a la desigualdad de Chebishev,

. : r %
P{|n -Mn_| > €} ¢ ] P, >0, n+o,
& nzcz k=1 nk

entonces

P{‘Inn-Mn:ll 3€l+>0, n+o

Para la demostracidn de la necesidad es necesario una serie
de supuestos auxiliares.

(1) Comparar con A. Kolmogérov, Uber die Summer durch der
Zufall bestimnter unabhangiger Grossen, Math. Ann., V.99
(1928), pp.309-319.
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LEMA 1. Sean Al,Az_....,An sucesos independientes P(A‘._) >0,
Lo 1,2,..,n y para algund u >0, P[‘QIAJ > u. S{ adents el
sduceso 1 es tal que para cada £ = 1,2,...,1

PUTAD >u,

entonces
Demostracifn. Si existe un { tal que P(A ‘._) > %— u, entonces
P(U) > PU|ADPAY > 5 u?.
Supongamos ahora que para todo L = 1,2,...,1
1
P(A L) <zu

Entonces se encuentra un k tal que

-1-u<P(AU UA)s-g-a

3°F 17"k iz
y por lo tanto para todo { & k

P( l.ln(A1 Uees UAL_l) IA,L) ;su,

P(Uﬂ(A U...UA 1) A‘.') guP(AL)
De donde

P > 2P<un(A U... UA_DNAY ,-5(1 ZP(AL)
=

;-suP(AIU...UAh) )-gu. .

LEMA 2. Sean 51,52,...,5 variables aleatorias independien-
tes, acotadas |€;| s C, 4 =1,...,n con medias cero. Enton-
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ces para todo o > 0 y todo entero m

1
P +o ot oD +0)} < = 9
{max [Eph. 45, | > m@ +O} < —5 (9
donde .
0? = JoE, .
=1

Demostracién. Denotamos

R=aD+C, S =0, S, =E+...4,,

Eék'{w= lsjl < 4R, i<k lshl > 4R},
)
B-' B' .
A4 k=1 ik
notando que en el conjunto B,
lshl < R+C ’

obtenemos

1gkg¢n
P{max z‘ E:l >aD|B..}
S hrlepen Ij- 1 4 i
=P{max | §+ E;| >aD}.
k+lgpsn j=k+1 7

De la desigualdad (3) del teorema 2 demostrada mis adelante en

E DE ;
- J 2
1 <2

aﬁ 02 wz az

§5 se deduce que

Plma x| E E.] »an}ed
ktlspsn j=k+l I

Por eso P(Bi+llsih) £ é% para cualquier kR = 1,2,...,n, lo que
indica que
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1
CRRLPR oy
b/
P{T akx |S,| > mR} =P(B,) =P(B,|B,, )P(B,_,[Byp)...P(B|B)
<R<n
1

< —r—
N 2
um

LEMA 2. Sean 51,52,...,gn variables aleatorias Lindependien-
tes y acotadas ademds l&i-m;‘.'l £C 4=1,2,...,n. Entonces

[1 4a? +C? ]

1600 " e,

=1 %

PIE +utE, | 2a} > (10)

n
Demostracién. Denotemos por S = 51+...+En, Dz = 4.;1064:. si
C>0Dy 2a >0, entonces la parte derecha en (10) es negativa
y la desigualdad es evidente.

Sea ahora simultfneamente C < D, 2a & P. Entonces es sufi-

ciente mostrar que

r(sl »2) >

ya que es evidente

D 1 1 4a2 +(2
P(|S| >a) > P(|S| >3 ¥ 1266 > 1866 [1 7——] .

Denotemos por A = {|S| >,-g-}. Si |MS| > 2D, entonces
> PN (S92 R} > (0 -2)2PR) = 2 0% PRy

y por lo tanto
PA) > 3.

Supongamos ahora que |MS| < 2D. Denotando ,



Ap = {w: 3mg |S-MS| < 3(m+1)D, |S| >§}
y aplicando el lema 2 encontramos

P(A,) € P{|S-MS| > 3D} = P{|S-MS| 3 m(204D) }

< PL|S-MS| > m(2040) } < ;é,,

De donde
M(SZ|AP(A,) = M(SHS)? +2(S-MSIMS + (HS) 2| AP (A,)
< 28 (m+l) 02 .
zzm

En el conjunto A' = % An
m=o

IS| < |S-MS| + [MS| ¢ 20+

Por eso

M(S2|ATIP(A') ¢ 400 D2P(A).

Es claro que
HS?|DPR) < 02

En consecuencia
D2 gMs? = M[S?|R]P(AS +M[STA'IP(A") + ,,,26“[32|""]P“m’
< 207 + 400 D%PCA) + § -(—1-"'3,,,2 250
m=6

y por lo tanto
1
P(A) 2> 1600

109

Demostracién del teorema (la condicidn necesaria)

Sea la sucesifn dn' ne=1,2,... tal que para todo € > 0
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P(n,d,l > €) >0, n>=,
Mostraremos entonces que
n
Zl PClE,my| > me) 0, nre. (11)

Denotemos para cada n
€
Us= {Inn'dnl 3'2}0

Ak - ”Ek'mkl >nre} ,

5.6, -
B, = {‘M'M >z}t = {lm,-d)p *m&LE‘” >3 1

Ya que m, es la mediana de Ek’ entonces

PWU|BY >% .
Para un i suficientemente grande
P(U) < T
por eso
2> P(U) > P(U | BYP(KY >3 P(By),
O sea

P(B,) < 7 -

Si el suceso Ak ocurre y Bk no, entonces ocurre el suceso Uy
esto indica que

P(B, | Ap) + P(U “b.) > L.

Pero
P(B, | Ap) = P(By) < 3 -

En consecuencia
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n
PUUIAY > 1-P(B,lA) >3 >3 PLU A

Aplicamos el lema 1, tomando

1 n
u-iP( l.jl Ak).

Entonces
n 2
P > ¢ [P(’QU1 A (12)
Los sucesos Al""'An son independientes, por eso
n n
p(U A) =1- (1-P(A,)) (13)
(k-l 2 :lrl R

Ya que segiin las condiciones P(U) - 0, n + =, entonces, de
(12) y de (13) obtenemos la relacidn buscada (1l1).

Pongamos ahora

Eka si lEk‘mkI £n,

Ll ]

nh mk, si |Ek-mk| >n,

(e) =
nk m, si |Ek-mk| >en .

De (11) se deduce que si {|n,d | >€}+0, n -+, entonces

ol
m -
P{| % kzl Eppd,l >€) >0,

no.
Pl k21 Ep©)-d | > 1+ 0.
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Denotemos por Enk(e) - znk(E) -Mznk(e)- Entonces IEM(E)[ <
2nE y por el lema 3

{I— § Epp(e)- d | > e} = P{| 2 ne(€) ~nd, | > en}

{ Z(E (G)-d)l > en} 2 1 »»1._ 8€-n ]
lk-l nk n IGW[ kglp Enk(E)

de donde

. 1 & 2
lim sup = ) DE ,(e) < Be“. (14)
n 2 kzl nk

Para e € 1
|D§nk(e) -0E,,| < anP{lﬁh-mk | > nel .
Entonces de (11), (13) y (14) se deduce que
lin syp — § DE,, < 82,
k=1
lo cual indica, en virtud a la arbitrariedad de ¢ « [0,1] que

|
0E,, =lm— ] DF, =0.

3. La siguiente generalizacién del teorema de Chebishev se
obtiene, si se supone que n, de una u otra forma depende de

los resultados de algunas n pruebas
‘uly ‘l‘z' m3' L mn

tal que después de cada resultado cualquiera de todas las n
pruebas n, toma un valor determinado, La idea general de todos
los teoremas conocidas con el nombre de Ley de los grandes "nfi

meros'" consiste en lo siguiente si la dependencia de la varia-



113

bles n, de cada prueba por separado Uk, R=1,2,...,0 €8 muy
pequefia para un n grande, entonces las variables n, son esta-
bles. Si examinamos

2 g 2
B = MIMCn, [U},U,, 00 Up) =Mn, U Uy, eyl )]

como medida de dependencia de las variables U de las pruebas
Uk. entonces, la idea general, arriba relacionada, de la ley

de los grandes nfimercs puede ser caracterizada en las siguien

(1)

tes raciocinios .

Sea
Cap = Mg [Uy, o t] =My, Uy, 0,0 L],

Entonces

nu - Mnn - :nl +Cn2+- . '+CM’

Mz, = MM[n |Uy,..., U] -MM[n, | Uy,... 0 ]
= Mn, - Mn =0
2 2
P = Mopp = B+

_ Es f&cil calcular que las variables aleatorias E ke
R=1,2,,..,n son no correlacionadas. En efecto si £ < k en-

(2)

tonces

MEp e g e eslyy] = Ty Ml 11Uy ene, Uy y] =

(1) Comp. A, Kolmegdrov , Sur la loi des grandes nombres, Rend.
Acad, Lincei, N® & (1929), 470-474,
(2) Aplicacién de la férmula (15) §4, Cap.V
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=, MM, [ Ugseon,lly) =Mn, [ Uy, o) | Uy ooyl o}

CM[M(TT” I Ul, ---puk_l) 'M(Tln | ul' "'ouk_l).] = 0

y en consecuencia

Mz ;nk L <k

y asi Z , f )
C B

f1 oM

De esta manera la condicidn

2 B n-+w®
A=1

es suficiente para la estabilidad normal de la variable n,.

§4, OBSERVACIONES AL CONCEPTO DE
ESPERANZA MATEMATICA

Definimos la esperanza matemftica de la variable £ como

Mg -£€<w)rd(w> = f xFE (dx) .
=gl
En este caso la integral de la parte derecha se entiende como

- b
ME = f XFE (dw) = 1fm 1 XFE (dx) 1)

A=
-0
b-t-ho

La idea sugiere al mismo tiempo considerar la expresifn
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~ a
ME = 1im | xFE(dx) (2)

aw_a
en calidad de esperanza matemftica generalizada. Sin embargo,
en este caso se pierden algunas propiedades sencillas de las
esperanzas matemiticas. Por ejemplo, la f&rmula

(g +n] = Mg +Mn

no siempre es cierta. Nosotros vemos que si nos limitamos a
ciertas suposiciones la definicifn (2) es completamente natu-
ral y fitil.

En efecto, podemos discutir el problema como sigue:

Sea
E1x Eonseeslys cus

una sucesidn de variables aleatorias independientes que tienen
la misma funcidn de distribucién FE(x) = FE (), n=1,2,...
que £. Pongamos

B tEfHE,
n n

Preguntamos ahora si existe una constante M°f tal que para ca
dae >0

lim P{Inn-M"EI >e}l =0, (3)
n

Respuesta. Si existe esta constante M°f entonces, ella se
expresa M°f = ﬁE. La condicifn necesaria y suficiente para la
existencia de M°E estan contenidas en la existencia del 1imi-
te (2) y el cumplimiento de la relacifn.

PlEl > m) = 0(2). (4)
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Este resultado se desprende directamente del siguiente

teorema.

TEOREMA. Sea §,§,,... una sucesbn de variables aleatornins
Lndependientes e Aguabmente distrnibuldas con funeibn de distri
bucldn F(x). Para La estabilidad de Las medias aritméticas

Gty
n " n '

n - '1,2'000

es necesanio y sugiciente que se cumpla La condicibn (4). En
este caso de estabilidad podemos colocar

n
d, -J xF(dx) .
-n

Demostracién. Denotemos

E . owJbpr i |Ep-m| € n
nk 0, si |Eh-m|< n,

donde m es la mediana de la variable aleatoria El. De la con-
dicibn (4) se desprende que

n
PG 8 = nPClE oml>m 20, nve

lim
n

PRy =Tt [ F@n.
n

|x|¢n

=)
x|

{x1 | x-m|¢n}

Pero '
. { x*F(dx) = 3 § x*F(dx) <
1¢|x|<k
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ya que

Por eso
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n
1 2
= k§1K P(K-1 < |§| € K)

k
[I ePk-1< g < K)]
£=1

S|

)
k=1
n
2
LP(e-1 < |g, | < &) s = Y £pP(le,]| > £-1) » 0.
Zgl 1%, ”L§1 1

sin

r{|g,| > £-1} » 0, L+o,

L Tor, <L Tue
‘ —
;7 kel nk * 2 k1 nk
- _15 J F(dx) + 0, n-w,
| x-m|gn

De esta forma las condiciones (6) y (7) del teorema del parf-

grafo (3) se cumple para todo € > 0,

donde

P(|n,-Mny| >€) 0, >

Eny#...+8
*'Mu'I xF(dx).

n n
| x=m|<n

Pero por la condicidn (4)

I X.F(dl) = { XF(dX) = Oo n =+ %,
| x-m|gn | x]¢n

por eso

donde

P(lﬂn'dnl »>e) + 0, n+o,
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n
dn = I xF(dx).

-n

Lo contrario, si la sucesifn Nys 1 = 1,2,... es estable enton
ces en virtud a la relacifn (11) del parfgrafo (3)

nP{|&, -m| > n} + 0, n+o,
de donde se desprende la condicidn (4).

Si existe la esperanza matemdtica en el sentido inicial
(1)
b4

(£6rmula (1)) entonces la condicifn (4) siempre se cumple
ME = M9,

De esta manera M°(E) es la generalizacifn formal de la es-
peranza matemftica M(f). Para ella se conservan las propieda-
des del 1 al 7 (Cap. IV, §2), sin embargo, en el caso general
de la existencia M°(£) no se deduce la existencia M°|E|.

Para demostrar que el nuevo concepto de la esperanza mate-
miética es en realidad més general que el anterior es suficien-
te el siguiente ejemplo. Tomemos las densidades de probabili-
dad § E(x) igual

c
(| x]+2) %en(| x| +2)

GE(X) -

ademfis la constante ¢ estf determinada por la condicibn

l fg(x)dx = 1.

(1) Comparar con A. Kolmogérov , Bemerkungen zu meiner Arbeit
Uber die Summen zufdlleger Grossen, Math. Ann., V. 102 (1930),
p. 484-u4B88, Teorema XII.
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Es fdcil calcular que en este caso se cumple la condicién
(4). La £f8rmula (2) nos da el valor

W%t = 0.

Sin embargo, la integral
fwlxIFE(dx) - fmlxlﬁgcx>dx

diverge.

Si Q es el segmento [0,1] y P la medida Lebesgue, enton-
(1)
1

ces M°Z no es otra cosa que la A-integra

.1
@ | e@Pds.

(o)

§5. LEY FUERTE DE LOS GRANDES NUMEROS,
CONVERGENCIA DE SERIES.

DEFINICION 1. la édcuwn ‘de variables aleatorias n,
MysMgpeeesTyneee

es fuertemente estable 84 existe una sucesidn
dy, dyyeneydy,enn

tal que Las variables aleatorias n,-d —casi siempre tiende

a cerno cuando n + o3
P{1nim(nn-dn) =0} = 1.

(1) Ver N.K. Bari, Series trigonométricas. Edic. Fismat, 1961.
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De la estabilidad fuerte se deduce, claramente, la estabi-
lidad ordinaria. Si se puede escoger

d, = Mn

n 1]

entonces decimos que la estabilidad fuerte es normal.

TEOREMA 1. Sean £,§,,... una sucesibn de variables aleato-
nias Andependientes. Para La estabilidad fuerte nommal de Las
medias aritméticas

n, = El_:lﬁlf_éﬂ i on=1,2,..., (1)

es suflcdlente que se cumpla La cond.éc.wn(l)

) %—gﬂ<w (2)

n=1

Esta condicifn es la mejor, en el sentido que para cual-
quiez serie de constantes no negativas bl’b2"" tales que
) i%-- = pe puede construir una serie de variables aleato-
rias independientes El....,Eu tal que D§, = bn y ser respecti-
vas medias aritméticas Nps n=1,2,... no son fuertemente esta
bles. Para la demostracifn es necesario la desigualdad (3)

del siguiente teorema.

TEOREMA 2. Sea 61,52,....En variables aleatorias independien-
tes con media igual a cero. Entonces para cualquier a > 0

£ 0g,

Hmaxlﬁh.&il)a}(h' 3
1¢kén

Y 84 ademds Las variables aleatordas Ereesky, d0n acotadas

(1) A, Kolmogérov , Sur la loi forte des grandes nombres C.R.
Acad. Sci., Paris, V. 191 (1930), 910-911.
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€, € e, £=1,...,n, entonces tiene Lugar La siguiente de-
s4{gualdad

2
P{max {E+...45,} > a} 1 - A (4)
1gkem * k kgl vg,

Demostracién del Teorema 2. Pongamos So = 0, Sk = 51+..
""{h’

A={max S| > a}, = {maxISI <a, |A| >a},
1gkgn L A j‘k<1 R

donde k = 1,2,...,n. Entonces z Ak = A y denotando Ig es in-

dicador del conjunto B, encontramos
7 Dg, = MS? 5 M[s2 1,] = T M[s? T,]
k=1 " " =
n 2 n 2
k=1 k=1
g 2 4 2
+ 1 M[Spes, =S Tt = T NI, S,
k=1 k=1
TN, (s S)szM[IS(s sp]
+ - + -
iy ARnT R bhy AR TR
> a®IPw4y = a’rw), (s)
donde nosotros utilizamos que:
M[T4,Sp(S, = Sp)] = M[Ta,Sy M(S,-S,, | €150 00E] = 0.

De (5) se desprende la desigualdad pedida (3). Para eata-

blecer (4), anotamos por una parte que:
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2 2 2
M[sy 1,] = Ms) - Ms;, 14
(6)
" 2 2. 2
> Y DE, - a“PA) = ) DE, - a“+a“P(A)
h§1 k kgl b

Por otra parte, utilizando que en los conjuntos Aklsk-ll £€a
o sea |S,| & a+c. Entonces

M[SZZA] - fu[siuk] + fM[:AhcsA-sk)zl
L k=1 kel (7)

@er? T P + § P
£ (a+c +
k=1 k k=1 b 4=

n 2 n
E DE; < [(a+e)“ + ] DF,J.]P(A).
+1

=1

De (6) y (7) obtenemos la desigualdad buscada

£ DEj-a 2 2
(at+e) "+ kEIDEk-a (a+c) +h_105k-a k¥ V5k

Demostracién del Teorema l. Sin restricciones podemos con
siderar M{, = 0, n = 1,.... Entonces para la demostracibn de
que da media aritmética N, = %% converge con probabilidad 1 ha

cia cero es suficiente demostrar que para cualquier € > 0 la
probabilidad

P{1im sup |%%| > e} =0,
n

En virtud de la desigualdad (3)

S
P =pP{ max |L
" {fn‘n<2“+1 k.

142 .
S,0 > 27eh ¢ G 1 o

$P{magx
1gn<2™1
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Por eso
P = P{lim sup Is—nlbs}“ ‘EP
s - 24+1
ESTNERES S i
31 AT mes 15

Anotemos ahora que la probabilidad P no cambia si reemplazamos
por ceros éualquier nimero finito de primeros t&rminos de la su

cesifn 51,52,...,En. O sea para cualquier N

(=<}
8 Dgn
P < —
? nZ:N n2
: nog
lo cual en virtud de la convergencia de la serie I —Z& se de-

. h=1 n
muestra que P = 0,

Para la demostracifn de la Gltima afirmacidn del teorema
construimos una sucesidn de variables aleatorias independien-

tes 51,52,..., de la siguiente manera:

Si %% < 1 entonces tomamos En = n, En = -n, gn = 0 con proba-
bilidades

b
s 1';"9'

bn_

N o
5F

correspondiente.

b
Si ;g > 1, entonces ponemos &y = JE;. En= -JF; con pro-

babilidad igual a 3.

Entonces Mg, = 0, MEi bn' Si suponemos ahora que en el
conjunto con probabilidad positiva 1%-* 0, n + » entonces de

la igualdad
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En _3n_ (n-_l)_s'l-l
n n n N

se concluirf que con probabilidad positiva E# + 0, n+ », Pero
en virtud de la divergencia de la serie nzl%' la serie

DR ER

(1)

-# no puede con probabilidad positiva converger a cero.

De donde por el teorema de Borel-Cantelly se deduce que

Para el caso cuando las variables aleatorias independien-
tes 51.52.... tienen una misma funcidn de distribucidn
F=F(x) sepuede dar lacondicidn necesaria ysuficiente para
la estabilidad fuerte de las medidas aritméticas.

TEOREMA 3. S{ El,Ez,... e4 una sucesibn de variables aleato
nias Andependientes Lgualmente distribuidas, entonces La con-
dicifn M|E;| < = es necesaria y suficiente para La estabili-

dad fuerte normal de Las medins anitméticas m, = -n- nel,2, ..

Demostracién. Sea MlEll < ©; mostraremos entonces que con
probabilidad uno

E'F-rMEI’ n =+ oo,

Paralelamente a las variables {j, analizaremos las variables

o En si |En|<n

3
n 0 i |En|>n

(1) Aqul y en lo sucesivo se utiliza la variante del lema Bo-
rel-Cantelly: si Aq,Aq,. > es una sucesién de sucesos tales
q§e sus indicadores I4p,,I4,,... son independientes, entonces

IAn < = con probabiiidag uno si y solo si ngiP(An) < o,
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Entonces
o * o [+ <]
PlE #E} = P{lE | > n} = } P{|E,| > n
= ] 1 Ple< |g | < krr}= ] nP{n < [g]| ¢ nt1}
n=1 k>n n=1
<3 |x|F(dx) € | [x|F(dx) = M|E | < .
k=o {k<|x|£k+1} _J: 1

Por eso segiin el teorema de Borel-Cantelly con probabili-

*
dad 1 ocurre solo un niimero finito de sucesos. A, = {En # En},
n=1,2,... De donde se deduce que es suficiente demostrar

que con probabilidad 1 que

* *
gy teotEy,
—_—

n ME

1 -

*
Ya que Min > MEI. Entonces de aqui no es diffcil deducir

esto indica que es necesario establecer que con probabilidad 1

E_-,]"F. . -+£n -0,

n
donde:
2 * *
En = En- ME, .
Para la demostracidn de esto es suficiente solo compro que

~ ~ @
para la sucesién 51,52, ... se cumple la condicién "El M—n-'!t—<0

del Teorema 1.

En efecto

@ MEZ © % 2 ®

] L M.iEgL, 7 L x%F(d0) -
2 2

n=1 n n=1 n n=1 N
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x“F(dx)
ngl zii{kzl {k-ll|x|<k} }

n

© n
v | x| F(dx)
kel 12 k1 {h-ll|x|<k}

- 1 |x|F(dx) | =
k=1 {k-lllx_lsk} l ngk nZ

|x|F(dx) = 2M|E,| < = .
k§1 {k- L£|x|<h | 15|

N

Asi la condicidn (2) Qel +§rema 1 se cumple y en conse-
cuencia con probabilidad —1——————‘+ 0, n+ =,
S
Supongamos ahora que con probabilidad uno-7$ -+ Mgl, n oo,
Entonces de la igualdad

En _Sn ["'1 Sn—
n n - ) PR
se deduce que con probabilidad uno %f-+ 0, n+ o>,

Por eso para cada € > 0

€
{ r1%| > € para un nimero infinito de n} = 0,

lo cual es equivalente segiin el teorema de Borel-Cantelly a la
desigualdad - £

I P >e} <o,

=] h

Pero en el caso que las variables tengan una misma distribu-~
cibn esta condicidn es equivalente, como es fécil de verificar,
a la condicifn M|E;| < =,

El teorema 3 queda demostrada.

Supongamos ahora El,Ez,... que es una sucesifn de varia-
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bles aleatorias independientes. Entonces la probabilidad de
@
que la serie n§1 converja es igual a uno o a cero (ver el Teo-

rema suplementario).

TEOREHOI: 4. Pana La converngencia con probabilidad uno de La
senie n§1 €, & suficiente La convergencia simultanea de £as
sigudlentes senies
L ME,, 2%
n=1 n=1
Si ademfs las variables aleatorias El,iz,... son uniforme-

mente acotadas |Enj £¢, n=1,2,..., entonces esta condicidn

es ademds necesaria.

Demostracién. De la convergencia de la serie n:flvan vy la
desigualdad (3) se deduce que con probabilidad uno la serie
nE ME, se desprende ademfs la afirmacidn exlgida sobre la con-
vergencia con probabilidad uno de la serie nElE"

Supongamos, ahora, que las variables El,Ez,... son unifor-
memente acotadas y la serie 8 En converge con probabilidad
uno. Construyamos la sucesi&n de variables aleatorias indepen-
dientes EI,EZ,... las cuales tienen igual distribucifn que El'
Ez,.... Entonces con probabilldad uno converge también cada
una de las series En, nzl(an

Ya que M(E; En) 0, entoncea de la convergencia con pro-

babilidad uno de la serie n-l(En En) y la desigualdad (4) se
deduce que nEID(En-En) < ® , Lo cual indica que

[ 06, =3 [ O(EE) <= .

n=1 nll
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En virtud de la primera parte del teorema con probabilidad
uno converge 1a serie Z (E En) que junto con la convergenc1a

de la serie 2 En permlten la convergencia de la serie Z MEn
El teorema 4 queda demostrado.

Supongamos que

oK En’ si IEnl ¢,

" 0, si [g,]>ec.

TEOREMA 5. Para La convergencia de La serde

EE

n=1

de variables aleatonias £;,E,,... es necesario y sufdiciente fa
convergencia simultdnea para un ¢ > 0 de cada una de estas trhes
Avu'eb(l)

o

! Pllg,l > el, He sz

n=1 n=1 n=1

Demostracién. Suficiencia. Ya que P{|§n| > ¢} < », enton-

ces segiin el lema de Borel-Cantelly casi siempre £, = E para

toda n, excluida posiblemente solo un nimero finito. Entonces
«©

por el teorema 4 converge la serie nElEn con probabilidad uno,

0 sea converge y nglgn.

(~ -]
Necesidad. Si la serie n§15n converge con probabilidad uno, en
tonces En + 0 casi siempre, n + ». Por eso para toda ¢ > 0 pue

de ocurrir un gran nimero finito de sucesos {|En| > ¢}, o sea

(1) Comparar con A. Khintchine und A. Kolmogérov , Uber Konver-
genz vonRoihen, Msnual Mat., Vol. 32 (1925), 668-677.
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o«
segin el lema Borel-Cantelly n§1P{|£n| > ¢} < =, Ademds de la
(-]

= -]
convergencia de la serie I §{ se deduce que la serie I Ec
n=1 n=1M

también converge. Entonces la convergencia de las series
o« o«

bX MEC y L DEQ se deducen del teorema 4.
n=] N n=1 N

*

Ley de ceros y unos en la teorfa de las probabili-
dades.

Vimos ya, varios casos en los cuales son conocidas las pro
babilidades extremales con la necesidad de ser iguales a cero
o la unidad. Por ejemplo, la probabilidad de la convergencia
de la serie de variables aleatorias ihdependientes puede tomar

(1)

solo estos dos valores . Demostraremos ahora, un teorea gene

ral que abarca muchos de estos casos.

TEOREMA (Ley de ceros y unos). Sea E5Eps vaniables alea
tornias cualquiera, y §(x) = 6(x),xé,... La funcibn de Bon.e,tt(z.7
de fas variables x = (X;,X,,... tal que fa probabilidad condi-
cional

PUG(E 1Eps o) 20| EpuE i ),

de £a nelacibn

(1) Ver Cap. VI §5. Tambidn tiene lugar para la probabilidad
P{n,~d, + 0, n > ®} en la ley fuerte de los grandes nfmeros,
por lo menos cuando las variables En son independientes en con
junto.

(2) Por funcién de Bera se entiende la funcidn que puede ser
representada a partir de polinomios, por pasos limites'sucesi-
vos integrados.
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6(51’52’ eee) = 0,

para Los n primeras variables conocidas El,...,En e dgual a
La probabilidad absoluta

PU§(E,Eppeen) = O} (1)

para Zodo n. En estas condiciones La probabilidad (1) es igual
aloald.

En particular Las unidades de probabilidad se cumplen 84
Las variables aleatonias £1189s 04+ s0n Andependientes y Los
valones de £a funcibn § x 4on {nvariables su cambiamos solo
un nimero finito de variables X,

Demostracién. Denotemos por £ = (EI,EZ....) y sea

A= {w:4() =0}

Junto con este suceso examinamos el &lgebra T\, de todos los su
cesos, que pueden ser definidos por cualquier relacidn entre
un nGmero finito de variables En' Si el suceso B pertenece a
T, entonces por las condiciones del teorema

P(A|B) = P(A). (2)

En el casc P(A) = 0 nuestro teorema esta demostrado.

Supongamos que P(A) > 0. Entonces de (2) se deduce la f&r

P@ | 4) = ZABEE - p) (3

y asf P(B) y P(B |A) son dos funciones de conjuntos finita-
aditivas que coinciden en 7|, en consecuencia ellos deben ser

mula

iguales entre si en cada conjunto de Borel de la dilatacifn
o(n) del flgebra M. Por eso, en particular
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P(A) =P@A[A) =1,
El teorema queda demostrado.

Algunos otros casos en los cuales se puede afirmar sobre
probabilidades conocidas que ellas toman solo valores de 0 o

. (1)

1 fueron descubiertos por P. Levi
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