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Resumen. En este articulo se presentan varias generaliza-
ciones de la prueba de Wald Wolfowitz (1940) y de las prue-
bas para localizacidn y escala propuestas por Ortiz (1983),
Corzo & Ortiz (1983), Ferndndez & Ortiz (1986). Se estable-
ce una relacidn funcional entre rachas y rangos a través de
la cual se demuestra que una subfamilia de las pruebas aqui
propuestas es insesgada. Se presenta también una transforma
cidn de las estadisticas de prueba que incluyen sumas con
nlmero aleatorio de sumandos en sumas con nimero fijo de su
mandos lo cual facilita la demostracidn de algunas de sus
propiedades.

1. Preliminares.

La sucesidn de variables aleatorias (v.a's) XL’ L=1,
veesmmtl, ... N, N = mn, mn €« N independientes definidas
sobre un espacio de probabilidad (R2,A,P) se llama una mues-

tra aleatoria (m.a.); dendtese por X, y,---sXy. las corres
1:N N:N =
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pondientes estadisticas de orden y sea F la Funcifn de Dis-

tribucidn continua de XL’ L= 1,...,N.

Se denota por RL el rango de XL y por Di el antirango

de xj'N’ L=1,...,N, y se definen por medio de las ecuacio-
»
nes:
X.(.' = XR.(-';N , L=1,...,N
(1.1)
X‘Djsxj;N ’ j - 1,-..,~-

Entonces RL es el nimero de orden de Xi, 4{=1,...,N mientras
que Dj es el subindice de la v.a. de donde viene X.;N,_f=1 ,
...,N. En otras palabras: los eventos (R,(_ =k)y (Dj = 1)

indican respectivamente que XL es la k-8sima v.a. mas peque-
na L = 1,...,N y que Xj;

pondien-e a la {-&sima v.a.

N €8 la estadistica de orden corres—

Por medio de la sucesidn de v.a.

1’ 4’—‘ l’UQI,m
(1.2) g, =
4 0, £ =m1,...,N, 4L=1,...,N

quedan representadas las primeras M v.a's de la muestra con
unos y las Gltimas n v.a's de la muestra con ceros. La suce

sidn ng‘,—, i=1,...,N se 1lama muestra dicotomizada.
Se definen las v.a's contadores

1, np_3#n
I, = Ril R;
A

0, n = ;
* M1 TR, ie,.ll N

con la condicién de que Ig, = 1 cuando X, = min{X,,...,Xy}
£ 4 1
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es decir cuando RL =1,

Entonces de (1.2) y (1.3) se define el nimero de ra-

chas hasta la v.a. XL asi

(1.4) Ao = I Ip L= 1,....,N.
‘: . k

En particular si RL = N es porque X; = méx{xl,...,XN}
y por esto se puede interpretar a ﬂN como el nimero de ra-
chas hasta la v.a. mﬁx{Xl,...,XN}. En general ndtese que
se puede interpretar como el nimero de rachas hasta la v.a.

que se encuentra en la posicidn RL en la sucesidn xl"""XN'

Entonces de la relacidn {R; = j}4=>'{0j = £} y puesto
nRi’ IRi y nRL son medibles respecto a U(RL) (la 0-3algebra

generada por Ri’ 4L =1,....,N), se obtiene para § = 1,...,\.

m
cgm} = |J {R.=§
1, {1s1)J <m} &,Lll{ Lj}

(1.5) ”j=E(”R,;’RfJ') N .

0, {m1<D <N} = U {R~=4}
1 AL=m+l

1, rl'_ # n;

(1.6) 1,=EUR,/MR, = §) = i-1°

k) L A 0, n. =7

4-1 1

con Ii = 1 y en consecuencia
7
hi=E(Mnp /R.=4) = I, , 4=1,...,N
! Ri o k-Zrl R ’

i
= ] 4 XI'Z, 3 j=2,...,No
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NGtese que ﬂgi indica el nimero de rachas hasta la ob-
servacidn que se encuentra en la posicidn Ré’ L=1,...,N,
mientras que nj es el nimero de rachas hasta la j-ésima es-
tadistica de orden, f = 1,...,N. Pero por (1.1) xj;N es la
f-ésima estadistica de orden si Ri = §, es decir si XL se en
cuentra en la posicidn Ri = §. Este argumento demuestra que
las sucesiones ﬂgi, L=1,...,Ny Mi, §i=1,....,N sonequi
valentes en el sentido que ambas contienen la misma informa-
cidn. Por tanto aqui se hace referencia a cualquierade ellas

con el nombre de muestra dicotomizada y se usaran convenien-

temente de acuerdo con lo que se quiere ilustrar.

Esta muestra dicotomizada tiene la siguiente estructu-

ra

(108) n e a™ n #n =.uo— #"‘#n ="'=n
1 A TR HIT T, Apyp1+1 N

donde

(1.9) A, = LL , i = 1,...,nN

I =

en la cual hay < > 2 grupos de unos y ceros. Cada uno de es
tos grupos se denomina una racha y el niimero de elementos en
la j-8sima racha Lj’ i = l,...,n, se llama longitud de la ra
cha. ”N es el nimero total de rachas en la muestra dicotomi-

zada. Obviamente Aj y Lj’ {= l,..., son v.a's.

Observacibén 1. )\j » § = 1,...,N representa la longitud acu
mulada de las primeras § rachas. Ademfis para cada § = 1,...,N,
A es un tiempo de parada respecto a la sucesidn de o-3lge-
bras vLj = 0(01""’DL1)' i = L,...,n. Corzo (1989).
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De (1.8) y (1.9) se deducen también las siguientes re-
laciones

(1. 10) 11 Fe e = I>\1+1 = IAZ.’.I =.-.=I>"|-N-1+1 =1

(1.11) I)\j-l"'z = I>‘j'-1+3 ='“=1>‘j =0 4=1,..,1y

Por otra parte de (l.7) se puede calcular

}\jii_""i
n = I
Aj-l+k ,(_:1 £
-1 ? i ]
I 1;\ +...+ Iy . i+ Iy .
L=1 4=1 J 2 i=1 J 1

entonces reemplazando las relaciones (1.10) y (1.11) en laan

terior ecuacidn se consigue la igualdad

(1.12) ny, .
j-1

4] S0 IL)\j, = 4

y de aqui sigue la relacidn
Ly

jL,= Yji= 1 n
I R=1 b1 g1t v

Igualmente para cualquier funcidn real g vale la igualdad.
L
gLy = 1 9, +k)
k=1 J-1

Esta igualdad y el hecho de que

N
My =1 L= N

£=1
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permiten establecer la siguiente transformacidn

N WL
(1.14) PREIOIFEES) Z 9y, +0)
i=1 =1 k=1
Z'g(n)
i=1

Observacifén 2. La ecuacidn (1.14) se utilizard mds adelan
te para transformar una familia de estadisticasde prueba que
originalmente es una suma con nimero aleatorio de sumandos,

en una suma con nimero fijo de sumandos.

2. Problema de dos Muestras.

Se considera aqui las v.a's. independientes X X

yoens
y Xm+1,...,XN, con N=mny mn=1,2,..., sobre in espaT
cio de probabilidad (2,A,P). Las primeras m de estas v.a's.

se denominan muestra 1 y las restantes N constituyen la mues
tra 2. La muestra 1 tiene funcidn de distribucidn continua F
y la muestra 2 tiene funcidn de distribucidn continua G. A

la sucesidn completa Xl,...,Xm,%m+1,...,X~, se le llama mues
tra combinada. También se considera aqui la muestra dicotomi

zada Nyses-sNy que se obtiene como en (1.5).

En este pardgrafo se consideran las siguientes hipote-

sis:
Hipbtesis nula

(2.1) HO:FQ)=GUL ¥« =R
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Altennativa de Localizacibn de una cola.

(2.2) K1 tF(x) = G(x-u), p <0, ¥ «R

o bien H>0, ¥R

Altenrnativa de Localizacibén de dos colas.

(2.3) K2 : F(x) = G(x-p), u+#0, ¥R

Sean U, y U, las medianas de F y G respectivamente y

0 = ul = Hye

Alternativa de escala de una cola.

(2.4) Ky : FO = 65, ce0.1), ¥ek

3

obien 7 =(1,%) ¥ k.

AlLtennativa de escala de dos colas.

(2.5) K, 2 Fo =6(5Y), te 0= y 141 ¥er

Se define la estadistica de prueba para el problema de dos

muestras como sigue:

* W G )
(2.6) T = 1;21 8 h (s Loty
donde

l./m ] Si nki_ 1+1=c . .=n)\ = 1

l/n! Si nkl(:-1+1=-oo=nx. = 0
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y h es una funcidn real, tal que para algin M =R
0 < h(hLpn) < M.

Ademas la funcidn h se escoge creciente en { y L ¢ para prue-

bas con alternativas de localizacidn y creciente en

: 1
I.(. -__ng:—l y en Li’ para pruebas con laternativas de escala.

Notese que

(2.7) |T*| < mM < NM.

. - - - - * -
Observacién 3. La distribucidn exacta de § ¢ @81 como una
manera de obtener la funcidn h a partir de esperanzas condi-

cionales se pueden consultar en Corzo (1989).

(i) Pruebas para Alternativas de Localizacion.

En este caso es escoge h creciente en £ y L Entonces
como 6 pondera los valores de h para la muestra 1 con 1/m,
los valores de T tienden a ser pos:.tlvos cuando hay rachas
grandes de la muestra 1 en las Gltimas posiciones de la mues
tra dicotomizada UPERERRUTE Reciprocamente cuando se presen-—
tan rachas grandes de la muestra 2 en las lltimas posiciones
de la muestra dicotomizada Nyseeeslys los valores de T* tien
den a ser negativos pues en este caso los valores de h sepon
deran con -1/n. Es decir T* toma valores positivos cuando
H > 0 y valores negativos cuando U < 0 lo cual se puede in-
tepretar como una pruebaaleatorizada de nivel o « (0,1) para

probar Ho vs. Kl con 4 > 0 asi: .
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1: si T*> c
(2.8) 6, = 4Y, si ™= ¢
0, si T'<e

*
donde para Po la distribucidn de T bajo Ho los valores de C

y Y se obtienen de las formulas siguientes:

¢ = inf{t PO(T* >1) < o}

a-P, (T" >¢)

P (T >e) '

*
> P00 =¢)=0

PO(T*=c) #0
Y =

Andlogamente para la prueba de H, vs. K2:

1,8 T*<q, T"'>¢12
(2.9) 0y =4V, 81 Tr=cg, 4i=1,2

. *
0, si c1<T <e,

*
donde para Po la distribucidn de T bajo Ho los valores de ¢

y Y se obtienen de las fOrmulas siguientes:

e = :i.nf{t‘._:Pi <a/2},

* @
donde Pl = Po(T < tl) y PZ = PO(T > tz)
/2 -P¢

PO (T* > Ci)

* .
0 , P (T =c) =0, i=1,2

*
, PO(T =c4:)4 0
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(ii) Pruebas para Alternativas de Escala

En este caso se escoge h creciente en Ii. -ﬂ;—l- y L;.

*

pondera los valores de h para la muestra 1
*

con 1/m, los valores de T tienden a ser positivos cuando

Entonces como &

hay rachas grandes de la muestra 1l en los dos extremos de la
muestra dicotomizada Nyseeeslly: Reciprocamente cuando se pre
sentan rachas grandes de la muestra 2 en los dos extremos de
la muestra dicotomizada Nypses sy los valores de T* tienden
a ser negativos pues en este caso los valores de h se ponde
ran con -1/m. Es decir T* toma valores positivos cuando
¢t « (1,») y valores negativos cuando { = (0,1) lo cual se
puede interpretar como una prueba aleatorizada de nivel

a < (0,1) para probar Ho vs. K, con = (0,1) andloga a

3
(2.8) y de la misma manera se obtiene una prueba para Ho vs.

Kl. andloga a (2.9).

(iii) Casos especiales.

Los casos especiales se obtienen de acuerdo con la ma
nera como se escoja la forma de la funcidn h y las pondera-

. *
ciones 6 .

Por ejemplo para

m 1<Di§m

(2.10) h(i,L;n) =
o™ -n mHI<D N .

*
se obtiene T = My Qque es la estadistica propuesta por Wald
y Wolfowitz (1940) para probar Ho vs. la alternativa general;
de dos colas F(x) # G(x). Esta prueba se conoce con el nom

bre de wald y wolfowitz.
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Observacibdn 4. Wald y Wolfowitz mostraron en su articu-
lo de 1940 que cuando %-+ ¢, ¢ # 0y c <, la prueba basada
en X, es consistente. Mds tarde Lehman (1951) sin demostrar-
lo comentaba que la prueba basada en RN podria ser insesgada.
En este articulo (§5) se demuestra que no solo oy sino toda
una subfamilia de pruebas basadas en T* es insesgada. Poste-
riormente Mood (1954) demostrd que la eficiencia asintdtica
relativa de la prueba de Wald y Wolfowitz para alternativas
de localizacidn y escala, en comparacifn con las conocidas
pruebas £ y F bajo el supuesto de muestreo de la distribucién
Normal, es igual a cero. Este resultado no es sorprendente si
se tiene en cuenta que AN solo contiene el nimero de rachas
hasta XGV) = max{Xl,...,XN} y por esto no contiene informa-
cidén sobre los agrupamientos de rachas en los extremos que
son los que detectan las diferencias en localizacidn y esca
1a.

* «
Otro caso especial de T es cuandom = n en el cual es

suficiente con la ponderacidn

5* 1, si nxi,—l*'l-'"-nxi =1
& -1 . Bi nx4‘1-1+1-. . .-nA‘é - 0

porque 62, L= 1,...,n~ en (2.6) tenia que ser dividido por
m y n para neutralizar el efecto de diferencias grandes en-
tre m y n pues podrian aparecer rachas largas en los extre-
mos de Mysecesy de aquella muestra cuyo tamafio es mayor sin
que esto necesariamente indique diferencias en localizacidn
o escala. Ademds esta normalizacidn es adecuada porque eli-
mina el efecto de las diferencias en tamafios de muestra en

el sentido que
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O (o
1 o
Ate TR L

|

donde LEI) es la longitud de la {-&sima racha de unos, y
a(l) es el nimero de rachas de unos en la muestra dicotomi-

zada N;,...,MNy (andlogamente se definen LEO) y n(o)).

*
Tomando GL como en (2.11) y los dos casos especiales
de funcidn h de (2.12) y (2.13) se obtienen las estadisticas
propuestas por Ortiz (1983) y Corzo y Ortiz (1983) para dos

muestras de igual tamafio (m = n), respectivamente:

. ALg
(2- 12) h('(.’ LJ(‘_’_,'N) - m

. 1 [, )
(2.13) h(L,Li,AN) el [& 2 )

mientras que son Gz como en (2.6) y h de (2.12) se obtiene
la propuesta de Fernindez y Ortiz (1986). Adem3s escogiendo
62 como en (2.6) y h de.(2.13) se obtiene la correspondien-
te estadistica para el problema de dos muestras de diferen-

tes tamafios con alternativa de escala.

El @ltimo caso especial que se presenta aqui es cuando

la funcidn h toma la forma
h(i’LL’”N) = Q(i,LL)

es decir que no depende explicitamente de nN que es la fami
lia de estadisticas propuestas por Ortiz (1983). Al respec-
to cabe anotar que aunque la correlacidon entre las longitu-

des y el total de rachas /4y es negativa (a medida que aumen
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tan las longitudes de las rachas disminuye su niimero), no pa
rece ser muy alta pues las longitudes de una o todas las ra-
chas pueden cambiar sin que se altere el valor de . Por es
ta razdn no parece muy plausible eliminar de h el total de
rachas en la muestra dicotomizada como propone Ortiz en su

articulo.

3. Problema de una Muestra y Muestras Pareadas.

En este caso la muestra esta constituida por las v.a's.
independientes Xl,...,XN sobre un espacio de probabilidad

(Q,A,P) con funcidn de distribucidn continua F y con mediana
1
(3.1) U= Gs) .
Se consideran aqui las siguientes hipdtesis:
Hipdtes is nula

(3.2) H : p=1yu

Altenrnativa de una cola y dos colas

1
(3.3) Ky :uw>wn o bien W < W

K2 IRV T

con u € R conocido.

La dicotomizacidn de la muestra se obtiene a través de

las v.a's. El""’EN’ donde
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1 si Xi > U,

e‘ =
4 .
0 si Xi <Y, -

El nimero de observaciones mayores que Mot

(3.5) Z €;
i=1"*
es una v.a. que tiene distribucidn Binomial con parametros

Nyo= P(Xi > uo). Bajo Ho ® =% y por tanto

(3.6) lim P(e= 0) = lim P(c =N) = lim 0" =

N- N-co N~
Por otra parte sea E§f) +p €l k-Esimo elemento de J-gsima
racha de ies, { = 0,1y Aj como en (1.9). Entonces por defi

nicidon (1.8) todos los elementos dentro de una racha son

iguales:
(4) (4) (4) ; PR
EX; +1 T Exp 420" B §=1,.2
31 i1 I i=0,1
esto implica que
' (1)
1 1
f O e
k=1 J ‘
y por tanto de (3.5) vale
NONIS 2D N
1
(3.7) Z e&{? b= L LD - le;,=c¢

k=1 “4-1 j=1 i=1

y de aqui es valido también
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(3.8) J L<°>-~-§s.=~-e
§=1 i i=1 %

Es decir € y N-¢€ representan en el problema de una muestra
lo que los tamafios de muestra Mm y N representan en el proble
ma de dos muestras. Esto implica que las longitudes de las

) 1,...,e, las longitudes

rachas de unos toman valores L€1
de las rachas de ceros toman valores L}o) =1l,....,N~€ y1la
longitud de cualquier racha toma valores Lj =1,..,max{e,N- €},

j=1,...,2%9, i=0,1
El anterior analisis tiene las siguientes consecuencias:

(i) En la construccidn de una estadistica para el problema de
una muestra se debe utilizar € y N-€ como factores de norma-

lizacidn de las longitudes de las rachas.

(ii) La estadistica resultante se puede utilizar tambin en
problemas de dos muestras donde los tamafios de muestra son

v.a's.

(iii) La estadistica resultante es una generalizacidn de la
propuesta para el problema de dos muestras en el sentido que

permite tamafios de muestra aleatorios.

A continuacidn se define una estadistica basada en ra-
chas para el problema de una muestra, para dos muestras parea
das y para el problema de dos muestras con tamafios de muestra
aleatorios:

« W

(3.9) s = ] LhLin)
is1
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donde

1
E ] E)‘.

B n o= €y, = 1
e Ag

-1
W ® S = ;=0

y la funcidn h es como en la definicidn (2.6) y para el pro-

blema de una muestra se escoge siempre creciente en £ y LL‘

%
Puesto que S toma sus mayores valores cuando ocurren
rachas largas en los extremos de la muestra dicotomizada
*
€ys-+.,€Ey, las pruebas basadas en S para probar Ho vs. K

1
o vs. Kz son andlogas a (2.8) y (2.9).

5 * o .. .
Observacifén 4. Realmente A&. estid definida solo en casi

toda parte por causa de (3.6).
En particular eligiendo

; LL;
hd, L) = 54
se obtiene una estadistica equivalente a (2.12) para el pro-

blema de una muestra.

Observacifn 5. Notese que € en (3.7) representa la sumade
las longitudes de las rachas de tipo 1 es decir de rachas de
elementos de la muestra que esta por encima de la mediana.

Por otro lado € es la estadistica que se utiliza en la prueba
del signo para H0 vS. Kl o vs. K2' Por lo tanto desde el pun-
to de vista de la teoria de rachas, la prueba del signo solo
contiene una minima parte de la informacidn necesaria para

la prueba de Ho vS. Kl o Vvs. K2.
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Muestras Pareadas.

La informacidn disponible en este caso se puede repre-
sentar por N vectores aleatorios bidimensionales independien
tes e idénticamente distribuidos (Xl,Vl),...,(XN,VN). Enton-
ces como es corriente en el caso de muestras pareadas se de-
finen las diferencias

w‘:=x‘é—y£, ‘L=1’-..,N.

Cuando las v.a's. Wi, £L=1,...,N son independientes e idén-
ticamente distribuidas con funcidn de distribucidn continua
F, se procede de la misma forma que para el problema de una

muestra tomando p = 0 en (3.2), (3.3) y (3.4).

Surge por otra parte, de manera natural la necesidad
de una medida de la correlacidn entre las variables Xy Y.
En seguida se define un coeficiente de correlacidn de tipo

Pearson basado en rachas.

Sean ux vy uy las medianas de X y VY respectivamente. En

tonces la muestra dicotomizada se puede representar por

(el,el), olele (sﬁ,ez) , donde

1 si XJ. >ux

I lo si Xi<ue, q=l...N

y 1 si Vj.>uy

i i V. (=1,...,N
0 si j<1.|y, i=1, r

Se define 11 =1,
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R X

o 1, si ef-l # ej
9 0, si e}_l = ej ’ §=1,...,N

.Y Y

1, . A

Y- si e; # €5
I o, si e?_1=s?, j=1,...,N

y el nimero de rachas de X (de Y) hasta la j-ésima observa-
cidon de la muestra dicotomizada Eseeesy sin tener en cuen

ta el nimero de rachas de Y (de X) se define por

Ik ? j=1,.-.,~

y f y :
n o= L , f=1,...,N .
o op=1 R

Entonces cuando X y Y estén correlacionadas positivamente
(negativamente) un aumento en n} implicarad un aumento (dis-

minucidn) en ng, 4§ =1,...,N. Por esta razdén el coeficiente

y
tRalha

es una medida del grado de correlacidn lineal entre X y Y.
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4. Problema de K-muestras.

Para el planteo de este problema es necesario introdu-

cir alguna notacidn adicional.

Sean
Kam, eN , k=1,...,K N =m =0,
o (o]
k ~
(4.1) N, = _{Zlmj" R=1,...,K, N, =N,

obviamente K < N.

Las K muestras o muestra combinada se representan en

este caso por las v.a's. independientes X, .,..., X, y

1,1 1,N,y
x2,N1+1""’x2,N2""’XK,Nk_1+1""’XK,H sobre un espacio
de probabilidad (Q,A,P), donde la k-€sima muestra xk,Nk-1+1’
""xk,Nk es de tamario m, = Nk-Nk-l y tiene funcidn de dis-
tribucidn continua Fk’ k=1,...,K . Las estadisticas de or-

den se denotan por X, ~,...,Xy.py ¥ los antirangos por
1;N N; N

Ul,...,Dﬁ.

Sea Qg = {Bl""’Bk} un conjunto de K simbolos diferen
tes con los cuales se representan las K muestras de la si-

guiente manera:

(4.2) “j =E§,2 , 8i Nk-1+1 £ Dk < Nk’

-~

k=1,...,K, 4=1,...,N

Es decir ﬁ‘, { = 1,...,N es el sfmbolo Bk si la j-esima esta

J
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distica de orden viene de la j-8sima muestra K= 1,...,K. A
la sucesidn ﬁl""’ﬁN se le llama la muestra policotomizada
puesto que representa cada una de las K muestras a través de

un simbolo diferente.

~

Por medio de las v.a'a. Ii. =1 e

1 ®. .#n,

(4.3) 1, - =17y

0 ~. =~' 'a 2’.’.’”
iy =i, i

se define Z; el nfmero de rachas hasta el f-ésimo elemento

)

de la muestra policotomizada por

5
(4.4) o= 1 1 j=1,...,N
I =1 2
§~ N
=14 71 =2, .0 .
=2 %t

En particular cuando K = 2 se obtiene ILJ-, §=1,...,N de
(1: 7)-

Observacién 6. Para K > 2, A3: el ntmero total de rachas
en la muestra policotimizada ﬁl,... ,ﬁn, es la generalizacidn
para K muestras de la estadistica propuesta por Wald y Wol-
fowitz (1940). Barton y David (1959), obtienen también ﬁﬁ

por un método diferente y dan una aproximaci6n de su distri

bucidn a través de la distribucidon de Poisson.

Observacién 7. ﬁj’ Tj y Jij, §=1,...,N se pueden obtener
también de manera natural desde los rasgos de las observacio
nes de la muestra combinada de la misma forma que n;, I; ¥y

i’
n; en (1.5), (1.6) y (L.7).
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En este pardgrafo se consideran las siguientes hipGte

sis:
Hipétesis nula.

(4.5) H0 :F (0 =...= Fp(x), ¥R .

Afternativa general.

~

(4.6) Kl : Fi(x) # Fj(x)

para algimn par £{,f, 1< 4 # § < Ky para algin x< R.

AlLtennativa de Localizacibn de dos colas.
(4.7) Kz : fé(x) = Fj(xru)

para algin par 4,§f, 1< 4i# <K, u+#0, ¥cR

AlLtennativa de escala de dos colas
X . = F.[X8
(4.8) Ky F 0 Fj-[ - ]

para algin par 4,f, 1<4¢# <K, 7T+4#0,7+#1, ¥&xek,
donde 6 = uj-pi, 1s4i#4§<Ky Mp es la mediana de Fk’

k=1,...,K. Esta manera de tomar O significa que FA-' y Fj

deben tener la misma mediana.

La estadistica general para el problema de K muestras

se define por

(4.9) T =

‘:‘M =
-

~k
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donde )LN es como en (4.4), L £ L = 1. e ,)LN representa la lon
gitud de la {-&sima racha en la muestra policotomizada nl,..,

nN, L’(._ = 1,...,max{m T k} y (S se define a continuacidn

~* 1 - -
(4.10) 6‘—' iy si ﬁ)\é-l*'l =, -‘ﬂ}% = Bk'

k=1,...,K, 4-1,...,/1;,

- - » - - v - *
La funcidn h es similar a la funcidn h utilizada para T en
(2.6) y se escoge tambi@n andlogamente para las alternativas
de localizacidOn y escala mientras que para la alternativa ge

neral kl se debe tomar

(4.11) h(L,LL,Iﬁ) =m, L= 1,...,7iﬁ
® o~
lo cual implica T - ’(ﬁ.

(i) Pruebas para la Alternativa General 21:

Bajo H se espera que haya muchas rachas en la muestra dico-
tom:.zada. Por lo tanto valores pequefios de T ﬁ‘N apoyaran
la alternativa Kl lo cual se puede interpretar como una prue

ba aleatorizada de nivel o « (0,1) para Ho vS. EI:

1, si if<c
(4.12) $l= Y, si N =

0, si Zﬁ>c

donde Y y ¢ se determinan de manera anZloga a los de (2.8).

(ii) Pruebas para la Alternativa de Localizacidon de dos colas.

En este caso la funcidn h se escoge creciente en £ y LJL'
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- ~*
Por esta razdén T toma sus mayores valores cuando hay rachas
grandes en los extremos de la muestra dicotomizada. Entonces

se tiene una prueba aleatorizada de nivel a « (0,1) para Ho

~

V8. K2:
~%
1 si T >¢
~ ~%
(4- 13) ¢2 =Jy Bi T =0
~%k
0 si T <e¢

donde Y y C se determinan de manera andloga a los de (2.8).

(iii) Pruebas para la Alternativa de dos colas.

En este caso la funcidn h se escoge creciente en

W +ll =%k

5 y LL' Por esta razdn | toma sus mayores valores

cuando hay rachas grandes en los extremos de la muestra dico

£~

tomizada. Entonces se tiene una prueba aleatorizada de nivel

o« (0,1) para Ho vS. K3:

1 si T 5e
e ~%

(4.14) §, =y si T =¢c
~%

0 si T <e

donde Y y ¢ se determinan de manera andloga a los de (2.8).

5. Pruebas Insesgadas.

En este paradgrafo se demuestra que una subfamilia de las
pruebas aqui presentadas son insesgadas. Para esto se hace
primero una transformacidn de las sumas aleatorias (2.6),

(3.9) v (4.9) utilizadas en las pruebas, en sumas con nime-
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ro fijo de sumandos, resultado que se obtiene como aplicacidn

directa de la transformacidn (1.14).

Sea

* }lN *
£=1

x %
la forma general de cualquiera de las estadisticas T , S o

~k
T cuando se escoge la funcidn h de la forma
(5.2) h(‘:’Li”'N) = g(i,ILN)LL.. L= Lioeeillary

donde g es una funcidn real no negativa, acotada y se escoge

creciente en 4 para problemas de localizacidn en tanto que

AN +1

para problemas de escala se toma creciente en |[{ - »
*
los valores de w, se determinan adecuadamente para T , 8*

*
oT como ya se definieron en (2.6), (3.9) y (4.10).

Se define la estadistica
N
(5.3) T = ,;216‘3 g (i)

donde nj, §=1,...,N es como en (1.7) para problemas de dos
y una muestra o su equivalente (4.4) para el caso de K mues-

tras. Ademds la funcidn 6£ se escoge de la siguiente manera:

Para el problema de dos muestras

1 -
Fn" s1 T]j =1
(5.4) 5§, =

-;]r".’si njzo’ j=l,.--,~
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Para el problema de una muestra

é‘ si €:=1

i
(5.5) 57 - e si e;f1, =l...,

Para el problema de K muestras

(5-6) 6j="l_k si ﬁj=8k, k=1,.o-,K, j=l,...,ﬁ

de acuerdo con las definiciones el valor de Gj es el mismo

para todos los elementos dentro de una racha:
6j=h<=> 6Aj—1+1'...-61j=k, j=l’o¢o,N-

Entonces de (1.13)
* L
gUmOLy = b Ox; 8V 1+ )

y de (1.14)

W, ’ N
(5.7) LZI w gL, = glsig(n&.,au)

es decir Qf =T,

Observacifn 8. La demostracidn es igualmente valida si en
(5.4) y (5.5) se toman valores positivos 1/n y 1/(N-g) para

6’(-_, 4L =1,...,N cuando n = 0.

La propiedad de insesgamiento de las pruebas presenta

das aqui se demostrarid para hipGtesis mds generales que las
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presentadas en los parigrafos 2, 3 y 4. Para su formulacidn

se requiere la siguiente definicidn.

DEFINICION. Sean F y G las funciones de distribucidn de
las v.a's. X y Y respectivamente. Se dice que F es estocas-
ticamente mayor o igual que G (o bien que X es estocdstica-

mente mayor o igual que Y) y se escribe

(5.8) F*>0G (o bien X > V)
si y solo si

F(x) € G(x) Vxe R .

Andlogamente se definen las relaciones F *> G, F<* G y
F <+ G,

En este pardgrafo se consiederan las siguientes hipd-

tesis:

Hip6tesis nula.

(5.9) H: : F 26 (o bien X *>= V).

Hipbtesis alternativa

(5.10) K: F<e G,

En el siguiente teorema se demuestra que a partir de

la familia de estadisticas

N
(5.11) s= ] bglg.ny)
i=1



97

y ﬂg es como se definid en (1.7), se obtiene una familia de

pruebas insesgadas para H en (5.9).

Las constantes de regresidn en (5.11) bi’ L=1,...,N

se escogen de acuerdo con el problema, asi:

(i) Para el problema de dos muestras:

'Si 4:'1,...,"1

|-

I’ si L =m,...,N 2

(ii) Para el problema de una muestra:

PO,
E, s1 A= 1,---,

-N_E?' Bi ‘é-e+1,'.n,~,

(iii) Para el problema de K-muestras:

1 . .
b"'-"'_k si Nk_1+1 sx.st, k=1,...,K,

i’l’.‘I.,N‘

L =1,...,N

i=1,...,N

TEOREMA. La Prueba basada en la estadistica S de (5.11):

1, para S > Cy
(5.13) ¢ =Y, para S = Cy
0, para S < Cy

donde Co. se determina de tal manera que

(5.14) E*(9) = o,
(o)
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*
es una prueba insesgada de nivel o « (0,1) para Ho versus K.

Antes de hacer la demostracidn se presentan dos lemas
que la hacen mis corta.

LEMA 1. Sean Xy Y v.a's con distribuciones Px y P respec

)
tivamente y sea la funcidn h:R + R monGtona creciente.
Si
P, P P
x €0 Ty entonces Ph(x) h(y)

LEMA 2. Sean X y Y como en el Lema 1. Si

Px <o Py entonces E(X) <€ E(Y)

siempre que E(X) y E(Y) sean finitas.

Demostracibén.

(i) Problema de dos muestras.

Sean F y G las funciones de distribucidn continuas de

X X , y de X X,, respectivamente.

1,-- 'm "H-]_"“’ N

Sean U 1reees m’ y um-i-l"'

idéntlcamente distribuidas con funcidn de distribucidn unifor

me en (0,1). Entonces X ,...,Xm

ma distribucidn que Fl (U, £ =1,...,m y que G (U ),

.,UN v.a's. independientes e

,» y X 12 ..,XN tlenen la mis-

L =ml,...,N respectivamente.

Se definen las v.a's:

~1 .
VL=F (UL), L =1,...,N
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1 .
F (U‘é) L=1,000.,m

W. =
4L

¢y L=mhl, N

Entonces para V = (Vl""’vN) valen las siguientes relacio-

nes:

P =P
X (Vl,...,Vm,Vm,,l,..,VN)

o Ho
Prexy = PR

donde P © es la distribucidn bajo Ho : F = G del vector indi-

cado en el subindice.

8i F <. G entonces por definicidn F(x) 3 G(x) y por tan

to F-l(y) < G-l(y) para todo Y « (0,1) y esto implica

V£=w4: ' £=1’."’m
Vo< w,, L=mtl,... N .

Por otra parte para todo 4,f > m, wj. > Wi si y sb6lo si Uj )UL

o sea si Vj- > U'(.'. De aqui se deduce, para £ > m, que

N m N
R,V = JUK,-X) = J UX~X)+ UK .-X,)
A hzl Lk k)=:1 Lk ksgﬂ Lk

m N
< kZIU(wL-wk) +k=EMU(wL.-wk) = R (W)
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donde W = (Wl,...,uh) y U(x) =160 segiin x 2086 x < 0.

Por (l1.4), hp . es una funcidon no decreciente de RL por
L

lo tanto para 4L > m se tiene:
3 (c.s.: casi seguro)
EHORRH )

Por lo tanto para g como en (5.2) y § > m

(50 16) b 9( . ’ ) < : Q( ' )
=1 % RL(E) nN o1 © RL(W) &

Por tanto bajo Ho :F=Gy K de (5.10) y por Lema 1 se cum—
ple:

H
(5.17) P <

donde P’f, es la distribucidn de S bajo la alternativa K. Ade-
*
mds bajo Ho vale tambi&n
X
Ho g
Pg™ *> Pg

entonces por el Lema 2:
%

HO HO
Pocs) "% Pocsy -

Asi que por (5.14) y el Lema 2 se tiene

(5.18) EH*¢(S) <a.
(o]
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Es decir de (5.14), Lema 1 y Lema 2 sigue andlogamente:
(5.19) E9(S) > a .

(ii) Problema de una Muestra.

La demostracidn es exactamente igual hasta la ecuacidn

(5.15) y de ahi en adelante las ecuaciones valen CS.

(iii) Problema de K-Muestras.

Andlogo al problema de una muestra.

Conclusiones.

Las subfamilias de pruebas de rachas aqui propuestas

tienen las siguientes caracteristicas generales:

(i) Son una alternativa que como lo muestran los casos espe-
ciales trabajados en Ortiz (1983), Corzo-Ortiz (1983), Fer-
nandez-Ortiz (1986), tiene muy buen comportamiento en t&rmi-
nos de su potencia y de su convergencia a la distribucidn
normal, frente a las pruebas basadas en rangos. Esto hace
pensar que si en otras aplicaciones se mantiene este compor-
tamiento, lo que se ha descubierto es una poderosa familia
de pruebas basadas en rachas para alternativas de localiza-

cidn y escala para cada uno de los problemas analizados.

(ii) Aunque no se mantuviera el comportamiento analizado en

los trabajos arriba mencionados, las familias propuestas cons
tituyen la Unica alternativa disponible para problemas de lo-
calizacidn y escala en situaciones en que se dispone de infor

macidn que solo se encuentra en escala nominal.
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