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Resumen: En estas notas queremos presentar una introduccién
a la teoria de procesos estoc@sticos con dos parémetros desde
el punto de vista de la teoria general de procesos, sin con-
centrarnos en propiedades especificas de procesos particula-
res. Trabajamos con conceptos tanto del andlisis estocadstico
est@ndar, como del no est&@ntar y damos una idea de cdmo uti-
lizar las técnicas hiperfinitas en desarrollos ma@s avanzados.

Introduccion.

El estudio de los procesos estoc@sticos ha sido motiva
do por la necesidad de modelar la evolucidn en el tiempo de
fenSmenos aleatorios. Usualmente se hanutilizado como conjun
tos adecuados para representar el tiempo a R+, [0,1], N o al
gunos de sus subconjuntos. El orden natural que tienen estos
conjuntos, implica que desde el punto de vista del tiempo, se
asume que éste evoluciona en forma lineal. Sin embargo hayva

rias Areas de investigacidn; por ejemplo, la explotacidn pe-



73

trolera, las telecomunicaciones y la estadistica (Korezglio-
glu, Mazziotto, Szpirglas (1981)y las referencias que alli apa
recen) en las cuales esta concepcidn lineal del tiempo no es
la adecuada para modelar y resolver los problemas que se pre
sentan. Este hecho ha obligado a buscar formas diferentes de
plantear el papel del tiempo. La forma mas natural y apropia
da que se ha estudiado es la que permite conjuntos de tiempo
del tipo [0,1]%[0,1]. Ac& el tiempo no es un orden total si-
no un orden parcial; esto implica cambios fundamentales enla
teoria de los procesos estocd@sticos. El propdsito de este tra
bajo es el de presentar la parte introductoria del trabajo
que hemos venido desarrollando en el seminario "Procesos Es-
tocasticos" que se ha estado reuniendo en el departamento de
Matemdticas y Estadistica de la Universidad Nacional desde
Febrero de 1990. Debemos seiialar que el materialaqui presen-
tado contiene apenas unos puntos b@sicos que no pretenden dar

una visidn completa de este tema.

En la primera seccidn identificamos las estructuras en
las cuales est@n definidos los procesos que vamos a estudiar,
sefialando las propiedades que diferencian a estas estructu-

ras de las estructuras adaptadas en un parametro.

En la segunda introducimos diferentes tipos de martin
galas y las relaciones existentes entre ellas, asi como algu
nas de sus caracterizaciones. Al final presentamos el ejem-
plo basico de proceso estoc@stico: el movimiento Browniano;
alli definimos tanto las 0-3lgebras como el proceso en si,

haciendo todas las demostraciones pertinentes.

En la tercera presentamos una familia especial de es-

pacios adaptados con dos parametros, la cual es una exten-
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8idn natural al contexto en dos pardmetros de una familia de
espacios construidos por métodos no esté@ndar; presentambstqg
bién una construccidn intuitiva del movimiento Browniano en
dos par@metros utilizando técnicas no estdndar que extienden

las originales de Anderson en un par@metro.

Reconocimientos.

Este trabajo fue financiado parcialmente por Colcien-
cias y la Universidad Nacional de Colombia dentro del proyec
to de investigacidn "Procesos Estocdsticos con dos Parime-

tros".

1. Conceptos bdsicos.

En esta seccidn vamos a introducir los conceptos funda
mentales de la teoria de procesos estocdsticos con dos para-
metros. Como la teorfia que presentamos es una extensidn dela
conocida en un parametro, necesariamente tenemos que asumir
que el lector tiene un conocimiento bidsico de &sta; En Albe-
verio (1986), encontramos una excelente introduccidn a la pro-
babilidad y a los procesos estocdsticos, y la coleccidn (De-
llacherie-Meyer (1975)) es una referencia indispensable para
todos los interesados en los fundamentos de la teoria gene-

ral de procesos estocdsticos en un parimetro.

En lo que sigue, vamos a trabajar sobre espacios de pro
babilidad completos (R,F,P), con F una o-dlgebra sobre 2 y P
"una probabilidad sobre ¥. El primer concepto que presentamos

es el de espacio adaptado, que es precisamente la clase  de



estructura sobre la cual se desarrolla la teoria que vamos a

estudiar.

DEFINICION 1. Un espacio adaptado con dos parametros es
una estructura de la forma § = (Q, ?(A .t) @, telo, 1]z ,P) en
donde (f(6,t))(é,t)€[0,1]2 es una familia de sub-o-algebras
de ¥, llamada filtracidén en dos pardmetroes, que satisface

las siguientes condiciones:

Fl - Dadas (4,£) y (4',%') en [0,1]2 tales que 4< 4" yt<gt',

-denotamos esta relacidn por (4,%) < (4',£')- entonces

Pty S P2y

H - —i .
'F(O,O) es P-completa

F3 - Para cada (.0, Fi ) =M e, 01720
en donde el intervalo ((4 ,.t),(l,l)] denota el conjunto

{G",2") : (5,8 < (8',£") y (8',2") € (1,D}.

Nuestro interés central es estudiar procesos que viven

en los espacios que acabamos de introducir; teniendo en cuen

ta el nuevo conjunto de indices de tiempo, modificamos la de

finicidn de proceso estoc@stico en la forma obvia.

DEFINICION 2. Un proceso estocistico con dos parametros
sobre § es una funcidn X: QX [o, 1]2 + R, medible con respec-
(1 I)XR, en donde £ es la medida de Lebesgue en [0 1]

b

Otra forma de mirar un proceso es como una familia de varia-

toa¥

bles aleatorias sobre , con conjunto de indices [0,1]2 y lo

denotamos X = (x(é,t))(b,t)e[o,l]z 5

75
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Como sefialamos en la introduccidn, la principal dife-
rencia que aparece en el desarrollo de la teoria de procesos
con dos parédmetros es la no-linealidad del tiempo. Este he-
cho hace que el concepto de la informacidn que estd conteni
da en las filtraciones cambie radicalmente, y por lo tanto
ha sido necesario imponer ciertas condiciones que permitan
desarrollar una teoria adecuada de martingalas en este con-
texto (ver la discusidn en Walsh 1986). La siguiente condi-
cion fue introducida por Cairoli y Walsh y se ha convertido,

practicamente, en un axioma de la teoria.

DEFINICION 3. Ur:a 2-filtracidn (F(A,zt))(b ,I)E[O,l]z’ sa-
tisface la condieion (F4) o condicidn de Cairoli y Walsch si

cumple:

Dadas (Ayt) y (6',at') con 4 £ 5’ y > >/'t', entonces F(A «t) Yy
F(é. ") son condicionalmente independientes dada F(A A

NOTACION. Dadas parejas (4,1) y (4',£') con 8 £ 4' ¥y
t > 1', denotamos esta relacidn por (4,£)A(4',2'). La pareja
(4,%') se denota por (8,L) A(s',2").

La definicidn anterior utiliza el concepto de indepen-—
dencia condicional entre O-algebras que es sencillo, pero no
muy conocido en la literatura de la probabilidad. Como este
concepto es crucial para todo nuestro trabajo, lo presenta-
mos aqui y estudiamos en detalle algunas de sus propiedades.

El libro de Loeb (1979)es una buena referencia.

DEFINICION 4. Dadas o-dlgebras ¥, G y H en un espacio de
probabilidad comiin, decimos que ¥ y G son condicionalmente

independientes dada H, si
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Para todos A €F y B «§ se cumple que P(AB|H) =P(A|H)P(B|H).

La siguiente proposicidn reune las propiedades mis ele
mentales acerca de este concepto, su demostracidn es sencilla

y la dejamos al lector interesado.

PROPOSICION 5. (a) Si J{ es la o-algebra trivial {@,Q}, en
tonces: Fy G son condicionalmente independientes dada H si

y solamente si F y § son independientes.

(b) Si {{ es la o-dlgebra+p(R) entonces cualquier par de o-al

gebras son condicionalmente independientes dada H.

(c) ¥ y G son condicionalmente independientes dada Hsiy so
lamente si E(XY|}) = E(XI}OE(VIH) en donde X y ¥ son varia-

bles aleatorias positivas medibles con respecto a ¥ y §.

(@) F y G son condicionalmente independientes dada H{ si y so
lamente si E(X|GvH) = E(X|H) en donde X es una variable alea
toria acotada y medible con respecto a F. En donde § VH es

la menor o-3lgebra que contiene a § y a H.

Como consecuencia inmediata de esta proposicidn pode-
mos presentar un par de formas equivalentes de la condicidn

F4 que son utilizadas regularmente.

PROPOSICION 6. Las siguientes propiedades son equivalen-
tes:

(a) La condicidn F4. '

(b) Si (4,£)A(s',£') y X una variable aleatoria acotada,
EEXIF G, 0)1F(gr, 210 = EEKIF G 001,000

= EXIF, g0
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(c) Si (4,8)A4"',2') y X una variable ’F(b' t,)—medible .

EX|F E(X|F

5,2 = 6,2

Ya hemos introducido un buen niimero de conceptos nue-
vos y por lo tanto este es un sitio adecuado para mostrar
que realmente existen objetos con las propiedades propuestas.
A continuacidén presentamos los dos ejemplos de filtracionmes
con dos parametros mis comunes en la literatura. Mis adelan

te veremos otro igualmente importante para este trabajo.

PROPOSICION 7. (a) Sean (Q,(‘T"t),P) y (P,(GI),Q) dos espa-
cios adaptados que satisfacen las condiciones usuales en un
parametro (i.e. las condicioneg F1-F3 con el orden sobre
[0,1] en lugar de [0,1]2, (Tomo I de Dellacherie-Meyer (1975))
entonces el espacio adaptado en dos parametros definido por
(QxI‘,('FAXGt) (4,t),PXQ) satisface la condicidn F4. Denotamos
por F(é,t) el producto 'FAXGI’

(b) Sean (’Ft) v (Gt) dos filtraciones sobre ) que son inde-
pendientes y satisfacen las condiciones usuales en un parime
tro. Entonces el espacio adaptado en dos parametros definido por

(S'Z,('P'4 th) (b,.t)’P) es adaptado.

Demostracidn: (a) Nos preocupamos solamente de verificar
la condicidn F4, las otras son de rutina. Utilizamos la ca-
racterizacidon de F4 dada por la condicidn (c) de la Proposi-
cidn 6. Denotemos por z = (4,%) y w = (8',1') y supongamos
que zZAw, y sea v=ZAW. Queremos verificar que dada una va-
riable X fw-medible, tenemos: E(X|FV) = E(XI‘P’Z).

La demostracidn se hace con un argumento de clase mond

tona. El primer paso es el mis importante: verificamos la pro
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piedad para funciones caracteristicas, por lo tanto podemos
suponer que X es de la forma Xpxg con A e‘FA y B Egt y veri

ficamos que
EGuxglF) = ECglFp s ().

Observemos que por la definicidn de esperanza condicio
nal y dado que 'FU =¥ , las dos variables en (*) son 'Fw-med_i;
bles; por lo tanto, para demostrar su igualdad debemos pro-
bar que para todo conjunto de la forma CxD, con C FA’ y

D EFI’ se tiene:

ijvE (Xaxgl®) = [CXDE(xAxBer) .

La expresidn del lado derecho es facil de calcular: ob

servando que CxD = Fw se obtiene que es igual a P(AC)Q(BD).

Trabajamos ahora el lado izquierdo, utilizando el teo-

rema de Fubini tenemos:

j oo Xexsl™ - f e Bl TG - jACxDE(XQXBIFAxg,t' ydPxQ

= JDJACE(XQxBlféxgt')deQ=P(AC)[DE(XB|§I'MQ:P(AC)Q(BD)'
(b) La demostracidn es un sencillo ejercicio. A

Para finalizar esta seccidn presentamos otra propiedad
de las filtraciones que en ocasiones es utilizada en la teo-
ria de procesos con dos pardmetros (Korezlioglu y otros
(1981), Dalang (1989) y Doob (1967)), y que md3s adelante miraremos

con un poco mis de cuidado.
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DEFINICION 8. (a) Dos g-dlgebras ¥ y § son CQI (del in-
glés Conditionally qualitatively independet) de H, si para
todos A= Fy B §, se tiene que:

{P(A|#) > o}n {P(B|f) > 0} ={P(AB|®) > 0} .

(b) Una filtracidn con dos par@metros (F(A t)) tiene la pro
s

piedad CQI, si para todos Z y W, con ZAw y v=zAW, vale
que Fz y 'Fw son CQI de ‘Fu.

Por el momento nos vamos a contentar con dar una forma
bastante interesante de este concepto debida a Dalang (1986) y

y que puede valer la pena estudiarla en si misma.

DEFINICION 9. (a) Sea (24',)4'_61 una familia de variables
aleatorias definidas sobre un espacic de probabilidad

(2,F,P). La (c.s. Gnica) variable 7deQ enRr que cumple:
(i) ? < Zi c.s8., para todo { &« ], y
(ii) si X satisface también (i) entonces se tiene X < ? cs.

Se denomina el Infimo esencial de la familia y se es-
cribe 2 = essinf 24._.

(b) Sea Y una variable aleatoria sobre  y G & ¥. El supre-
mo condicional de Y dada §, denotado por S(Y|§) es el
essinf{Z : 7 es G-medible y Z > Y}.

Dalang (1986) ha demostrado que este nuevo operador se
comporta formalmente como la esperanza condicional y con €l

ha caracterizado la propiedad CQI, de la siguiente forma:

TEOREMA 10.(Dalang 1989). Una filtracidn (F(A t)) satisface



CQI si y solamente si para todos Z y W con ZAW y v=2ZA W se

tiene que para toda variable X positiva

S(S(X|F)|F,) = S(SKX %) |%,).

2. Martingalas.

Como sabemos, la familia mds importante de procesos en
el andlisis estocastico son las martingalas. Debido a la no
linealidad del tiempo, de manera natural podemos obtener di-
ferentes tipos de martingalas en dos parametros. En este ca-
pitulo introducimos lasmids conocidas y presentamos algunos
de los resultados mis importantes. Sorprendentemente, sdlo
hasta muy recientemente se han probado resultados que expli
can las relaciones que existen entre las diferentes nociones
de martingala que presentamos en este capitulo. El articulo
de Merzbach y Nualart (1985)trae la exposicidn mds completa

y actualizada de este tema.

A un espacio adaptado con dos par@metros

‘_2 - (Q,(‘F(A ’;C))(é ’,t)c[o,l]z 'P)

le asociamos las siguientes filtraciomnes:
si (s,8)=[0,1]?

1
1) ¥ = \V F
4,2 o<ugl

2)1’2 = V F

4,2) o<vgl

@ = Fes, 1)

w,t) = T,

2

= ¥l
@, =Te,nY Te,0 "

%*

3) ¥

81
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Es claro que si el espacio adaptado satisface la condi
cidn F4, 7(6 ) y F(A 1) son cond1c1onalmente independientes

dado f(b P para cada (4,1) = [0 1] y ademds si X es una va
riable aleatoria,

2 2 1
E(E(xlfl(é’t) |5, )) = EEXIF 1) [y 49

EXIF s, 1))

Es fdcil verificar, que si se cumplen estas Gltimas identida

des, entonces el espacio adaptado satisface F4.
DEFINICION 1l: Un proceso estocistico

X=X, 00 6,0e[0,1]?

sobre Q es 'F (4 t)-adaptado si para todo (4,%) z[O,l]2
(A 1) es ?(A 1) -medible. Esta nocidn se puede extender tam—
bién a las filtraciones F(b 1) vy ?(4 P definidas anterior-

mente.

DEFINICION 2. Dados § un espacio adaptado con dos pardme-
tros y M = (M s, I))(A t)e[O 1]2 un proceso estocastico sobre
2, cuadrado 1ntegrab1e, es decir E(M(é /t)) < « para todo

4,8 =[o, 1] . Definimos:

1) M es una martingala, si M es T'(é t)-adaptada y para todo
3
(5,%) < (&,4")se tiene que

EMr ey [P0 =M, ey o8

Esta nocifn es la extensidn natural de la definicidn ya cono

cida de martingada en un pardmetro ( Billingsley, 1979).

R e —



2) M es una martingala débil si M es T"( 5,2) adaptada y para
todo recta@ngulo R = ((5,£),("',1' )] con 4 < &', £t < 1.

EM®) |Fy 4y) =0

en donde M(R) es el incremento de M en R y estd definido co-
mo M(R) = M(A',t')-M(A',t)-M(A,t')m(A,t)’ con esta nocidn

podemos ver claramente la diferencia entre las teorias enumo
y dos parametro. En un par@metro esta nocidn seria igual a
la de martingala pues los incrementos del tiempo son linea-

les.

3) M es una {-martingala ({ = 1,2), si M es ft’ 2 adaptada
y E(M(R) 'T(A t)) = 0 para cada rectidngulo

R= ((,0),@",1)], 8 <a', £t< 1.

4) M es una martingala fuerte si es F(A 1) adaptada, se anu-

la en los ejes y para todo rectdngulo R = ((4,%),(s',1’ )]

*
EMR) |Fy 49 =0 -

Estos conceptos fueron introducidos inicialmente por Cairoli,

y Walsh (1975), Zakai introdujo adem@is el siguiente concepto:

5) Una {-martingala tiene incrementos ortogonales en el sen-
tido 4, ({ = 1,2), si para cualquier par de rectdngulos

Ry = ((85,2)), (45,2)] v Ry = ((8],2]), (85,23)], 8, < &5,
2, <%y, 8] <4, t_'l < 1, se tiene

EGIR-MR) | Feg,trncsy,ap) = ©

6) Una martingala tiene incrementos ortogonales si tiene in-

83
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crementos ortogonales en el sentido £, (L = 1,2).

A continuacidn damos algunas relaciones que se han es

tablecido entre las diferentes clases de martingalas.

PROPOSICION 3.5i Q = (q, (f‘(A /t) % t)E[O 1]2 P) satisfa-
ce las condiciones (F1)-(F4) y M = (M(é,t))(b,t)c[o,l]ﬂ es
una martingala en Q, entonces M es una {-martingala, para

4=1,2,.

Demostracibn. Supongamos que M es una martingala sobre Qy
sea R = ((5,%),(8',2')] cons & <", £ < 2

MR = Megr vy “Mar 2y~ Mg 00y "M,z )

Veamos que E(M(R)Iftb p) =0 hagémoslo para 4 =2,
EGHR)[F7, o) = ECO o sy HMigr )15 )

2
- B ey Mg, 0)1F s, 0

2 -
Como Fiy oy = Far,ty 7 M,y M, 2y o8 ¥ (s, 1)-medible
utilizando la proposicidn 6c) Cap.l obtenemos

2
EC(Meg, 21y '”(A,t)l"%a,tﬂ = E(Meg oy =M 0Fer 1)

= E(M oy M 0lFe,0) = 0

Esto Gltimo por ser M martingala.

Andlogamente, M(A',zt') _M(A',t) es f(b' ot )-medible,

entonces
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2
E(r oy Mgr 1%, 1) "E@eg ey M o Fer,0)

" E M gy M elTer 0) = 0

Por lo tanto E(M(R)lf%A P
Por simetria se obtiene E(M(R)|Ft!b t)) = 0.

NOT 1 :
A. Sea (M(é,o)leb,l.% es una 1:-(6,0) mart::.ngala y
(M(O,t))t€[0,l] es una f(o,zt) martingala o si M es cero en

los ejes como en la definicidn de martingala dada por Merz-
bach y Nualart (1985), el reciproco de la proposicidn también
se tiene: en efecto, si M es 1 y 2 martingala, es F(A )"

adaptado ya que ‘Fa ’t)ﬂ T%A,/t) - ‘F(A,t)'

PROPOSICION 4. Sea Q como en la proposicidm 3. Si M es una
{-martingala para { = 1,2, entonces M es una Martingala sobre

Q'

Si (8,1) < (4',%'), sea A = ((A,o),(é',-t)], 114.1) =
£l
(s,0)

E(M(A)|f(6,t)) = E(E(((M(é',t) 'M(A"t)) - (“(6',0) -

1
= Mg, o) ¥ (5,00 1Fs, 90 = ©

y
ECM 1,0y Mes,0) o, 000 = EECMG oy =My o)

1
f(A,o))lf(s.t)) =0,

1
entonces E((M(A',.t) -M(A,.t))lr(b,t)) = 0.
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Simult@neamente si B = ((o,.t),(é,t')], E(M
If(b,»t)) =0 y asi

@, M, 8)

E(Mgr, 2 M, 0 P09 = B oy M ) 1F e, 29

S B M) 1P, ) E M ey M ) FG, )

= E(Mign oy Mg ey Mg oy = M, 0)IF s, 2

1

y asi M es una martingala.

NOTA: Es facil ver que toda martingala fuerte es una {-mar
tingala y por la proposicidn anterior es entonces una martin
gala.

También es inmediato que toda martingala es una martin

gala débil.

El siguiente teorema nos da una caracterizacidn para
las {-martingalas con incrementos ortogonales en el sentido
A, estd enunciado mis no demostrado en Merzbach y Nualart

(1985). A continuacidn hacemos la demostracidn.

TEOREMA 5. Sea M = (“(b,t))(é ,t)E[O,l]z una l-martingala
cuadrado-integrable, que se anula en los ejes, las siguien-

tes condiciones son equivalentes:

a) M es una l-martingala con incrementos ortogonales en el

sentido 1.

b) Para todo .t1 < tz las martingalas de un parametro M(*,%) y
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M(. A1) T M(, £2) son ortogonales, es decir su producto

es una martingala.

c) Para todo &) < %,, <M., 4, Mty Mty =9

La notacifn <X,¥> significa que (K, 4+.Y(y >) (5, #)¢[0,1)2

es un proceso B que es la diferencia de dos procesos crecien
tes y B es tal que XY-B es una martingala débil (martingala

en caso de un parametro).
d) Para cualquier rectdngulo R = ((4,%),(s',L' )] , con &4 < &'
<z
2 1! 2 el
ke (R)lf(b,t)) = EGHIR) If(b,t)) :

2

2 2 2
@, 2 "M,y M, tH

WA R) = M .0

2 2
MR = Mgn ey “Ms, 2y =~ Meer, 0 M, 00"

Se tiene una proposicidn andloga para { = 2.

Demostracibn: a) => b) Sea 4, <85, debemos demostrar que

ECMey, 2 Msa,20 M2, Mot M0, M 60,4

1
Fisy,2)) = 0
Sean R, = ((6,0), (6,02)] ¥ Ry = ((5,,2)), (,.1,)].

Por hipdtesis E(M(RI)M(RZ) lfté1 .t)) =0

1
ECM G, 1) Mesy, 200 1F sy, = 0
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y
1
ECM s, 20) Moy, 1T 50,000 = 0
1
ECM gt "My, 2002 1F,,00) = O
y

E((M(éxrtz) (61.151)“:(41 t))

1
0= E(M(RI)M(RZ)F(M,,t)) = E((M(Az.tl)

Mot Wes 2y Misr 0 Mese )
(Al,tx))lf(bl,t))

EM 20 Mss, 1) M52, Flo. 2 )

HEM G 2 My M0 F iyt
" B M 0™ 61,20 sy, )
((4,.11)(“(41.1.2) 1,20 P51,

EM ey, 20) Pesas )Mo 200 1oy, )
Ma1,2) Msy,2) = Msy,20)?

- (M(h ot2)” (61 ,tl))E(M(éz .11)) lf(éx ,t))

EM

“ M, e00E My, 2 M2, 20 61,0

Mgr 0 Moty Msa, 20 (Flonn))

~ M(él.tn)m(bx.»tz) -M(61.4‘-1))

= Mian, ) My, 60 M 0,80



89

Misr,t) My, 20) = Msy,2)) = ©

es decir M(A ,t;)(M(é . tz)-M(A . »t1)) es una martingala res-

pecto de Fi, 4= Fiy, 1)

b) => ¢) es inmediato por la unicidad en la definicidn del

operador <¢,*> ,
¢c) => b) Es igualmente obvio.

b) = d) Sea R = ((Ahtl),(éz,tz)], dividimos el recté@ngulo
((0,0),(42,%2)] en cuatro recténgulos disyuntos:

A= ((0,0),(,0], R, By C.
Se puede observar que
MZ(R) = M(R) (M(R)+2M (A)M(R)+2M (R)M(B)+2M (COM(R)+2M(C)M(B).
Como M es cero en los ejes
21
EWERFG, 1)) = EWRFG, 1))

1
M e EMRIF 2y

F 2 M DEURF o)

* ZE((M(Az.tl) (61.11))M(R) ”‘(b 41 ))

1
+ 2B Mo ey M) My e Ms1, 20 Fn, )

- E(M(R)zlrhx ,11))

1
+2BM, 2y Mgt M6, Fisrt)?
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1
2EM gy, )M, 200 M, 201 Fisa, 1))

1
- Wi e EURIF G 1))

+

1
(Mg ) Mo, 200 M0, 201 F a1,

211
- Z(M(éx.ih)-M(él,tl))M(ét,t1) = EM®) IF(AI,Il))'
1
2EM g 8y Misa, ) Msa, 00 | Fiar, 200
20y ) Mesr, 200 M ey, 1)

se cancelan por hipdtesis de b).

d) => a) Sean Rl y Rz rectangulos vecinos disyuntos defini-
dos asi: Ry = ((8;,%)),(65,2)], Ry = ((8,,2,),(8,,25)]

MR, UR,))? = (MR HHIR,))
= HRDZ +MR,)Z + MR DHR),
por hipdtesis
ECM®R, URIZ[F, o)) = EMPR URY [Fy )
=EUR P +HR)? + MR OURIF (4 )
= EMPR) +MER,) +ZURDHR,) [y o )

entonces,

E(M(RI)M(RZ)W%M’tl)) =0

DU 2 2 2
MER  UR,)) = ME(R)) +M°(R,).



Si
Rp = ((81,2)),(8,,2)], Ry = ((3,,2)),(85,2,)]

1
EMRDMR [F(, 4 3) =0

en forma an@loga al caso anterior.

Ahora, si los rectingulos son
Rl = (célgtl),(bzatz)], Rz = ((Azszi)n(bsntﬁ)]

1
EMR MR, |F = EEMRDMR) [F

1
(61.1:1)) 62,12))”(61.11))

E‘“(%)E(“(Rz)lfhz,zz)’"tu,m’ =0

por ser M l-martingala.

S1 Ry = ((8,,2)),0,,%,)], Ry = ((81,2]),(85,%})] rec-
téngulos disyuntos arbitrarios en [0,1] » se puede observar

que
1 -
EMRDUR) [Ty, 21y a1,28)) = ©

utilizando un nimero finito de veces los dos casos anterio-

res,

COROLARIO 6. Toda M martingala fuerte cuadrado integrable,

es una martingala con incrementos ortogonales.

Demostracién. Como una martingala fuerte es un l-martinga-

la con 4L = 1,2, basta verificar que

2 1 2.1
BRI (5 01y = EU®TT, 1,5

91
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para R = ((A.I),(Al,tl)] en 4 < 4,, 1< 'tl .

Utilizando la misma igualdad que en el teorema &,
b =>d, y el hecho de que si (s',2') « ((0,0),(4,,¢))] -
((s,2), (61,1 )] entonces es T"*(b ,t)-med:.ble, se
el

ptiede ver facilmente que E( (1.1 )) - E(M(R) |

Flar, 20

A continuacidn daremos un ejemplo de un proceso esto-
c@stico con dos pardmetros en donde la filtracidn cumple las

condiciones F1-F4 y el proceso es una martingala fuerte.

Ejemplo: Movimiento Browniano en dos parémetros.

Este ejemplo lo encontramos desarrollado en .Mnyer(1985)
y en Walsh (1986) aunque en Meyer (1985) de una forma diferen
te ademfs de interesante.

Sea (2,F,P) un espacio de probabilidad P-completo, un
movimiento browniano en dos parimetros es un proceso estocds
tico W(s,2),(s,8) « [0,1]%, tal que:

1) W(,0) = W(o,t) = 0

2) Para rectaéngulos disyuntos Rl = ((bl,tl),(bz,tz)],
R, = ((81,%)), (b'z,ti)]. W(R,) y W(R,) son independientes.

3) La variable aleatoria W((s,%), (4+u,f+v)) (u,v) > 0 tiene

distribucifn normal con parametros (o,uv).

Para demostrar la existencia de un tal proceso se cons
truye una familia W de vanables aleatorias’ {WA < BCRZ) .

(A es un conjunto de Borel de l{ ) con medida de Lebesgue
|A| < =} : que satisfaga
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i) QA tiene distribucién normal N(0,|A|)

ii) Si A y B son disyuntos, las variables QA y WB son inde-
pendientes y se cumple wAUB = WA + WB.

ii) W4 — 0 en probabilidad si An L
n

A esta familia se le conmoce con el nombre de Ruido
Blanco., En efecto, se toma un proceso de Gauss con indices
en los conjuntos de Borel de medida Lebesgue finita, para
que satisfaga i) y ii), este debe ser un proceso de Gauss

con media cero y funcidn de covarianza C dada por
C(Wy,Wp) = C(A,B) = E(W,-Wp) = |AnB|.

Por el teorema general de Gauss demostrado en Doob (1967) ,»
si C es positiva definida, existe un proceso de Gauss con

covarianza C y media cero.

Veamos que C es positiva definida. En efecto, sean Al
y Az conjuntos de Borel eniR? de medida de Lebesgue finita

y sean a, y a, nimeros reales, entonces

la (aCA; A = Z_{a“"aj foi(x)xAj(x)dx

A=4
- [Qagm o) s 0,
donde

1, x=4;

(x) =
XAA'. o, X¢Aj’ .

Como C es positiva definida, existe un espacio de probabili
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dad (8,?,?) y un proceso de Gauss en &l, con media cero vy

' {WA} que satisface i) y WA y WB son independientes cuando

ANB = &. Ademds si A y B son disyuntos se tiene:

EC, + Wg-WAUB)D

- 2
EWE + U + Woug +2Wplg - 2Wply g = 2Wgllg

= |A| +|B| +|AUB| -2|A| -2|B| = 0

dado que E(W,Wp) = [ANB| = 0, por lo tanto Wy +Ug = Wz
obteniendo ii).

Por la aditividad de W, (H(p =0y asi E(“’An'%) =
IAnI —+ 0 si An+¢, por lo tanto wAn +0enLly ast
wAn—> 0 en probabilidad obteniendo iii), y concluyendo ade

mids que si An+A, entonces WAnHUA en probabilidad.

Definimos ahora un proceso estocdstico

w 2
{ (4.t)}(é,t)€[0,1] como  Wes 49 = Y((o,0), 6,0]

Este es un proceso Gaussiano con media cero y

EW iy, 20 Yo, 22)) = l((0,0).(61,t1)] N (€0,0), (5,,2,)]]

- (61 AAZ) (tl Atz).

Ahora pretendemos definir la filtracidn respecto de la
cual &ste procesoesde Wiener con dos pardmetros. Para AERZ 3
de medida finita y A< B®®), F, = ollg: B < B®?),B=AVN,
donde N es la coleccidn de conjuntos de medida cero. Notemos

que si ANB = 9, FA y FB son independientes.
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Sea ahora (4,1) = [0,1]2,

Fe,n = Flo,0,6,0]

Demostraremos que el proceso con esta filtracidn es adaptado,

pero antes necesitamos el siguiente resultado:

TEOREMA 7. Sea {01} ina sucesidn decreciente de conjuntos

de Borel de medida finita, tales que f|D j= ¢, entonces [[Fp .

es trivial, e.d. si B cﬂfp .» P(B) =0, 6, P(B) = 1. ,
i 1
Demostracién. si Ag Rz y |A| < =, entonces |A-D |+ |A]

y por lo tanto wA = lim WA Dj como (A-D )ﬂv = 9, WA D .

]
es independiente de %D y por lo tanto de ﬂ fp Sea

B = ).l 'Fg ., Bes 1ndepend1ente de WA, para todo Ac 112 con

|A| < o, luego es independiente de ¥, en consecuencia P(B)=0

6 P(B) =1, lo que implica que ﬂnfpj es trivial.
1€

PROPOSICION 8. La filtracidn (F(A t) @, telo, 1]2 satis-
face las condiciones (F1)-(F4).

Demostracién. De la definicidn de la filtracidn se obtiene

enseguida que es completa y creciente, faltaria verificar
(F3) y (F4).

Para demostrar (F3), sea z < [0, 1] y sea {Z .} una su-
cesidon decreciente en [0 1] que converge a Z,

F e

Z

Fos N %

z<4 JEN

en forma natural, pero debemos mostrar la igualdad entre es-
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tas o-dlgebras, para ello es suficiente demostrar que para
todo A= F

PAIF,) =PAIN F, ;).
I7; |jg~ z4

Como la familia de conjuntos A = BNC con B cfz y

C =1:[0,1]2-((43,0),2] generan a ¥, es suficiente demostrar

que la igualdad se cumple para conjuntos A de esta forma.
Igualmente podemos expresar a fz = ‘Fv j con
Ui O ((0,0),zj.] - (€0,0),7].
Por definicidn fz es independiente de FD fi y por lo tanto

P(Alfzj) = P(Bn c“‘z;) = XB P(CIfzj) . XB P(levj):

por la escogencia de los z;, [| P.,=¢ ¥y
k) jeN J

Lim PA|F, ) = P(A] ,l.]N Foj)
i

j-)m
Por otro lado

Lim PA|F, ) = lim Xg P(C[Fp,) = XgP(C) = PAF)

3= ko

obteniendo P(Alfz) = P(A|
j€

! LN

Veamos ahora que se verifica (F4). Sean (3,%) y
@',2'") cons 4" y £> 2.

(€0,0), (5,8] = (0,0),(s,2)] U A

(€0,0), 4",2")] = ((0,0),(s )] UB
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con ((0,0),(6,1')] » A y B rectdngulos semiabiertos disyuntos
en [0,1]2.

Fo,0 = Fs,t VP4
r(él,tt) = T(A,t') VTB

por construccidn ?(A 1')? fA y ‘FB son independientes entre
?

si.

SLH P, 70 Fu e
H=H0H), H<Fi oy =%
=606y 6 =F,,11) 6<%

PAHNGIF (s 417 = PCH NG N (HyN G)) By 1))

XXy EOyr, %G, 1P 1))
X4, X6, EXupF s 21y) ECG,IF (5 41y)

= PWIF ¢ry) POIF 1))

Asi obtenemos finalmente F4&.

PROPOSICION 9. {w(A,t)}(A,t)e[O,l]z es una martingala fuer
te respecto de {F(A,t)}(é,t)e[o,l]z

Demostracion. Por definicidn de {?’(é t)}’ {w(é 4f)} es
’ s
f(A _t)-adaptada.
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Sea R = ((4,%),(",2")].

VR = Uegr, ) ~Uisr 1)) = Us 20y Vs, 00

“Veo,0),6",2] Yo, 1), 6,2
“ Vs, 6,t] " %

(€0,0),(8,8)] n ((4,2),(8",2')] = &, entonces Wp es indepen-
diente de ?(6 £)» como

1
F6,0 = Flto.00, 6,101, F 6, = Fito,0) 1,0)]

. - 1 5 o
wg es independiente de 7(A,t) y f%é,t) y por consiguiente de
F(A,I)’ obteniendo finalmente

EWQR [y 1)) = EQRIF(, o= EQR) = 0

y {w(é t)}(b £)efo,1]2 ©S POr lo tanto martingala fuerte.
14 » ¥

3. Espacios adaptados hiperfinitos con dos
pardmetros.

Nuestro propdeito en esta seccidn es presentar una fa-
milia especial de espacios adaptados con dos pardmetros que
nos servird para desarrollar en ellos los conceptos de 1la
teoria general de procesos estocdsticos con dos pardmetros.
Los espacios que vamos a comnstruir son la extensidn natural
al contexto de dos pardmetros de una familia de espacios que

fueron construidos usando métodos no-estidndar (por ejemplo
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Fajardo (1989), Keisler (1988), Albeverio y otros (1986) y que se
han convertido en la mejor ilustracidn de como ideas y té&cni
cas desarrolladas en el andlisis no-estdndar pueden ser uti-
lizadas en el tratamiento de temas perfectamente "estdndar"

(la terminologia es terrible!). En lo que sigue asumiremos

que el lector tieme un conocimiento badsico de andlisis no-es
tandar, al nivel por ejemplo de Fajardo (1989). Primero recoge
mos los conceptos mis simples e introducimos la notacidn ade
cuada. Los Gnicos trabajos escritos en este tema y que utili
zan andlisis no-estdndar son Dalang (1989)y Manevitz y otros

(1981), alli aparecen las siguientes definiciones.

w
DEFINICION 1. Sea N & N-N de la forma N = H!

(i) La 1inea discreta hiperfinita de tiempo es T = {0, 1/N,
2/N,...,1-1/N, 1}. Observen que dada la forma de N, se tiene
que todos los racionales en el intervalo [0,1] estdn conteni
dos en T. En dos parametros utilizamos como conjunto de tiem
po a T2. Las cardinalidades hiperfinitas de T y T2 son respec
tivamente N+1 y (N+1)2. El orden que definimos sobre T2 es

natural.

(ii) Vamos azfijar como universo hiperfinito al conjunto
Q= {-1, l}T = {w:T% > {-1,1} /w es interna}. La cardinali-
2

dad hiperfinita de { es 2(N+l)

(iii) Dado un punto Vv E:Tz, definimos sobre  la siguiente
relacidn de equivalencia interna: dados w y w' en 9, w R vw‘
si para todo U € v se tiene w(u) = w'(u). Es decir, hasta el

instante v, las funciones W y w' son indistinguibles.

(iv) Usando la relacidn anterior, definimos AU = {Ac Q:A es

interno y cerrado bajo %U}. Esta es un dlgebra interna y la
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estructura g = (Q,(Av)ueTz,P), en donde P es la probabilidad
contadora interna, es el objeto matemitico interno que vamos
a utilizar para modelar la evolucidn en el tiempo de la in-

formacidn y los procesos estocd@sticos que estudiamos en este
trabajo. Observemos que para v = (1,1), Au es el conjunto (in

terno) de todos los subconjuntos internos de .

(v) A partir de la filtracién interna que acabamos de definir
podemos construir un espacio adaptado estadndar

Q= (9’(fk)ae[0,l]z ,P) en donde (fk) es una filtracidn es-
tdndar sobre (), obtenida a partir de la interna de manera and
loga a como se hace en el caso de un pardmetro (Albeverio
y otros 1986). Asf: Dado (s,%) = [0,1]%, sea

(n a(A,)) vwN.

Fe, = Moy,

N es la familia de conjuntos P-nulos.

Tenemos ahora dos espacios para trabajar: el interno y
el estandar; como es usual en las aplicaciones del anilisis
no-estdndar, vamos a sociarle a cada concepto de la teoria
que se estd estudiando, en este caso los procesos en dos pa-
rametros, un concepto interno que nos permite traducir, por
medio de "levantamientos", al contexto hiperfinito, en donde
podemos hacer uso de las técnicas no-estandar, los problemas
que queremos resolver. La primera pregunta que nos tenemos
que hacer es: qué propiedad tiene el espacio { que acabamos

de definir? AcZ estd la respuesta dada por Dalang.

TEOREMA 2. (Dalang 1989): Q satisface las condiciones (Fl)-
(F4).

La demostracidn de este resultado, es una consecuencia
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inmediata de las partes (¢) y (d) de la siguiente proposicidn.

PROPOSICION 3: (a) Sea &1 = [0,1]2. Si X es una variable
I",L—medible, entonces existen un V & T:Z con v = 1 y una va-
riable interna X Au-medible, tales que °X = x. Recordemos que

a este X se le denomina levantamiento de X.

(b) Si X es un levantamiento acotado de una variable acotada
X entonces para cada & & [0,1]2 existe Vv & 72 con u & n, tal

que para todo U > v, u ¥ A, E(XlAu) es un levantamiento de

E(x|F).

(c) La filtracidn (A ) satisface la versidn 1ntema de la con
dicidn F4, denotada F4 para todos U,V y w=:T » 81 uldv,
W=uAv, Be Au.’ C= Av entonces P(BN ClA_w) = P(BlAw)P(CIAw).

(d) si (AU) satisface F4 entonces (‘!’n) satisface F4.

Demostracién. Las partes (a) y (b) son sencillas y se de-
muestran de manera idéntica al caso de un pardmetro (por ejem
plo Hoover-Perkins 1983). La parte (d) es trivial. Demostra-
mos la condicidn (c). Tenemos que verificar que para todos
= (ug,u,), v = (U,V)) v 4= (A1) en T2, si ubv, n=ulv
Be Au’ C= Av entonces P(BN C|A,) = P(BIA,L)P(CM,L).

De la definicidon de la filtracidn interna (Az), es su-
ficiente demostrar la anterior propiedad para conjuntos B y
C de la forma [w] 0¥ [m]u respectivamente. Por lo tanto, el

problema se reduce a verificar lo siguiente:

(1) Dados w, w', w" = Q, P([w’]un [w"]vl [w])L =
PClu'], | [l OPCE], | [u],)-

Por la definicidn de probabilidad condicional en el con-
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texto hiperfinito con P la probabilidad contadora interna y
observando que ambos lados de la igualdad son cero si no se

tiene w' { W R aw', (1) se convierte en:

(2) |[w']u n [w"]ul = | [w']ul | [w"JVI /|[w],|. Recuerden que pa-
ra un conjunto interno A, |A| denota su cardinalidad-ta-

mafio-hiperfinita.

Verificar esta dGltima igualdad es un sencillo ejerci-
cio de conteo hiperfinito. Desarrollamos el lado izquierdo.
Una grafica nos permite visualizar perfectamente lo que pre-

tendemos:

T

Uy 1

*

Siw « [w']un [w"] y» entonces por ser un punto en la
regidon sombreada su valor estd determinado por w' o por w".
Entonces, I[w']un [m"]vl estd dado por el niimero de puntos
de la regidon no sombreada, el cual es: 1 =l Uy =V U, F UV,
Asi:

- (N+1)2 (1-uyuz-v v+ Va)
|[“"]uﬂ[“’]v|'2 1U2=ViVatiyV2)
El lado derecho se calcula de manera similar y obtenemos (2). A

Ya tenemos a disposicifn un nuevo espacio adaptado en

dos parametros. Para qué sirve? Qué propiedad tiene?. Nues-
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tro objetivo a largo plazo es responder estos interrogantes.

Por el momento, en este primer trabajo nos vamos a limitar a
explorar los conceptos bd@sicos de la teoria en el contexto de
estos espacios. Los articulos de Meyer (1981), Walsh (1983) vy

Merzbach y Nualart (1985), sirven de referencia para los concep
tos que vamos a desarrollar. Como es usual, empezamos con el
proceso estoc@stico que, en todos los pardmetros, histSrica-

mente ha sido mds estudiado: el movimiento browniano.

E1 movimiento browniano.

Sea T, = {(0,k/N), (k/N,0), k= 1,2,...,N }, N < "§-§,
N=*H!. Sea Q= {-l,l}T To y sea P la probabilidad conta-

dora interna en Q.

s 2 * e
La caminata aleatoria interna B:xT~ + R estd defini-
da por: B(W,5,2) =0 si (s,1%) ¢=To y

B(W,s+1/N, t+1/N) = B(w,s,4+1/N) +B(W,s+1/N,2)-B(W,5,%)
+ 1/N W(s+1/N, 2+1/N)

es decir que

Bw,4.1) = ) YNW(s',2').
(8',2')5(s,1)

Denotamos por B ) al incremento de B en (5,%) y es
?

(w,

Bw,s,t) = BUW,s+L/N, £+1/N)-B(w,4 » 41 /N)-B(W,8+1/N, 1)

+ B(W,s,1)
= 1/N W(s+1/N, £+1/N).
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Por lo que B(w,4,%) tiene media cero y varianza 1/N%. B pue-

de extenderse linealmente a una funcidn definida para todo

4,1) « [0,1]2 como B(w,s,1) = B(w, -[f‘—l’ -[fl—wl Yie

Sea ahora b(w,s,%) := °B(w,4,%). Obtenemos resultados andlo-

gos a los de Anderson.

TEOREMA 4. b(w,4,%) es un movimiento Browniano en dos pard

metros, esto es:
a) Para todo (4,1) = [0,1]2, b(w,s,%) tiene distribucidn con

media cero y varianza 4%.

b) b tiene incrementos independientes.

c) b es continuo como funcidn de (4,{) para casi todo w.

Demostracién. a) Para una sucesidn real {An}, s, + 1,

*
n-+o giy sdlo si °SH = 1 para H € N-N. Siguiendo el teo
rema del limite central, como los W(4,£) son independientes

con distribucidn idéntica, para (4,%) = T2 y a real,

a 2
-X
P{Bw,s,2) < a} X ©(a/V3%), donde 0(a) = J—/% e /24y
es la distribucidn normal N(0,1).
Puesto que
B(w,4,%) = 2 INWGE',2')

(8',2")¢([Ns]/N, [N£] /N)

1 ) .
= TNa] Ve Y([Ns]/N) ([N£] IN) Wes', 2!
Na'l [N£ (6"t').s([N4]/N,[N,t]/~) ([ é]/ )([ ]/) 03 )
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entonces

PLB,s .t }=p 1 w( ',to
(w,5,%) <o {7[~41[th (A',t')é([zé]m:[N‘t]/N) o

£ —9—_ *Q (o} & 0 a
([Ns1/N) ([NEIN) H (7(iN6i/N)(thj/N)) (VR)

Como ® es continua, b(w,s,%) tienme distribucidn normal
N(o,s%).

b) Por construccidn claramente B tiene incrementos indepen-

dientes, lo que implica que b también.

c) Para verificar que b(w,*,*) es continua para casi todo w,
se demostrard que para todo (4,%) € Tz, B(w,*,*) es casi se

guramente S-continua en (%,4) X (1,1).

Definimos el conjunto interno ﬂm pr Msh =N como
’

n
Qm, = U {w: max B
4,§=0 (&, 0)€[L/NGHIN] %[ /NG+IN]  W,8,2)

~}

min B >
(8, ) €[L/NG+DNI X [§/N G+D/N]  (w,4,2) "M

[ -] [+ ]
entonces B(W,*,*) es S-continua en *[0,1]2 siw = | ﬂ Qm w
m=l k=1 "’

Sin embargo, usando argumentos de conteo y propiedades

de simetria de B,

2 <n?
@y, ) S WPImaX (0, 2/NY " (6, )€(0,R/N)?

1
B(W,é :'t) > 'ﬁ}

B(w,s,8) - mi

2 1
<n P{m“’t)e(o’Z/N)z|B(w,5,/t)| > = } <
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2 1
< 2n°P{max )2|B(w,5,t)| > g

(5,2)e(0,2/N
< 8n?P{Bw,2/n, 2/m)>2%}

(va que para al menos la mitad de los W con maxB(w,s,%£)> ;n’
B(w, 2/n,2/m) >—)

nvoaner ool L = 8n(1 -
R 8n(1- (5 W) 8n°(1-0(z-))

De esto Ultimo se obtiene que P(qm n) + 0 s8in—+>y por la
]
o-aditividad de P, B(w,*,*) es caso siempre S-continua, en-

tonces b(w,*,*) es casi siempre continua.

Después de la construccidén del movimiento browniano,
queremos empezar a estudiar las diferentes clases de martin-
galas que introdujimos en el capitulo anterior desde el pun-
to de vista hiperfinito. Este es un tema que exige argumentos
mis complicados de andlisis no-est@ndar y andlisis estocdsti
co y lo trataremos en otro trabajo. Como ya senalamos, en la
teoria con dos pardmetros necesitamos considerar varias fil-
traciones al mismo tiempo. Tenemos por lo tanto que asociar-
le a cada una de &stas, una filtracidn interna que juegue su

papel en el espacio adaptado interno que tenemos.

DEFINICION 5. Sea (A ) la filtracidn usual. Entonces,

a) Si z = (21,22) entonces la filtracidn QA ) esta definida

por Az A(Zl 1) De manera andloga se define CAZ

b) Si z = (21,22) entonces la filtracidn QAZ) estd definida
or — - o Py -
por A, A(z;,l)vA(l,zz) en donde esta {iltima expresidn re

presenta la menor *-3lgebra que contiene a las *-dlgebras

A(zl 91) y A(I’ZZ).
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Recordamos que las -algebras A(z 1) yA(l z,) 00

atdmicas, podemos ver que Az también es atdmica, con atomos

de 1la forma [w] _x = [w] (zhl)n [w] 1,z2)" Su cardinalidad

interna I[w] z*l se puede calcular facilmente y es igual a
(N-K) (N-R) en donde K y R estén explicados en la siguiente

figura, que nos ayuda a visualizar lo que queremos:

R/N

M

0 K/N 1

PROPOSICION 6. Sea (F)L) la filtracidn estdndar asociada

a (AZ). Six = (ll.l,ltz), entonces

(a) T",L = ‘F(nhl)n °v>()L1,1)o(AZ) vN, y la igualdad andloga
para ¥

* *
(b) 1:,'_ °V>(ILI,1)U(AZ) vN.

Demostracifén. La presentaremos en un trabajo posterior.
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Fé de Erratas
Articulo Procesos Estocésticos con dos Pardmetros I

Pég. Reng. Dice Debe decir

80. 42 independet independent

82. +5 E(E(XI3}, 8%, E(E(X8{,)8{,4)

8.+10 &, -

83 .+11 E(M(R)|F(.)) E(M(R)|%, ,)

& -—11 G(.") (-.")

83. =2 Fai) Blos 00)A 01 11)

84. -5 E((u(.,l') - M(',t)la?.l,()) E((M(’ ¢y = M('-‘))I’?l'.!))

84. -4 E((M(yv) — M(,)|8) E((My,4) — M(0,0)18(0.))

85. +1 E((M(s0) — M(,0187,) E((Myr ) - M(-v.:))lﬂ.,,,)

85 . +1 E((“(.O.gl) L= M(.v")la(‘, ')) E((M(.l"‘) ] M('l.'))l .,”))

85. 42 E((M(.c.v) = M, | 0)) E((H(.v 4 -U(.'. 13(.'.:))

85. -3 My ,0) — (..o)'ﬁ o1)) My 0) — M(,,0)) |) (o))

85. -3 E((“(-‘.o) = ‘l(-,o)lﬂ(.,o)la(.,t)) E((M(c',o) = u(oﬂ))lﬁt.,o)l’(a.ﬂ))

88. +5 E((M(s, 1) — M(s, 5,)I,, 1)) E((M(e, ,t2) — M(0,,0))I80,,0))

88. 49 E(M(,,)(M(s 1) — M(n.h))'a 0.1) E(M(sy ,8,)(M{s,,1,) — M(Ouh))lazn.‘))
88 .+10 E(M{e 4,)(M(n 12) — M(e, s N, .0 E(M(oy0,)(M(r,15) — “(n.h))lﬁf )
8. -5 (Mn,n) "u('ux))E(u(mh))la%n,t)) (M(r12) = Mo1,0) ) E(M(y 1) (u.t))
89. -1 2E(M(,, ¢,)(M(e,1,) = M(s, 1,) |, ) gl)) 2E(M(yy 1) ( Moy ,83) — M(0,1))IT n.h))
90 . +1 2E(M,, 1) - u(n.h))u(n.'l)"g .i;)) 2E((M{ey 15) = M{0r,0,)) M(0y,)|3 n-it))
80. +5 m(”(h.h)(u(h.ﬁ) - u(h.h)la q,c,)) m(u(n.h)(“(nh) = ”('l-h))w n.ﬁ))
1. +7 E(E(MRI)M(Rz)la(.,_g,))'a(n.h)) E(ﬂunl)M(R’)'azq.h))"zu.h))
1. =7 E(M(F)M(Ra),0) (1)) E(M(R))M(Ra)[3,, 4,)a (4 41))

95. +5 {D;} ;)

95. +8 |A-Dy|l|4] |4 - Di| 114

98. 43 Wio.u).teun] — Wioa) (o) Wico.ner e — Wi (o]

101. 47 umr v

101.+13 F4 F4

101. -3 P([w']s N [w"], |[w], P([w')s N [w"]s][w],)

102. —6 no sombreada sombreada

108.410 T, = {(0, k/n).(k/n,0), T, = {(0, k/n), (k/n, 0),

103. —-4 B('.,,') B('.l.t)

103. -3 (w,9,8) (w,0,8)

105. +1 eatonces entonces para o real

108. -6 we ., M, Om ¥ ¢ N1 Nz O

106. —3 max(s,c)e(0,/N) mAX(s 4)€fo,2/NP

105. -3 min(s «)e(o,R/N) min(, «)efo,2/N?



Pég. Reng. Dice Debe decir
105. -1 max(,q)g(0,a/N) MaX(s4)€f0,2/NP

108. +1 max,q)e(oa/ny |B(w,3,7)] > 1/2n max(,)efp,a/Np |B(w, 8, 1)] > 1/2m
108. +7 caso casi

107. -4 3l = F(n,1) n.,>(,.h1) o(A,)VN 3= F(na) = n'n>(n.l) o(A,)VN
107. -2 ¥ = ﬂ.>(n.n) o(AJ)VN L= nx)(n.r:) o(AJ)VN

La gréfica en la pigina 102 debe ser la signiente:

w1 V\n 1

La gréfica en la pdgina 107 debe ser la siguiente:
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