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Implementacion del método de estabilizacion de Peirov-Galerkin
en contracorriente para la solucion numeérica de problemas
altamente advectivos

The streamline upwind Petrov-Galerkin stabilising method for the numerical
solution of highly advective problems

Carlos Humberto Galeano Uruena!, Juan Miguel Mantilla Gonzalez? y Diego Alexander Garzén Alvarado®

RESUMEN

El presente articulo describe el método Petrov-Galerkin en contracorriente (SUPG) como técnica de estabilizacién de las solucio-
nes por elementos finitos de la ecuacién diferencial de difusién —adveccién- reaccién. En la primera parte del articulo se hace un
breve andlisis de la importancia de este tipo de ecuaciones diferenciales para el modelado de fenémenos fisicos en multiples
campos. Posteriormente, se realiza una descripcién unidimensional del método SUPG y se desarrolla la metodologia para im-
plementar la técnica en dos o tres dimensiones. Se presentan los resultados de un experimento numérico fuertemente advéctico y
de elevada complejidad desde el punto de vista numérico. Los resultados muestran cémo la versién de la técnica SUPG imple-
mentada permite aproximaciones estabilizadas en el espacio, aun para altos nimeros de Peclet. Gréficas adicionales de los ex-
perimentos numéricos aqui presentados pueden ser descargados de www.gnum.unal.edu.co.
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ABSTRACT

This article describes the streamline upwind Petrov-Galerkin (SUPG) method as being a stabilisation technique for resolving the
diffusion-advection-reaction equation by finite elements. The first part of this artficle has a short analysis of the importance of this
type of differential equation in modelling physical phenomena in multiple fields. A one-dimensional description of the SUPG me-
thod is then given to extend this basis to two and three dimensions. The outcome of a strongly advective and a high numerical
complexity experiment is presented. The results show how the version of the implemented SUPG technique allowed stabilised
approaches in space, even for high Peclet numbers. Additional graphs of the numerical experiments presented here can be
downloaded from www.gnum.unal.edu.co.
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En esta dltima ecuacion, ¢(x) es la funcién de campo escalar bus-
Introduccion cada, k(x)>0 es el coeficiente difusivo, z(x) es el campo de ve-

La ecuacién diferencial de difusién-adveccién-reaccién (EDDAR) locidad asociado al proceso advectivo, s(x) es el coeficiente fuen-

(1) es empleada para el modelado de miuiltiples fenémenos fisicos,
en areas como la actstica (Babuska et dl., 1995), el electromagne-
tismo (Rieben et dl., 2007), la dindmica de fluidos (Zienkiewicz et
al., 2000), asi como también para el estudio de problemas fi-
nancieros a través de la soluciéon de la ecuaciéon de Black-Scholes
(Smith, 2000), de problemas ambientales y de contaminacién
(Sanin et dl., 2007), poblacionales (Richter, 2008) y bioldgicos,
destacandose en este tltimo campo el modelado de los mecanis-
mos de morfogénesis (Dan et 4l., 2005).

—V - (k(x)V @) +ii(x)-Vg—s(X)¢ = O(x) sobre Q M

te (s >0 implica produccién y s<0 significa disipacién), g(x) es
la funcién de generacién o perturbacién y Q representa el domi-
nio del problema.

Aunque el método de los elementos finitos, bajo la formulacién de
Galerkin, es una técnica usada extensivamente para la solucién de
muchos problemas de ingenierfa, especialmente dentro de la me-
canica estructural de sélidos, resulta poco adecuado, en términos
generales, para la solucién de la ecuacién (1). El uso de la formula-
cién estandar de Bubnov-Galerkin para la solucién de problemas
predominantemente convectivos, lleva a respuestas marcadas por
fuertes oscilaciones alrededor de la solucién exacta (Zienkiewicz et
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al., 2000), especialmente en las zonas aguas abajo con fuertes va-
riaciones en el campo escalar g(x). Estas oscilaciones, denomina-

das normalmente wiggles (Brooks et dl., 1982), aparecen por la
caracterfstica asimétrica de la matriz de rigidez (K) del problema,
la cual es originada por la naturaleza no autoadjunta del operador
diferencial convectivo. Resulta claro entonces que entre mas pre-
dominante sea la componente convectiva sobre la difusiva, mayo-
res la asimetrfa en la matriz [k y por tanto mds grandes las falsas

oscilaciones dentro de la aproximacién aguas abajo.

Con el fin de eliminar dichas oscilaciones espurias se han desarro-
llados diversas técnicas de estabilizacion, entre las cuales se puede
mencionar el método Petrov-Galerkin de contracorriente (Stream-
line Upwind Petrov-Galerkinm SUPG; Zienkiewicz et &l., 1975), el
método de las lineas de caracteristicas (Zienkiewicz et dl., 1984),
el método de minimos cuadrados de Galerkin (Hughes, 1988), el
método de célculo finito (Onate , 1998) y el método de paso frac-
cional @ (Chrispell, 2007), entre otros.

El SUPG se basa en la modificacién de la matriz de rigidez em-
pleando funciones de ponderacién modificadas, de modo que se
otorgue un mayor peso a la informacién de los nodos ubicados a-
guas arriba. Este método de estabilizacién, planteado por primera
vez por Zienkiewicz et dl., 1975, fue usado formalmente por
Christie et dl., 1976 y Zienkiewicz et dl., 1977, y generalizado co-
mo técnica para problemas de adveccién dominante por Hughes
et dl., 1979. A partir de este punto han aparecido diversas varian-
tes alrededor del método, como las planteadas por Hughes et dl.,
1989, Baiocchi et dl., 1993, Harari et dl., 1994, Russo 1996,
Cockburn 2000 y Araya et dl., 2005, entre muchos otros trabajos.

El presente trabajo tiene por objetivo deducir las expresiones y for-
mular la metodologia requerida para la implementacién numérica
del método SUPG como técnica de estabilizacién de la solucién
de la EDDAR estacionaria, multidimensional y con coeficientes
vari-ables. En la primera parte del articulo se presentan los prin-
cipios de la estabilizacién con SUPG para problemas unidimensio-
nales y se exponen las consideraciones necesarias para aplicar el
método a problemas bidimensionales o tridimensionales en régi-
men estacionario. Posteriormente se despliegan algunos resultados
numéricos alcanzados en un problema de alta inestabilidad utili-
zando diferentes mallas. Finalmente, se presentan las conclusiones
del trabajo.

Consideraciones generales del método SUPG
como técnica de estabilizacién de la EDDAR
unidimensional

Con el fin de poder analizar el método SUPG para problemas en
varias dimensiones, resulta de especial interés comprender la
correccion inducida por el método en una dimension. Para esto,
se inicia planteando la ecuacion de residuos ponderados de la
EDDAR unidimensional, estacionaria, con coeficientes y funcién
de generacién constantes, tal como se expone en (2):

iW(kd2¢+u%—s¢—Qde=0 )

dx*

en donde W es la funcién de ponderacién. Aplicando integracion
por partes al primer término de la integral, se logra debilitar la
expresion y llevarla a la forma de la ecuacién (3), en la cual Q es
el dominio de problemay [ es la frontera del mismo.

J.Ciin¢d +u IW ¢dx stqﬁdx QIde+[ d¢} 3
x r

Empleando una aproximacién discreta del tipo b =S 4N, en

donde ¢, son los valores nodales y x son las funciones de for-
m

ma o funciones de prueba, y aplicando el método de Bubnov-
Galerkin, para el cual la W = N, se puede deducir la ecuacién de
ensamble general para un nodo interior ; (4).

oP, 40P\ [, of )\ K @
CEREA T AN R AN

En la expresion (4)

' ..., SON los valores nodales de la funcién
=127 Vit

¢ en tres nodos interiores consecutivos, p es el nimero adimen-
.
sional de Peclet, el cual estd definido como p Jﬂ‘%{, o es el
e 2

ndmero adimensional de Damkohler, el cual se define como
a—% , en tanto que h es la longitud caracteristica del ele-
u

mento. En esta Gltima ecuacién se puede ver la asimetria en la
matriz de rigidez inducida por el término advectivo, lo cual se
puede entender al analizar el mayor peso que esta técnica da a la
informacion proveniente de los nodos ubicados aguas abajo ¢, ,,

sobre la informacién de los nodos aguas arriba 4., (Zienkiewicz et
4l., 2000).

De acuerdo con (4) una manera de estabilizar la solucién, es decir,
de aminorar la asimetria en la matriz de rigidez, es reducir el
ndmero de Peclet, lo cual se puede alcanzar disminuyendo el ta-
mano de la malla. Sin embargo, esta solucién resulta computacio-
nalmente ineficiente en problemas en los que la componente ad-
vectiva es muy alta, como por ejemplo, en los problemas de di-
namica de fluidos altamente turbulentos (Vellando et 4l., 1999).

Una técnica de estabilizacién que permite obtener respuestas sin
oscilaciones espurias, descartando el uso de mallas extremada-
mente finas, es el método de Petrov-Galerkin en contracorriente.
Este método consiste en la modificacién de la funcién de peso, de
modo que se logre equilibrar la matriz de rigidez, ponderando con
mayor fuerza la informacién proveniente de los nodos ubicados
aguas arriba (Zienkiewicz et dl., 2000). Considerando el sistema de
ecuaciones (5), construido a partir de la unién de n—1 elementos
unidimensionales, asi como la ecuacién de ensamble (6), obtenida
para un problema sin términos de reaccién, se puede entender co-
mo el equilibrio de la matriz de rigidez en el método SUPG, alcan-
zado con la sobreponderacién de la informacién proveniente de
los nodos aguas arriba, lo cual equivale a aumentar el valor de los
términos g, por encima de los términos Kip-

Klll KIIZ O 0 O ¢] fi
0~ Ky Ktk Kt 0| 4|=| /]
N S A

1)¢l+1 = K54 l+(K1e]+1 +K3)é, +K€+l¢l+l =f
(6)

—(P.+1)¢_, +24+(P,

Esta modificacién en la formulacién de elementos finitos es equi-
valente a pasar de una formulacién de diferencias finitas centradas
a un planteamiento en diferencias finitas descentradas hacia atras
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(Zienkiewicz et dl.,, 2000), de ahi que esta técnica de elementos
finitos es conocida como la formulacién de Petrov-Calerkin en
contracorriente, o SUPG, del inglés Streamline Upwind Petrov-
Galerkin. En problemas unidimensionales, la sobreponderacién de
la informacién de los nodos aguas arriba se alcanza modificando
las funciones de peso i, de modo que se reduzca el drea bajo la
curva de la funcién de peso y,, al mismo tiempo que se aumenta

el valor de la integral de 7, a lo largo del elemento. Una pertur-

bacién simple inducida sobre la funcién de peso convencional,
que logra la modificacion requerida, se plantea en la expresion (7).

ah dN; 7)

W, =N;+
2 dx

En esta dltima ecuacion, dN/ es la funcién de perturbacion y

o es un coeficiente que se emplea para controlar el peso adicio-
nal sobre los nodos aguas arriba (¢v 1), pues una ponderacién ex-
.

cesiva harfa que este esquema fuera equivalente a un plantea-
miento en diferencias finitas hacia atrés, es decir, reduciria el mé-
todo a una aproximacién de primer orden.

Incorporando la nueva funcién de peso (7) en la ecuacion de resi-
duos ponderados (3), la ecuacién de ensamble (4) toma la forma
de la expresion (8).

—[1+ag(%+%)+ P(a +1)}¢F1 + 2(1—%;11 +Pa)p —

[HGPE(%%HEW )}ﬁ,ﬂ - ’; 0 (®)

lo que en el caso particular de un problema sin términos reactivos,
esta se reduce a:

2

9)
P

~[1+P(a+ D}, +20+Pa),

Derivacion del coeficiente de perturbacion
optimo

Dado que el empleo de un coeficiente de perturbacion muy pe-
quefio no permite la estabilizacion completa de la solucién, en
tanto que el empleo de uno muy alto conduce a una pérdida en la
exactitud de la aproximacion, se hace necesario determinar el
valor adecuado u 6ptimo con el que se debe perturbar la funcién
de peso original. Para la deduccién de dicho valor, se requiere
convertir la ecuacion de residuos ponderados (2) en un plantea-
miento autoadjunto, lo cual puede lograrse modificando la funcién
de peso W, multiplicdndola por una funcién conveniente p, tal

como se plantea en (10).

J'W [ u?—sqﬁ dex 0 (10

Debilitando y agrupando términos de la anterior expresion, se lle-
ga a la ecuacién (11):

d¢ dg

(1)
i{kgp— (k—+uij—YWp¢ QWp}dx 0

dx dx

De este modo resulta claro que si se desea que la expresion de re-
siduos ponderados contenga Gnicamente operadores autoadjun-
tos, entonces el segundo término de la integral debe anularse, tal

como se muestra en (12). De lo anterior se deduce la forma ade-
cuada de la funcién p la cual se plantea en (13).

kP

—+up=0 (12)
ax P

2Px

p=Ce " (13)

Al reemplazar el resultado de (13) en la ecuacién (11), se obtiene
la ecuacion (14).

2P 2Px

2P 2Px
h ,@dx+I—S,W.e h .¢dx—IQ,W.e b dx—=0 (14
dx o o

dW
'[k dx

Empleando una aproximacién discreta del tipo . _ < a-
P P PO g =>4,
m=1
doptando el método de Bubnov-Galerkin, se obtiene la ecuacién
de ensamble para un nodo interior ; mostrada en (15).

K¢, + (Kf}” + K54, + Klgz+l¢i+| =f; (15)

En esta dltima ecuacion, los coeficientes multiplicativos de los va-
lores nodales estan definidos por:

xi+h  2Px 2Py 2P, (2P, _
PO dN, N,k R )] (16
A d h 2P,
x;+h _2Px _2Px -2P,( 2P, _
Kt [ H Dy gk (17)
) e dx  h 2P,
c__ N, av, k(e ) (18)
K =- J. e o dx =
o x dx h 2P,
oot N, aN, k-] a9)
K3, =—I e N —2dx= Ep—
2 o e BT 2P,

En tanto que el término independiente 1,15 define en (20).

2P, (x;+h)

X, 2Px xith  2Px

fi=— J-eiTNszx— I e " NQdx= _Ohe h4P(ezp<‘ —1)Z (20)

x,—h X ¢

Reemplazando las expresiones (16) a (20) en la ecuacién (15), se

llega a la ecuacién (21).

Lopfet o) 2p(et—e?)  2p(i-e?) . OR (1)
(ep“—e )Z¢M+ (e“—eip)z #

G e P
Nétese que esta expresion lleva a una matriz de rigidez simétrica
(dada la naturaleza autoadjunta de la expresion de residuos pon-
derados), aun cuando los pesos con los que se ponderan los térmi-
nos 4.,y ¢, son diferentes. Asi entonces, al comparar los coefi-

cientes de la expresién estabilizada (9), con los coeficiente del
planteamiento autoadjunto (21), se puede encontrar el valor ade-
cuado para el coeficiente de perturbacién ¢, tal como se muestra
en (22).

e re ™ 1 1 (22)
a, =—————=_Coth(P,
b= = Con(n) -

En todo caso, el valor maximo de ¢ (o valor critico), con el que se
puede perturbar la funcién de peso original sin perder la informa-
cién proveniente de los nodos aguas abajo, estd dado por (23) y se
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deriva haciendo igual a cero el coeficiente que multiplica el valor
nodal $i1 €N la ecuacion (9).

1= o) o

Estabilizacion Petrov-Galerkin en
contracorriente para problemas de adveccién-
difusién bidimensionales

La revision del problema unidimensional resulta en extremo valio-
sa para el andlisis de la correccion impuesta por el método SUPC.
Sin embargo, el paso a problemas en dos o tres dimensiones ne-
cesita considerar algunos conceptos adicionales. Se puede verificar
facilmente como la ecuacion de ensamble (9), alcanzada con la
estabilizacion SUPG, puede ser construida de otra forma partiendo
de un planteamiento Bubnov-Galerkin y aumentando artificialmen-
te el término difusivo, tal como se plantea en (24).

d [(k+k )qu} da¢ _ 0 (24)

dx lx

donde es el término de difusivo incluido para estabilizar la so-

lucién y el cual se define como :%au}r Esta interpretacién

del método SUPG resulta especialmente (til para la generalizacion
de la técnica a problemas en dos o tres dimensiones. Asi como en
problemas unidimensionales la modificacion de las funciones de
peso es equivalente a adicionar un término difusivo que actda en
la direccion del flujo, para problemas con una o dos dimensiones
adicionales se debe garantizar que el efecto de la difusién artificial
acttie contrarrestando el efecto advectivo, el cual solo actda en la
direccion de la velocidad 5 (Zienkiewicz et dl., 2000). De acuerdo
con este planteamiento, una perturbacién sobre la funcién de
forma, como la escrita en la ecuacién (25), solo logra estabilizar el
efecto advectivo en la direccién x. De forma andloga, se podria
perturbar la funcién de ponderacion para estabilizar la adveccién
en la direccién j,, como se muestra en (26).

. w,
W, GO (25)
2 ox
. LehOW, (26)
i i 2 ay
De acuerdo a lo anterior, para lograr estabilizar la solucién en la
direcciéon de una velocidad en componentes bidimensionales se

requiere ponderar las perturbaciones planteadas en (25) y (26), tal
como se muestra en (27) (ver Hughes et dl., 1979).

W4 ah{ (6Wj+uj(6W,.ﬂ (27)
7 7 \ oy

donde 9, y 9, son las componentes de la velocidad en las direccio-
nes globales x—, y a es el coeficiente de perturbacién calculado

de acuerdo con (23), empleando el valor de la norma de la velo-
cidad y una dimensién caracteristica 4, como la mostrada en la
Figura 1.

Tomando la expresién (3) en su forma bidimensional, tal como se
presenta en (28)

[9W" -kVgdcr+ [w'a-Vgar= [w"0der+ [w'ke, -Vgar 28
Q Q Q r

Z
[

Figura 1. Linea de corriente al interior de un elemento bidimensional.

donde , es el vector normal al borde de flujo o borde de Neumman,

y empleando aproximaciones convencionales 4 =S N4, asi
- m¥rm

como la funcién de peso modificada (27), se llega a la ecuacion
(29).

I J+[&.Jp=1r |+1r.] 29)

En esta expresion, [K] Y [f] corresponden, respectivamente, a la

matriz de rigidez y al vector de términos independientes, obteni-
dos a partir del planteamiento no estabilizado (Bubnov-Galerkin).
Estos términos se presentan en las ecuaciones (30) y (31). En tanto
que [K,] Y [f,] son términos de estabilizacion adicionados a la

solucion convencional, los cuales se definen en (32) y (33).

K] I oN, ON, aN, N, ], u, AN AP
ox o

Ox ax oy Oy &
= [N,0d (31)
9
2 2 2 2
K.]- J-ozt‘hk 0 1\27, oN,, +6 N, oN,, vu, 0°N, ON,, +6 1\27, oN,, o
u‘ ox® Ox  OxOy Oy oxdy Ox oy’ oy
ahk| du, ON, 6N, Ou, ON, &N, ou_ ON, ON, Ou, ON, ON,
+ j— —_ + —_ + —_ + — " dQ
o 2‘u‘ Ox Ox Ox Ox Qv Ox Oy Ox Oy oy Oy oy
, ON, oN,, ON, ON,, ON, ON,, , ON, oN,,
j ="y | Lt u, — dQ)
2‘u‘ ox Ox ox Oy oy Ox oy Oy
(32)
ON ON
J‘ u, ! +u, Lo (33)
ZM T oox dy

Implementacién numérica

Para la implementacién numérica del método SUPG planteado en
las ecuaciones (30) a (33) se empleé lenguaje Fortran y se incor-
poraron las siguientes caracteristicas: (i) integracion numérica por
cuadratura gaussiana de cuatro puntos; (i) cdlculo de los coefi-
cientes de perturbacién @ en cada punto de integracién gaussia-
na empleando la ecuacién (22); (i) célculo del coeficiente de
perturbacion empleando la magnitud de la velocidad resultante en
cada punto de integracién, y una dimensién caracteristica obte-
nida a partir de una equivalencia entre el drea del elemento y la
de un circulo con la misma superficie; (iv) célculo de las derivadas
direccionales de cada una de las componentes de velocidad em-
pleando diferencias finitas centradas.

Casos de caso de estudio: ejemplo de Brezzi

El caso de estudio que se presenta, denominado ejemplo de
Brezzi (Brezzi et dl., 1998), es el problema cominmente emplea-
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do para evaluar técnicas de estabilizacion de la EDDAR. La ecua-
cién diferencial que modela este problema estd definida en la
ecuacion (34).

—kVp+i(x,y)-Vg=0 (34)

Sujeta a las condiciones de borde mostradas en la Figura 2, con
k=0,005 Y a(x,y) =[-y,x]-

Y
p =0
&
#=0|@ U=
lly:X
: @lo—o
6=0
$=0|@&)
,@ X
o=1

Figura 2. Definicién del dominio y condiciones de borde en el problema de
Brezzi.

Este caso representa un problema de alta complejidad debido a la
presencia de zonas de alto gradiente de ¢ en dreas ubicadas aguas

abajo (cercanas a lados 3 y 4 del dominio), asi como una zona en
la que se combina un punto de singularidad y altos valores en el
gradiente de la funcion (vértice formado por los lados 5 y 6).

La Figura 3 muestra los resultados obtenidos para una malla de
7.500 elementos (tamafio promedio ;= (,01), empleando tanto el

método de Bubnov-Galerkin, como la estabilizacion SUPG. Se ob-

serva que para este tamaio de malla los nimero de Peclet al-

canzados son relativamente bajos en todo el dominio (p <1.4),
e

especialmente en la zona aguas abajo o zona de salida del flujo
(lado 4 del dominio), en donde se alcanzan valores de p iguales a
e

la unidad. Por lo anterior, es de esperarse que ambos modelos
proporcionen soluciones similares, lo que se evidencia al observar
la grafica de convergencia de la norma de energia mostrada en la
Figura 6.

En la Figura 4 se observa la solucién obtenida empleando ambas
formulaciones y una malla con 507 elementos (tamafo promedio

h =0.04) Egta figura muestra como la aproximacion convencional
exhibe una fuerte oscilacién en la zona de salida del fluido (lado 4
del dominio), en donde se localiza un alto gradiente de la funcién
o capa limite de salida, junto con un nimero de Peclet superior a
dos. De igual forma, se observa una oscilacion localizada en el vér-
tice interno del dominio o punto de singularidad, en donde tam-
bién se puede ver la presencia de capa limite. Estas oscilaciones
espurias desaparecen empleando la técnica de estabilizacion
SUPG, como se observa en la misma figura. La gréafica de conver-
gencia de la Figura 7 muestra que la norma de energfa de la so-
lucién alcanzada por SUPG se encuentra més cercana al valor de
convergencia que la norma calculada con la soluciéon convencié-
nal.

La Figura 5 presenta la aproximacién alcanzada para este caso em-
pleando las dos formulaciones y una malla con 108 elementos
(tamafio promedio j =0,09). Se puede apreciar el incremento en

los picos de las oscilaciones ya existentes en la solucién convencié-
nal de la Figura 4, asi como la aparicién de una oscilacién adicio-
nal en la regién aguas abajo, cercana al lado 4 del dominio. Este
incremento en las oscilaciones se explica al observar el aumento
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en los nimeros de Peclet, los cuales en las zonas de las oscilacio-
nes son superiores a cinco. Nuevamente, estas oscilaciones son e-
vitadas cuando se emplea la técnica de estabilizacién SUPG. En la
Figura 6 se puede evaluar un aumento en la diferencia de las nor-
mas de energia de las dos soluciones.

1 1.41

1.32

1.14
1.05

0.96
0.87
0.77
0.68
0.59
0.50

Figura 3. Comportamiento del nimero de Peclet (a) y solucién obtenida con
Bubnov-Galerkin (b) y Petrov-Galerkin SUPG (c), para una malla de elementos

rectangulares con h=001,

Conclusiones

La implementacién del método SUPGC desarrollada permitié alcan-
zar aproximaciones numéricas estables para problemas de estacio-
narios altamente advectivos. Se evalué la inestabilidad exhibida
por las soluciones Bubnov-Galerkin a la luz de la magnitud del nd-
mero de Peclet y se logré establecer que la presencia de las osci-
laciones se da en las regiones aguas abajo cuando el nimero de
Peclet supera el valor unitario. No obstante la buena estabilizacién
en las aproximaciones, la exactitud de las mismas no mejora noto-
riamente empleando SUPG con respecto al método convencional
Bubnov-Galerkin. Esto se observa en la grafica de convergencia de
la norma de energia calculada para diferentes mallas, la cual
muestra comportamientos similares para los dos métodos.
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