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Solucion de Redes de Flujo para Gases Usando el
Modelo de Balance de Nodos y el Método de
Linealizacion de Ecuaciones.

Paulo César Narvaez*

RESUMEN

El dimensionamiento de redes de distribucién de gases
es un problema complejo, tanto por la diversidad de los
fenémenos que se presentan, como por la variacion de las
propiedades de los fluidos, en especial, la densidad por
efecto de los cambios en la presién a lo largo de la red. Este
trabajo presenta un modelo para su simulacion a partir de
Ia deduccién de la ecuacién general de flujo en estado estable
e isotérmico, su inclusion en el modelo de balance de nodos
y la solucion de este por el método de linealizacién de
ecuaciones. Adicionalmente, se hace un resumen de las
ecuaciones empiricas mds usadas para el cilculo de la caida
de presion para gases fluyendo en tuberias y un ejemplo
que ilustra la aplicacion del modelo y el método
desarrollado.

INTRODUCCION

uando se estudia el comportamiento de los liquidos que

fluyen a través de una tuberfa, suponer que su densidad
es constante dada la débil dependencia de esta propiedad con
la presién, permite simplificar las ecuaciones que se usan para
describir el fendmeno. Infortunadamente, esta suposicién no
es vilida cuando se trata de fluidos compresibles donde la
disminucién en la presién, por efecto de las pérdidas por
friccién, produce una disminucién en la densidad. Por otra parte,
si no se transfiere calor al sistema, el gas se enfria produciéndose
un aumento en la densidad.

Sin embargo, cuando un gas fluye por una tuberfa, la caida
de presién es gradual y existe la suficiente 4rea, de forma tal
que si la temperatura del gas es cercana a la del ambiente, se
puede transferir el calor necesario para que el flujo pueda
considerarse isotérmico. Estas suposiciones no son validas
cuando dentro de la red de distribucién existen vilvulas de
control, donde el cambio en la presién es aproximadamente
instantineo y no puede transferirse calor hacia el sistema, de
tal forma que la expansién se considera adiabética.

Con base en las dos leyes que rigen el comportamiento de
las redes de distribucién pueden plantearse tres modelos para
su simulacién en estado estable:

El mas usado es el modelo de balance de lazos o sistema de
ecuaciones AQ, que trabaja sobre la ley que afirma que la
sumatoria de las pérdidas alrededor de un circuito es cero,
mientras que supone el camplimiento del balance de materia
en cada nodo. El segundo modelo es el de balance de nodos o
sistema de ecuaciones H, que plantea que la suma algebraica
de los caudales que entran a un nodo de la red es cero y supone
el cumplimiento del balance de energia en los circuitos de la
red. Un tercer modelo plantea simultdneamente el balance de
energia alrededor de los circuitos de la red y el balance de
materia en cada nodo y recibe el nombre de sistema de
ecuaciones Q.

Para el planteamiento de cualquiera de estos tres modelos
es necesario deducir una ecuacién que permita relacionar la
dependencia entre el flujo a través de cada elemento de la red
y las energias en los nodos de la misma. Los métodos de solucion
desarrollados para este tipo de modelos son:

-Método de Hardy Cross
-Método de Newton
-Método de Linealizacion de Ecuaciones

Narvaez [7] y Narvaez y colaboradores [8], discutieron en
detalle las ventajas y desventajas de cada uno de estos modelos,
y presentaron el uso del método de linealizacién de ecuaciones
aplicado al balance de nodos para la simulacién de redes de
flujo para liquidos que incluyen, bombas, valvulas de control,
accesorios, boquillas de aspersién y equipos de proceso. Se
demuestra que el modelo permite resolver este tipo de
problemas de una manera sencilla, con menores esfuerzo de
programacién, nimero de iteraciones y de ecuaciones a resolver,
que los demas.
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A continuacién se deduce la ecuacién general de flujo, EGF,
en estado estable para el flujo isotérmico de un gas y su
adecuacion para que pueda incorporase en el modelo de balance
de nodos y resolverse por el método de linealizacién de
ecuaciones. El modelo es aplicable a redes abiertas, cerradas y
combinaciones de los dos, compuestas exclusivamente por
tramos de tuberia.

I. Ecuaciones Empiricas Para EL CALcuLo DE La Caipa
D& PreSION EN TUBERiAS

La mayoria de los programas de computadora que permiten
simular redes de distribucién de gases, hacen uso de ecuaciones
empiricas que han supuesto algin tipo de comportamiento
simplificado del factor de friccién de Moody [2,6]. Las
siguientes son las mas usadas:

A.EcUACION DE LACEY

Se usa para redes de distribucién que operan a baja presion,
entre 0 y 75 mbar [9],

(R~ P,)D’
fSL
en donde Q, es el caudal en condiciones normales en metros
ctibicos por hora, P es la presién en milibares, D el didmetro

en milimetros, S 1a densidad relativa y L la longitud en metros.
El factor de friccion se calcula por la ley de Unwin:

0, =5,72x10™*

12
= 0,004 1+ —— 2
/ ( 0,276D ) @

De manera alternativa, se puede usar un valor de 0,0065
para todos los didmetros de tuberia, con lo que se obtiene la
ecuacion de Pole [9]:

(R-P)D’
SL

0, =17,1x10" 3)

B. Ecuacion PoLyFLO

Se usa para redes que operan a presiones intermedias, en el
intervalo comprendido entre 0,75 y 7,0 bar [2].

2 _ p2ypS
0 =7,57x10" 1o E—B)D

4
P, fSLT @

En esta ecuacién T, y P, son la temperatura y presién a
condiciones normales en Kelvines y bares, respectivamente.
El factor de friccién se calcula por la ecuacién:

\F =5,338Re"™ E )
f

Re es el niimero de Reynolds y E es el factor de eficiencia
del factor de friccién, que tiene en cuenta la diferencia entre el
factor de friccién real y el calculado por la ecuacién, cuyo valor
estd dado por la experiencia del disefiador y generalmente tiene
un valor de 1 para tuberias nuevas, sin accesorios y sin
curvaturas; de 0,95 cuando las condiciones de operacién son
excelentes y el tiempo de operacién de las tuberias es de 12 a
18 meses; de 0,90 para condiciones de operacién promedio y
de 0,85 cuando las condiciones de operacién son desfavorables

[6].
C. ECUACION DE PANHANDLE

Esta ecuacién supone que el factor de friccién en funcién
del niimero de Reynolds, en la seccién donde sus valores son
moderados, se puede representar por medio de una linea recta
con pendiente negativa [2], y se aplica a redes que trabajan a
presiones superiores a 7,0 bares.

Q, =17,57x10"" i—" (6)

n

en donde Z es el factor de compresibilidad. El factor de
friccién se calcula por la ecuacién

\E =6,872Re*E . @
f

D. EcuacioN bpE WEYMOUTH

Esta ecuacion estd basada en las mediciones hechas para
aire comprimido en tuberias en el intervalo comprendido entre
0,8 y 11,8 pulgadas, en la regién de flujo turbulento donde el
factor de friccién en el diagrama de Moody es independiente
del niimero de Reynolds [2,3,6]. En esta region, el factor de
friccion puede calcularse mediante la siguiente ecuacion:

\P =20,64D'°E (8)
f

La forma como aparece la ecuacién de Weymouth en el Gas
Processors Suppliers Association Engineering Handbook es

(4]:

B -P)

Q, = 865D ©9)
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En esta ecuacion el didmetro debe estar en pulgadas, la
longitud en pies, la presién en libras-fuerza por pulgada
cuadrada absolutas y el caudal resultante est4 en millones de
pies cibicos por dia en condiciones normales.

E. ECUACION DE SPITGLASS

Esta ecuacién se usa para redes de distribucién que operan
a presiones cercanas a la atmosférica [3].

(R-B)D’

SL(1+ 3.6
D

0, =0,09 (10)

+0,03D)

F. Ecuacion bE OLIPHANT
Es una ecuacién muy utilizada para el célculo del flujo de
gas cuando se conocen las presiones inicial y final en una tuberia

[6].

an

en donde a es un coeficiente que tiene en cuenta el didmetro
delatuberia y cuyos valores se encuentran en lareferencia 6.
El caudal se calcula en pies ciibicos por hora, cuando la presion
estd en libras-fuerza por pulgada cuadrada absolutas y la
longitud en millas.

Si se quiere desarrollar un modelo, o ain mas alla, un
programa de computador que permita la simulacién de redes,
donde las presiones en cada uno de los puntos de la red pueden
cubrir todos los intervalos anteriormente mencionados, es
necesario incorporar cada una de estas ecuaciones dentro del
modelo, de forma tal que queden incluidos todos los intervalos
de presion dentro de la red. Este trabajo puede reducirse si se
desarrolla una ecuacién general de flujo vilida en todos los
intervalos, y que a diferencia de las anteriores, tenga en cuenta
los cambios de altura de la red.

I1. EcuacioN GENERAL DE FLujo (EGF)

" Teniendo en cuenta los cambios en la densidad por efecto
de la variaci6n en la presion, para deducir la EGF, es necesario
realizar un balance de energia mecanica sobre un elemento
diferencial de la tuberia. La figura 1 muestra este elemento.

Al aplicar la ecuacién de conservacién de la energia
mecdnica sobre el elemento diferencial se tiene que:
P ? P+dP +dv)?
Stz = ——~+(z+dz)+u+dhf (12)
rg 2g  pg 28

P+dP P,
P, P
—>» — [ —
v, v vidv vy
—Plaxj—

212y

Figura 1. Tramo de tuberia para la deduccién de la ecuacién general de

flujo.

en donde z es la altura con respecto a algiin nivel de
referencia, p la densidad y dh,las pérdidas por friccién en el
elemento diferencial. Se supone que los cambios en la densidad,
en el elemento, y por lo tanto, los cambios en la velocidad, son
despreciables. Asi la ecuacién 12 se transforma en:

~ P+ an,

pg

(13)

Las pérdidas por friccién se calculan mediante la ecuacién
de Moody:

2
dn, = ax

2gD
Si se considera que el flujo es isotérmico, que se cumple la
ley de continuidad y que el gas se comporta idealmente, pueden
establecerse las siguientes relaciones para la velocidad, la
presién y la densidad en cualquier punto de la tuberia con
respecto a estas mismas variables a la entrada,

A
v=—V

P

(14)

(15)

P
== (16)
p=ph

Al reemplazar las tres ecuaciones anteriores en la ecuacién
13, se tiene que:

gP

2 2
_pap =8 4, ZEUP
ZRT

2D

2
M

17

en donde R es la constante particular del gas que se esté
transportando. Para deducir esta ecuacién se hace uso de la
ecuacién de estado para gases ideales, incluyendo el factor de
compresibilidad.

Si se reemplaza la velocidad por el caudal, se escribe la
ecuacién en términos de las condiciones normales y teniendo
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en cuenta que P? puede sustituirse por la presién promedio al
cuadrado (P,?), teniendo en cuenta que sus valores son
semejantes. De esta forma, la ecuacién 16 se transforma en:

2 8 212
—pdp = 8o g SERUDL, 4 iy
ZRT D

V(3

Integrando y dejando explicito el caudal se obtiene la EGF:
2gP2(z, -z

7'D°| P2~ P? + 8k (% —2,)

ZRT

2 _ £\
2 16 fp? ZRTL

(19)

II1. MobeLo Y METtopo DE SoLUCION

El modelo de balance de nodos plantea la ecuaci6én de
continuidad en cada uno de los nodos donde la energia
piezométrica' es desconocida, y se supone que se cumple el
balance de energia alrededor de cada uno de los lazos. Este
modelo tiene las siguientes ventajas:

* Con respecto al modelo de balance de lazos, tiene como
ventajas el trabajar sobre las variables reales, caudales,
energias o presiones, y no sobre una variable hipotética
denominada flujo de lazo. Esto implica que las labores de
programaci6én son mds sencillas, ventaja atin mas.contundente
si se tiene en cuenta que con el modelo de balance de nodos
no es necesario programar rutinas adicionales que
identifiquen los lazos de la red.

* Con respecto al modelo de balance simultdneo de lazos y
nodos, tiene como ventaja resolver un niimero de ecuaciones
menor, y al igual que en el modelo anterior, no es necesario
programar rutinas adicionales que identifiquen los lazos de
lared.

La siguiente ecuacién representa matematicamente el modelo:

Y 0,+L =0

jei

(20)

en donde @, representa el caudal en cada uno de los
elementos que entran o salen del nodo i, y que en el otros
extremo estan limitados por un nodo j, y Li el flujo externo,
consumo o demanda, en el nodo i. Se considera que los flujos
que entran al nodo son negativos y los que salen positivos.

Si se aplica la ecuacion de energia mecénica entre los
extremos de un elemento se obtiene una expresion, la ecuacién
general de flujo, para calcular el caudal en funcién de las
energias desconocidas. Tal expresion, cuya forma general se
muestra en la ecuacién 21, se reemplaza en la ecuacién 20 para

obtener el sistema de ecuaciones n,xn,, siendo n,el nimero de
nodos de energia desconocida de la red, que debe resolverse.
b

Qij=a><(Hi—-Hj) 21

En la expresién 21, a y b son constantes que dependen de la

ecuacién que se use para el calculo de las pérdidas por friccién,
y H; eslaenergia piezométrica en un punto de la red.

Para el modelo de balance de nodos aplicado a redes de
distribucién de gas en estado estable se usa la ecuacién 19, que
aunque no estd escrita en forma explicita para el caudal ni se
expresa en funcién de la energia piezométrica, puede adecuarse
para que el modelo se resuelva por el método de linealizacién
de ecuaciones ya que contiene las dos variables que componen
la energia piezométrica, como son la presién y el caudal.

El método de solucién propuesto para el sistema de
ecuaciones es el método de linealizacién, que mediante la
reorganizacién de los términos, transforma la ecuacién 19 en
una ecuacion lineal que al reemplazarse en el sistema resultante
al plantear el balance de lazos de la red, ecuacidén 21, genera
un sistema de ecuaciones lineales que puede resolverse por
cualquiera de los métodos disponibles para tal fin. En este caso,
teniendo en cuenta que la matriz resultante siempre tiene valores
diferentes de cero en la diagonal, se elige el método de Gauss-
Jordan.

En 1981 Wood y colaboradores [11] realizaron un trabajo
en el que comparan los diferentes modelos y métodos,
concluyendo que los mejores, en su orden son: el modelo de
balance simultdneo de lazos y nodos que aplica el método de
la teoria de linealizacién de ecuaciones para su solucién y el
balance de lazos combinado con el método de Newton. El
método de linealizacién converge en todos los casos en 6
iteraciones y a diferencia del método de Newton no requiere
una suposicion inicial para los caudales o las presiones que
cumpla con las ecuaciones de balance. Esta conclusién es
ratificada por Altman y colaboradores en 1995 [1]. Una
discusién detallada sobre las ventajas de este método de
solucién sobre los demds, fue realizada por Narvéez y
colaboradores [8].

La EGF linealizada es:
‘ 2gP%(z, —
7[2D5 P] —P2+ g av(zl Zz)
o ZRT 22)
" 16fp; ZRTLQ,"

! La energia piezométrica corresponde a la suma de los valores por unidad de
peso de fluido, de la presién y de la energia potencial
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en donde el superindice k de esta expresién indica el nimero
de laiteraciéon y P2 se hizo igual a P,

Dada la necesidad de conocer el factor de friccién, que es
una funcién del caudal, se hace necesaria una suposicién inicial.
Para este modelo puede asignarse un valor de uno al caudal. El
factor de friccién de Darcy se calcula haciendo uso de la
ecuaciéon de Chen (3], vdlida para los regimenes laminar,
turbulento y de transicién, y con la ventaja, si se compara con
la ecuacién de Colebrook, de ser explicita en el factor de
friccidn.

L =-2log £

JF

5,8506
R

(23)

552 1 (e}
370650 Re | 2,8257\D

Ademés, es necesario suponer una presion promedio inicial
para cada uno de los elementos de la red m. Para la primera
iteracién puede asignarse una presion promedio igual para todos
los elementos de lared y que corresponde a la media aritmética
de las presiones en los nodos de energia conocida, #,.

Las presiones calculadas en la primera iteracién se utilizan
para establecer los nuevos caudales, con los que se determina
el factor de friccién y la presién promedio en cada elemento
para luego resolver el nuevo sistema de ecuaciones y obtener
un nuevo conjunto de presiones. La presién promedio en un
elemento puede calcularse por la siguiente ecuacién [6]:

P, =2|p+p--Hb
3 P+P,

24

Con el fin de mejorar la convergencia del método y disminuir
el nimero de iteraciones necesarias para obtener la solucién
del problema, el candal que se calcula en cada iteracién se
promedia de la siguiente forma [4]:

o' + 0~
2

k+1
mem =

(25)

El criterio de convergencia que se usa para decidir que se ha
llegado a la solucién es:

o — g~

< _<0,00025 (26)

Este criterio es 20 veces mas exigente que el establecido
por Wood y colaboradores [10], y es atin mds exigente que los
usados normalmente en la prictica.

1V. Pruesa DeL MobELo Y DEL METODO DE SOLUCION

La figura 2 muestra lared que se va aresolver con el modelo
y el método planteados.

t o1 t

(] 3 @

(1)
I

Figura 2. Red de distribucién de gas simple. Los niimeros de
identificacion de los elementos estdn dentro de paréntesis. Los demds

corresponden a los identificadores de los nodos.

El fluido que se va a transportar en esta red es aire a
temperatura de 300 K. En el cuadro 1 se presentan los datos
correspondientes a los nodos y en el cuadro 2 los de los
elementos.

Cuadro 1. Datos de los Nodos de la Red de Distribucién Mostrada en la

Figura 2.
Nodo Flujo externo Presién manométrica Altura
(m’s’) (Nm’%) (m)
1 Desconocido 3.000 10
2 0 Desconocida 10
3 6,94x107 Desconocida 5
4 2,78x10" Desconocida 5
5 5,00x10° Desconocida 5

Cuadro 2. Datos de los Elementos de la Red de Distribucién Mostrada

en la Figura 2.

Elemento Didmetro Longitud Viscosidad* Rugosidad
(m) (m) (kg m™'s") (m)
7 0,15 [ 1,85x10° 1,50 xI0-7
2 0.15 680 1.85 x10° 1,50 x107
3 0.1 500 1.85 x10° 1.50x107
4 0,15 420 1.85 x10° 1.50x107
5 0.1 600 1.85x1G° 1.50x10-7
6 0,1 340 1.85 x10° 1,50 x10-

* El valor de la viscosidad del aire fue tomado de la referencia 5.

Al aplicar el modelo de balance de nodos a la red de
distribucién se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

Elemento/Nodo 1 2 3 4 5 6

2 -0 +Q2 +0Q03; +0y =0

3 -Q2 -Qs =-L;
4 -0; +0s  +Q0s =-L4
5 -Qq -Qs =-Ls

Para obtener un sistema lineal de ecuaciones donde las
variables desconocidas sean las presiones al cuadrado, se
reemplaza el caudal por la ecuacién 22 para cada uno de los
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elementos de la red. El nimero de Reynolds se calcula usando
la densidad promedio, que se calcula usando la ecuacién de
estado para los gases ideales. Entonces, el factor de
compresibilidad es igual a 1. La presién promedio para la
primera iteracién y para todos los elementos es de 3.000 N/mz.

Los resultados obtenidos al aplicar el modelo y el método
propuestos se presentan en el cuadro 3. El nimero de iteraciones
requeridas para cumplir con el criterio de convergencia es de
10. El proceso iterativo necesario para alcanzar la solucién se
realizé en la hoja electrénica de cédlculo de EXCEL”.

Cuadro 3. Resultados Obtenidos al Aplicar el Modelo de Balance de
Nodos y el Método de Linealizacién de Ecuaciones a la Red de

Distribucién de la Figura 2.

del factor de friccién con el nimero de Reynolds en cualquier
régimen de flujo y se puede usar para cualquier intervalo de
presion de trabajo en la red. El modelo es el de balance de
nodos y el método de solucién es el de linealizacién de
ecuaciones cuyas ventajas sobre los otros modelos y métodos
fueron presentadas por los autores en un trabajo anterior [7].

NOMENCLATURA

Didmetro interno de las tuberias

Factor de eficiencia para el factor de friccién
Factor de friccion de Darcy

Energia piezométrica

Longitud o flujo externo en los nodos de la red
Presion absoluta

Elemento Flujo Flujo Nodo Presion
(m'/s) (m'/h) ica (N/m’)
! 1,47x107 529.92 1 3.000
2 6,15x10" 221,50 2 2.989.11
3 2.24x10° 80.76 3 1.711.75
4 6,32x10" 227,52 4 1.896,70
5 7.87x107 28.34 5 2.179,38
6 -1,32x10° -47,66 Criterio de 5.58x10°
convergencia

<

TT v mThm Y

QoK

Media aritmética de la presion en el elemento
Variable de linealizacién para la presion absoluta al
cuadrado

Flujo volumétrico
Flujo volumétrico a condiciones normales (14,7 psia y
60 °F)

Este mismo problema fue resuelto por Osiadacz [9]usando
el modelo de balance de lazos y el método de solucién de Hardy
Cross. Los resultados se muestran en el cuadro 4.

Cuadro 4. Resultados Obtenidos al Aplicar el Modelo de Balance de
Nodos y el Método de Hardy Cross a la Red de Distribucién de la Figura 2.

Constante particular del gas
e  Niumero de Reynolds
Gravedad especifica del gas
Temperatura absoluta
Factor de compresibilidad
Coeficiente para el didmetro en la ecuacion de

& NN WL X

Oliphant o constante de la ecuacion general de flujo,
que retinetodos los pardmetros

Etemento Flujo Flujo Nodo Presién
(ni'ss) (m’/h) ica (Nf’)
1 No se incluye - 1 No se incluye
2 6.47x107 232,82 2 3.000
3 2,41 x107 86,83 3 2.649.2
4 6,19 x107 222,82 4 2.558.9
5 1,32 x107 47.65 5 2479.8
6 .9,32x107 -33.57 Criterio de 0.179
convergencia

Aunque los resultados no pueden compararse
cuantitativamente, pues se desconocen las propiedades del
fluido y de la tuberia usadas por Osiadacz [9], quién ademads
no incluyé diferencias en la altura de los nodos por el hecho de
usar la ecuacién de Lacey, ni una tuberia que alimente la red
(elemento 1); si puede observarse que los resultados obtenidos
son similares y ademas cumplen con las leyes de la conservacién
de la materia y la energia y permiten evaluar la validez del

- modelo.

CONCLUSIONES

Se desarrollé un modelo matemditico que permite el
dimensionamiento de redes isotérmicas de distribucién de gas
en estado estable, compuestas exclusivamente por tramos de
tuberia. A diferencia de los modelos que se usan generalmente
para este tipo de simulaciones, el aqui presentado usa una
ecuacién general de flujo que tiene en cuenta las variaciones

2. Excel es una marca registrada de Microsoft Corporation

b Exponente de la ecuacion general de flujo

ij  Identificador de nodos o elementos

k Niimero de la iteracion

v Velocidad

£ Rugosidad absoluta

P Densidad

p Densidad en condiciones normales (14,7 psia 'y 60 °F)

=
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