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METODY LINEARYZACJI STCCHASTYCZNEJ
(Przeglad nowych prac)?
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W artykule dokonano przegladu nowych prac dziedziny linearyzacji
stochastycznej i oméwiono szczegdlowo najwazniejsze z nich. W szcze-
gblnosci oméwiono metody réwnowaznej i statystycznej linearyzacji
jak réwniez problem wyznaczania réwnai momentéw i rozwiszaf sta-
cjonarnych. Zamieszczono ilustrujace przykiady.

Wstep

Podobnie jak w analizie ukladéw deterministycznych jednym z podstawo-
wych narzedzi badai stochastycznych nieliniowych ukladéw dynamicznych jest
metoda linearyzacji. Najogélniej méwiac, sprowadza sie ona .do znalezienia pew-
nego ukladu liniowego, ktéry jest réwnowazny "w pewnym sensie” analizowanemu
ukladowi nieliniowemu. Do oceny tej réwnowaznosci wykorzystuje sie rézne kryte-
ria. W literaturze istnieje kilka réznych opracowanych metod. Najbardziej znane
s3 dwie spoéréd mich, pierwsza zwana metoda réwnowaznej linearyzacji zostala
opracowana przez Caughey‘ego [27] w 1953 roku, a druga nazwana metodg linea-
ryzacji statystycznej podana zostala niezaleznie przez Booton‘a [15] w 1953 roku i
Kazakowa [51] w roku 1954. Metody te sa podobne, tym niemniej pierwsza z nich
z uwagi na swa, specyfike bardziej nadaje si¢ do analizy ukladéw oscylacyjnych
wystepujacych np. w dynamice maszyn, podczas gdy druga jest wygodniejsza w
analizie ukladéw automatyki, jakkolwiek mozna ja stosowal réwniez w dynamice
maszyn. W nastepnych latach nastapil silny rozwéj prac nad teoria i zastosowa-
niami obu metod, zaréwno w ZSRR — Kazakow [51}-[57], Perwozwanski [77],(78],
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E.P.Popow [81],(82], Pupkow [86],[87], Piatnicki [79], Morosonow [72] jak i w li-
teraturze anglosaskiej — Booton [16], Caughey [26]-[28], Foster [39], Sawaragi,
N.Sugai i Sunahara [94], Alexlby [8], Crandall [33]. Dalszy rozwéj metod lineary-
zacji spowodowal koniecznosé ich uporzadkowania i umieszczenia w grupie innych
pojawiajacych si¢ prac z zakresu przyblizonych metod analizy stochastycznych
uktadéw dynamicznych. Ukazalo si¢ wiele monografii, w ktérych metody lineary-
zacji zostaly szczegSlowo oméwione m.in. Pugaczow [84], Soong [97], Ahlbehrendt
i Kempe [1], Kazakow [57], Lin [62], Nigam [75], Piszczek [80], Roberts i Spa-
nos [92]. Dalszy staly rozwéj prac z tego zakresu powoduje powstanie artykuléw
przegladowych Caughey [29], Sinicin [95], Roberts [88]-[91], Crandall [35], Cran-
dall i Z.Q.Zhu [34], Friedrich [41], Spanos [99], Spanos i Lutes [100], To [101] [103]
Monabhar i Iyengar [69], gdzie podobnie jak we wspomnianych monografiach omé-
wiono metody linearyzacji.

Celem niniejszego artykulu jest przeglad nowych prac z metod linearyzacji,
gdy zaklGcenia sa ciaglymi procesami gaussowskimi oraz propozycje kilku uogdl-
nief istniejacych metod. Zamieszczono wiele przykladéw ilustrujacych omawiane
metody, ktére maja charakter dydaktyczny. Z uwagi na obszernosé¢ problematyki
nie oméwiono prac, w ktérych metode linearyzacji wykorzystuje si¢ jako narzedzie
badawcze do analizy nieliniowych ukladéw stochastycznych. Artykul sklada sie z
czterech punktéw. W pierwszym omdéwiono metody réwnowainej linearyzacji, w
drugim metody statystycznej linearyzacji. Punkt trzeci poswigcony jest zagadnie-
niu wyznaczania réwnai moment6w i ich rozwiazan, w szczegdlnosci wyznaczeniu
momentéw rozwiazan stacjonarnych. W punkcie czwartym oméwiono metody li-
nearyzacji dla ukladéw z zakléceniami multiplikatywnymi.

1. Metoda réwnowaznej linearyzacji

Metode te oméwimy, korzystajac z wynikéw Atalika i Utku [7], na przykladzie
ukladu o wielu stopniach swobody opisanego wektorowym nieliniowym réwnaniem
rézniczkowym:

&(%,z,2) = f(1), (1.1)

gdzie:

z jest n—wymiarowym wektorem przemieszczen,

® = [p1,..,9n]", @i sa nieliniowymi nieparzystymi funkcjami swoich argu-
mentéw,

F@) = [i(®)y oo, f2(D)]T, fi(?) sa stacjonarnymi gaussowskimi procesami o
wartosci §redniej rownej zero, ¢ = 1,...,n.
Zaklada sie, ze réwnanie (1.1) posiada rozwiazanie stacjonarne.
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Przyjmuje si¢, ze rozwiazanie aproksymujace (1.1) jest postaci:
Mz + Cz + Kz = f(t), (1.2)

gdzie macierze M, C, K z uwagi na dynamiczny charakter zastosowan nazwane ma-
cierzami mas, tlumienia i sprezystosci zostang wyznaczone po zastosowaniu me-
tody linearyzacji. (

Jako miare bledu aproksymacji przyjmuje sie:

e=9&(z,%,z)~ Mz — Cz - Kz. (1.3)
Z uwagi na fakt, e e jest w dalszym ciagu wektorowym procesem stocha-

stycznym, i réwnoczeénie funkcjs zmiennych (Z, £, z) to jako kryterium oceny
aproksymacji mozZna przyjat:

Ele"e] - min, (1.4)
gdzie E[.] oznacza wartos¢ oczekiwana,.
Warunkami koniecznymi spelnienia (1.4) jest:

- Ty @ . .
A =0, —E =0,
~Biee=0, 5 -Fled

o o1
3%, Ele'e] = 0. (1.5)

Podstawiajac (1.3) do (1.5) i wykonujac czastkowe rézniczkowanie otrzymamy:
E[22")M,C,K]" = E[zg"(2)], (1.6)

gdzie:
3" =[&",27,27) : (1.7)

Zauwazmy, ze operacja usredniania w ogélnym przypadku jest wzgledem miary
generowanej przez rozwiazanie réwnania (1.1), ktéra w ogllnym przypadku jest
miara niegaussowska. Atalik i Utku zakladaja jednak gaussowskos$¢ wektora z i
to pozwolilo im na otrzymanie rozwiazania r6wnania (1.6) w postaci zamknigtej.
Udowodnili oni nastepujaca wlasnoéé:

Lemat

Jedli g(¥) = g(w1,---, Un) jest funkeja nieliniowa dostatecznie gladka tzn. pierw-
sze pochodne ze wzgledu na y; (i = 1, ...,n) istnieja, g jest wektorem gaussowskim
o wartoéci sredniej réwnej zero, a ponadto dla dowolnego y € R™ i pewnej ustalonej
liczby A spelniona jest nieréwnoéé:

a(y) < Aexp{fﬂ: ¥} ) (1.8)

=1
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gdzie a <2,

wowczas zachodzi réwnoécé:
Elyg(y)] = Ely" |E[Vo(w)l, (1.9)
gdzie V jest operatbrem nabla:
V()= [%, g—gzl - ‘-;%]. (1.10)

Korzystajac z cytowanego powyzej lematn mozna réwnanie (1.6) przedstawié
w postaci:
EissTIM.C.K] = ElasT) EUEE), (L)

gdzie J(.) jest macierza Jakobiego.
: Z faktu, 7e z jest processem gaussowskim  wynika, ze E[2z7] jest dodatnio
okreilona. Stad oraz z réwnania (1.11) wynika,ze:

M,C.K] = E[322y], (1.12)
tzn: - :
M,C,K] = E[3(3),3).32)]- (1.13)
Rozpisujac we wspélrzednych: ,
g = E[Og.(;z:: z)] o = E[Bg,(z , 2, z)] k, E[Og.(z , 2, z)]
i,j=1,..,n. (1.14)

Wspdlczynniki te zaleza z reguly w. spos6b nieliniowy od parametréw
rozwiazania stacjonarnego ukladu zlinearyzowanego (1.2). To powoduje koniecz-
nos¢ wprowadzenia procedury iteracyjnej dla rozwiazania problemu linearyzacji.
Zagadnienie to oméwimy w dalszej czeéci artykutu. Podamy teraz dwa przyklady
ilustrujace metode réwnowaznej linearyzacji.

Przyklad 1
Rozwazmy réwnanie nieliniowe skalarne:
= —f(z) + &), (1.15)
gdzie: .
f(z) = ez + A2, (1.16)

E'(t) jest bialym szumem o intensywnoééi /G, ¢ ,A sa stalymi parametrami.
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Aproksymujacy uklad liniowy bedzie nastepujacej postaci:
&= —kz +§, (1.17)

gdzie wspélczynnik linearyzacji k¥ wyznacza sie z warunku minimalizacji bledu
éredniokwadratowego: '

SEEI(f(z) ~ k)] = 0. (118)
Otrzymuje sie wéwczas zaleznosé:
_ Elf(=)7]
k= =E (1.19)

Z uwagi na fakt, e w przypadku stacjonarnym E[z] = 0 i zaloZenie, ze roz‘wia,za.nje
z(t) jest procesem gaussowskim zachodzi zalezno$é:-

E[z%] =3 E[z%]. (1.20)
Po podstawieniu jej do (1.19) otrzymuje sie:
k=c+3AE[z?]. (1.21)

Podstawiajac ponownie k okreslone przez (1.21) do réwnania (1.17) i wyznaczajac
wielkoéci m = E[z] oraz E[z?] otrzymamy:

%n =- [c + 3AE[.':2]] m, ‘(1.22)
%(E[a:z] —m?) = —2E[(z — m)(c + 3AE[z*])z] + q. (1.23)
Przyjmujac oznaczenia:
y=AE[z?], ¢= q—;—, (1.24)
otrzymamy zaleino$¢ dla rozwiazania stacjonarnego:
3P +cy—e=0, (1.25)
pamtye v ‘1‘;*7125. (1:26)
Przykiad 2 _
Szczegblnym przypadkiem réwnania (1.1) jest réwnanie Duffinga:
m# + 2ht + f(z) = £(t). (1.27)

gdzie m,h sa stalymi dodatnimi parametrami a f(z) i é(t) maja te samg postad
co w przykladzie 1, tzn:
f(z) = cz + Az (1.28)
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Aproksymmjacy uklad liniowy jest postaci:
m3 + 2hi + kz = £(t). (1.29)
Woéwczas k wyraza sie takim samym wzorem jak w poprzednim przykladzie tzn:
k= c+3AE[z?). (1.30)

Podstawiajac ponownie k do réwnania (1.29) wyznaczamy wielkosci m = E[z] i
E[z?)] dla réwnania liniowego (1.29), w przypadku stacjonarnym:

q q
Bl = 50omE = e 3R | (1.31)

pPrzyjmujac ozmaczenia:

q _
o= ¥=AERY, A (1.32)

i rozwiazujac (1.31) otrzymamy:
1441+ Bo2a
g i — ¥ dlac#0, (1:33)

QPeY q = :
Y= Yo dla c=0. (1.34)

W zdecydowanej wigkszoéci prac wogélniajacych metode réwnowaznej lineary-
zacji np.[46], jak i w przedstawionej metodzie Atalika i Utku [7} czyni sie zalozZenie,
ze operacja usredniania we wzorach (1.4), (1.5), (1.6) jest wzgledem miary gaus-
sowskiej generowanej przez rozwiazanie stacjonarne réwnania (1.2). W rzeczy-
wistodci operacja u$redniania powinma byé dokonywana wzgledem miary gene-
rowanej przez rozwiazanie réwnania (1.1), ktéra nie jest gaussowska. Dlatego
Izumi Zaiming i Kimura [49] przedstawili pewna zmodyfikowana wersje standar-
dowej linearyzacji, gdzie przy uwérednianiu wprowadza si¢ pewne funkcje wagowe. -
Z przykladéw numerycznych podanych przez Atalika i Utku [7] dla ukladéw o
jednym stopniu swobady wynika, ze bledy metody linearyzacji wynosily kilkana-
$cie procent, podczas gdy dla tych samych przyktadéw przy zastosowaniu metody
Izumi Zaiming i Kimura [49] odpowiednie bledy byly rzedu kilku procent. Bea-
man i Hedrick zaproponowali w pracy [13] uogdlnienie metody linearyzacji przez
zalozenie, ze gestos rozkladu, ktéra wykorzystujemy do uSredniania ma postaé
szeregu Grama-Charliera tzn:

W)= 3 gt (1.35)

——
3
71=0  ja=0 a:tf ...zi"
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gdzie: jv = f1 + ... + ju, gu(Z) — jest m—wymiarowym rozkladem gaussowskim:

1 1 a
0u(5) = == e {3~ FE) K - Ela)},  (130)

gdzie K jest macierza kowariancji.
Wspélczynniki ¢j, _j, sa funkcjami kumulantow A;,_.:

wedn

1 dla j,=0
Ciroin = 0 dla 0<j,<3 . (1.37)
(~1pw e da G, 23

Uwzglednienie w funkcji gestosci prawdopodobiedstwa kumulantéw wyzszych
rzed6w powoduje koniecznosé wprowadzenia do analizy réwnan momentéw
wyzszych rzedéw w celn zamkniecia uklada réwnad. Szczegélowo metode te przed-
stawimy na podstawie pracy Beamana i Hedricka [13] na przykladzie ukladu jed-
nowymiarowego.

dz = — f(z)dt + /qd§, (1.38)
gdzie £(t) jest standardowym procesem Wienera.

Réwnania rézniczkowe dla momentdw centralnych maja postac:

m = Elf(), ' (1.39)
fa = —2E[(z—m)f(z)]+1q, [(1.40)
ps = —3[l(z — mPf()] - mElf(=)]], (1.41)
o = —4[El(z - mPf(2)] - psE[f(2)] + 6pag, (142)

gdzie m = Efz], p; sa momentami centralnymi rzedu 1, a operacja uéredniania
Jjest przeprowadzana przy uzyciu funkcji gestosci okreslonej wzorem (1.35) przy
ograniczeniu do kumulanta 4 rzedu tza:

: ps & pa—3p3 3“
_|{_H A
o2) [1 o S I (), (143
gdzie:
1 (z—m)®
z)= .
9x(z) T—me@{ ™ }
Beaman i Hedrick wykorzystujac wlasnoéci rozkladu Gaussa i jego zwiazek z
wiclomianami Hermite’a pokazali, ze réwnania (1.39)-(1.42) przyjma postaé:

(1.44)

o= 148004 “‘———;!3"3 ) ELf@)l, (139"



12 . L.Socra

i = —2[,:2D + ;—?(pzD“ +3D%) +
4= 41,5 1 4D) B/ (@) + (140

ps = —3[(m)D+ E((1)'D° + 62D’ + 6D) +
= (10 4 gDt 4 12DY) B (@), (141)

i = —4[(mPD® + 3D - s + —”5*—((#2)305 +12(u)*D* +
+27p;D? + 63 D°) + £ 3(#2)2((#2)’3197"” 15(p2)?D° +
+4842D° + 24D — 3 DY) E[f (=)}, + 6p20, (1.42)

gdzie: .
pt= L Efel = [ (e (1.45)

Réwnania te przedstawiaja rézniczkowe zaleznosci dla przyblizonych momen-
téw centralnych rozwiazania réwnania (1.38). W celu wyznaczenia przyblizonych
stacjonarnych statystyk (jesli takie istnieja) nalezy przyréwnal do zera lewe strony
réwnan (1.39)+(1.42') i rozwiazal otrzymany nieliniowy uklad réwnai algebraicz-
nych.

Jako szczegSluy przypadek rozwazmy uklad z przykladn 1 dla ¢ = 1 tzm:

f(z)=z+ A2® (1.46)

Wykorzystujac wzory (1.39)+(1.42") otrzymamy, ze w stacjonarnym przypadku:.
= p3 =0,

~Zpa+ Apa]+2=0, (1.47)

—4[15A43 + 3p3 + (e — 33)N(15p3+ 1)] + 6pag = 0.
Wprowadzajac nowe zmienne:
7 = Ap, ' (1.48)
£ = —;— -~ Agq, ' (1.49)
i raawigzujac uklad réwnad (1.47) otrzymamy:
0y’ + 158 +y—- 12,k —¢c = 0. (1.50)

Analiza ukladow wyiszych medéw metods zaproponowana przez Beamana i
Hedricka [13] prowadzi do skomplikowanych wiclowymiarowych nldadéw réwnad
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dla kumulantéw. Autorzy c w zwiazku z tym proponuja pewna metodg redukcji
ilosci rownain. Nie bedziemy si¢ tym problemem zajmowal odsylajac czytelnika do
pozycii Zrédlowej [13]. _

ZauwaZimy, ze linearyzowane réwnanie (1.2) jest tego samego rzedu co réwna-
nie nieliniowe (1.1) i w zwiazku z tym gestos¢ widmowa rozwiazania zlinearyzo-
wanego nie moze zawierad tych samych efektéw rezonansowych, ktére wystepuja
w odpowiadajacej jej gestofci widmowej réwnania nieliniowego. Innymi stlowy, mi-
nimalizacja bledu Sredniokwadratowego nie oznacza dobrej aproksymacji gestosci
widmowej rozwiazania nieliniowego. Aby poprawi¢ te niekorzystne cechy stan-
dardowej linearyzacji Iyengar [47] zaproponowal metode réwnowaznej linearyzaciji
wyiszego rzedu, tzn. rownowazny uklad liniowy jest wyzszego rzedu niz uklad zli-
mearyzowany, przy tym samym addytywnym wymuszeniu stochastyczaym. Jakkol-
wiek wyprowadzone ogdlne zaleznosci s3 bledne, to przyklad ilustrujacy (réwnanie
Duffinga) jest poprawny i dlatego zasluguje na odnotowanie.

Podane przez nas w charakterze przyktadu réwnanie Duffinga (1.15) bylo wie-
lokrotnie przedmiotem analizy np: Lin [62], Lyon [65], Budgor [20], Iwan i Yang
[45]. Niektérzy autorzy — Lyon, Heckl i Hazlegrove [66], Dimentberg [37], Iy-
engar [48], Socha [96] uzywali réwnania Duffinga do badania odpowiedzi ukladu
na zaklécenia o charakterze procesu waskopasmowego. Socha [96] poréwnal dwa
ujecia metody réwnowaznej linearyzacji na dwéch przykladach ukladéw pierwszego
i drugiego rzedu poddanych dzialaniu stacjonarnych gaussowskich szuméw kolo-
rowych. W pierwszym ujeciu linearyzuje sie lacznie réwnanie stanu i réwnanie
filtru, w uwjecin drugim linearyzacje przeprowadza sie¢ jedynie dla réwnania stanu.-
Socha [96] wykazal, ze oba ujecia sa réwnowaine (wspélczynniki linearyzacii sa te
same) przy zaloZenin gaussowskosci odpowiedzi, a ponadto, ze zbieznoéé wymuszer
kolorowych do szumu bialego pociaga za sobs zbieznoéé odpowiednich wariancji
rozwiazai réwnan zlinearyzowanych.

Iwan i Mason [44] uzywali réwnania Duffinga dla badania zaklécenia niestacjo-
narnego: !

. Z + 2hz + f(z) = B(t)E(t) (1.51)
gdzie 6(t) jest deterministyczna funkcja czasu, a £(t) jest stacjonarnym gaussow-
skim bialym szumem. '

Ahmadi [3] dla ukladéw pestaci (1.52) zaproponowal uogélnienie metody réw-
mowainej linearyzacji. W odpowiadajacym ukladowi zlinearyzowanym réwnaniu:

i+ 2k 3 + wz = O()E(Q), (1.52)

zalozyl, ze w, jest wolnozmienna funkcjq czasu w. = w.(t) i na przykladzie réwna-
ria Duffinga wykazal, ze otrzymana przez niego wariancja z(t) jest dokladniejsza
niz przy stosowaniu standardowej Linearyzacji.

Analiza ukladéw wielowymiarowych przy wymuszeniu procesem niestacjonar-
nym zajmowali si¢ Kimura i Sakata [59],[93], Spanos [98]. Na odnotowanie
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zasluguje réwniez praca Apetaura i Opicki [5], w ktérej autorzy przeprowadzaja
linearyzacje w dziedzinie czestotliwoéciowej. Niektérzy amtorzy zapoczatkowali
wykorzystanie metody réwnowaznej linearyzacji do analizy ukladéw z histerezami
Wen [106], [107], Bouc [14], Baber i Wen [9]. Dalsze badania pozwolily na uogdl-
nienie wynikéw na uklady oscylacyjne z dewolna histereza.- Wen [108] korzystajac
-z wynikéw Bouca [14] pokazal, ze oscylator z histereza moze by¢ zamodelowany
Przez nastepujace réwnania: : ‘

i+ h(z,2) + 2(z) = £(t), (1.53).

= 8l 2 | - Bae 402, (1.54)

gdzie h{z,z) jest funkeja jednoznaczna, a z uwzglednia histereze i zalezy bezpo-
§rednio od pochoduej z.

Przez odpowiedni dobér wspélczynnikéw 6,8 i 7 mozna modelowal rézne
ksztalty histerezy. Ta idea zostala rozwinieta na rézne sposoby gléwnie przez
Babera i Noori [10]-[12], Constantinou [32}, Casciati [23], [24], Casciati i Faravelli
[25]-

Metode réwnowaznej linearyzacii stosowdl réwniez Budgor [19], Budgor, Lind-
berg i Shuler [21], Bulsara, Lindberg i Shuler [22], Popp, Muller i Windrich [83], w
polaczeniu z metoda réwnowainej harmonicznej inearyzacji oraz Windrich [110]
z metoda uSredniania do analizy drgai samowzbudaych nkladéw o jednym stop-
niu swobody. Fang i Wang [38] pokazali natomiast, ze kombinacja réwnowaznej
linearyzacji z metoda analizy modalnej daje pewne obliczeniowe korzysci. To uo-
golnienie analizy modalnej moze by¢ stosowane zaréwrno dla uktadéw z tlumieniem
jak i bez niego, nie ma réwniei koniecznoéd ograniczania sig jedymie do zakléced
gaussowskich.

Pewne interesujace uogdlnienie metody z wykorzystaniem réwnan ca.[kowych
przedstawil Tung [104]. Wyznaczyl on nieliniowe réwnanie calkowe dla funkeji
korelacji odpowiedzi nieliniowego ukladu, ktére nastepnie rozwiazywal iteracyjnie
i wykazal, ie pierwsze przybliZzenie jest réwnowazne metodzie linearyzacji.

Idee réwmowainego ukladu rozszerzono réwniez na uklady nieliniowe, tzn.
opracowano metody wyznaczania réwnowaznych ukladéw nieliniowych. Przez
analogie procedurg t¢ nazywamy réwnowazna mielinearyzacja. Malczikow [67],
[68] jako pierwszy pokazal dla wielowymiarowego ukladu z parametrycznymi i ad-
dytywnymi zakléceniami istnienie réwnowaznego jednowymiarowego ukladu nieli-
niowego. Odpawiadajace sobie razwiazania maja ten sam rozklad prawdopodobie-
fistwa. '

Jeden z "Ojcow” idei r6wnowaznej linearyzacji Caughey zaproponowal w pracy
[30] zastosowanie jej do ukladéw nieliniowych drugiego rzedu poddanych dzialanin
bialego szumu, ktére nie moga, byé rozwiazane dokladnie, a dla ktérych mozna zna-
lez¢ réwnowaine réwnanie nieliniowe nalezace do klasy tych réwnai, dla ktérych
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znane sa rozwiazania dokladne. Rozwaza on réwnanie:

% + h(z,4)sgn(2) + z = Vo£(2), (1.55)
gdzie; . .
h(I, .’é) = hog + ho1Z + hioz + h11z2Z2 + ... + h,'jl"i" + . (156)

0<14i, j< N, o>0 jest intensywnoscig szumu.
Réwnanie (1.54) zastapimy réwnaniem réwnowaznym:

2+ f(H)z +z + e(z,2) = Vol(2), (1.57)
gdzie:
= %(z’ +4%),
J(H) = coofoo(H) + co1for(H) + cr0fro(H) + ..., (1.58)

e(z,z) jest funkcja bledu.
Przechodzac do wspélrzednych biegunowych tzn:

z=acos@, = -asinf, (1.59)
wspblezynniki ¢;;, fij(H) tak dobieramy by zminimalizowaé blad:
E[é*(z,%)] — min.
Caughey wyznaczyl momenty rozwiazasi np:

27 co

E[zz]z&%//acose exp %/f(z)dz dad®, (1.60)
00 0

gdzie Ay jest pewna stala normalizacyjna.

Metode te Caughey zilustrowal na nastepujacym przykladzie [30].
Przyklad 3 ; :

Rozwazmy nieliniowy oscylator z tarciem Culomba pod dzialaniem gaussow-
skiego bialego szumu: )
, % + hsgn(2) + z = /o&(1). (1.61)
Jest to szczegllny przypadek réwnania (1.54) dla heo = h, hi; =0, (4,5 > 0).
Réwnanie (1.61) zastapimy przez réwnowazne nieliniowe réwnanie rézniczkowe:

i+ cf(H)3 + z = Jol(2), , (1.62)
funkcje f(H) przyjmujemy w postaci:
1
f(H)= 2R’ (1.63)
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woéwczas wspilezymnik co bedzie okreflony zaleznoécia:

_r(r@) o
= 77%_)2_ =—. (1.64)

Nalezy podkredli¢, ze wybér f(H) i eo, kiéry minimalizuje Ele*(z,z)] réwniei
gwarantuje, ze frednie energie dysypacji sa te same w réwnaniach (1.61), (1.62).
Przyjmujac H postaci (1.58) i wyznaczajac stala normalizacji Ag, a nastepnie
gestodé rozkladu rozwiazania stacjonarnego otrzymamy na tej podstawie momenty
rozwiazan stacjonarnych:

Ef2?] = E[#}] = %E[a’] =3(5). : (1.65)

Dalsze uwogdlnienia moina znaleZé w pracach Zhu i Yu [114], Monahara
i Iyengara [69]. Ide¢ réwnowainych ukladéw rozwijali réwniez Lin i jego
wspdlpracownicy [63).

2. Metoda statystycznej linearyzacji

Metode t¢ oméwimy korzystajac z wynikéw Kazakowa [57]. Rozwazymy uklad
dynamiczny opisany nieliniowym wektorowym stochastycznym réwnaniem Ito:

M
dz(t) = B(z, 1)t + ), Gro(t)dfi(t), (@21
=1 .

gdzie: .

z jest wektorem stanu, & = [z3,.-.,Zn),

& jest pewna nieliniowa wektorows funkcja, #: R® x Rt — R,

Gro(t) = [o15(t)s s 0%, (k = 1,..,M) sa wektorami deterministycz-
nymi intensywnosci szumu,

&i(t) sa niezaleznymi standardowymi procesami Wienera

Celem linearyzacji statystycznej jest zastapienie ukladu (2.1) ukiadem linio-
wym, ktéry jest réwnowainy w sensie pewnego kryterium ukladowi (2.1); $ciglej
méwiac zastapienie wektora nieliniowego ¥ postaci:

Y = #(z,1), (2.2)

Jjego zlinearyzowana postacia;

Y = $y(m.,8,,1) + f: K;(nz,,ez,t)i?, (2.3)

i=1
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gdzie:

$, = [$;,...,87] jest nieliniowa funkcja wektorowa momentéw zmiennych
wejéciowych z;, ‘

K = [kir(mz,0.,1),....kin(mz,0,,1)]7, (i = 1,..,n) sa wektorami sta-
tystycznych wspélczynnikéw wzmocniedi: m, = Efz], 0, = [0;], 86i; =
E[z020], mg, = E[z], i=1,...,n,

:c? jest scentrowanym procesem stochastycznym:

0
i

= Ti — Mg;. (2.4)

W dalszym ciagu oméwimy metode linearyzacji statystycznej na przykladzie
jednowymiarowej nieliniowosci. Wéwczas wielkosci #g i K; beda skalarami. W celu
ich wyznaczenia nalezy postuzyé sie jakim$ ktyterium. Podamy obecnie zastoso-
wanie kilku typowych kryteriéw.

2.1. Kryterium réwnosci wartoéci oczekiwanej oraz drugich momentéw dla
zmienne] linearyzowanej i zlinearyzowanej

E[Y]=m, = &, (2.5)
E[(Y — E[Y])’] = E[(¢ — ®0)*] = f: f: kik;6;;, (2.6)
i=1 =1
gdzie:
6;;(t) = E[z{t)z}(t)]. (2.7)

Z réwnan (2.5) i (2.6) nie mozna w sposéb jednoznaczny wyznaczyé
wspdlczynnikéw k; (za wyjatkiem przypadku jednowymiarowego). Istnieje zatem
konieczno$¢ wprowadzenia dodatkowych zaleZnoéci np. réwnosci drugich momen-
téw mieszanych tzn: '

E[(Y — E[Y])(zj - mz)] = E[f: kizlzd],  G=1.m, @8

=1

otrzymamy wtedy uklad réwnad liniowych:

9¢j - 453 = Zk,’@,’j, i=1..,n, (2.9)
=1
gdzie: -
9¢j(t) = E[ng(t)]. (2.10)

Laczac otrzymany uklad réwnai (2.9) z réwnaniem (2.6) otrzymamy prze-
-sztywniony uklad réwnan (n + 1 réwnan i n niewiadomych). Dalsze postepowanie.
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moze polega¢ na szukaniu przyblizonego rozwiazania wszystkich réwnai, badZ na
pominigciu ktéregos z réwnan (2.8) i wyznaczeniu wspédlczynnikéw k; z pozostalych
réwnan.

Inny sposéb wyznaczania wspélczynnikéw zaproponowal Kazakow [57].
Wspélczynniki k; bedziemy poszukiwali w nastepujacej postaci:

_[E@-a3 17 as,
ki = [Tﬂ] S‘é’nb‘m':, (2.11)

j jest parametrem, ktéry wyznaczamy podstawiajac wielkosci k; do réwnania (2.6).
- Znak w réwnaniu {2.11) powinien by¢ zgodny ze znakiem 5,%“— dla wielkosd

z; pomadajq.cych rozklad normalny. Otrzymamy wéwczas:

ar
1l

1
: -1}3
E[#7] - %5 | g~ _6n snMos 9%, s 9%, i=1,...n
6 =1 @rr6u ¥ om,, gnamz. gnamzi S
(2.12)
Jesli zalozymy, ze laczny rozklad zmiennych losowych jest normalny to wyzna-
czenie wspélczynnikéw k; upraszcza sie. W szczegélnym przypadku jednowymia-
rowej nieliniowosci (» = 1) parametr 4 = 1, a wspdlczynnik k; przyjmuje wéwezas
postac:

_ Doy 0%y
k= 9—115@5":’ (2.13)
gdzie:
+o0
do = / #(z1,1)g(z1, )dz, (2.14)
+co
be = fﬁz(zht)g(zht)dzl—% | (2.15)
4o
6n = / a:fg(zl,t)dzl - mf,l, (2.16)

—(z; — mz)z

9(z1,1) = - exp{ }
” V218, 26

W przypadku jednowymiarowym najczeiciej funkcje @y zapisujemy w postaci:
@9 = kom,, (2.18)

(2.17)

gdzie kg jest statystycznym wspélczynnikiem wzmocnienia wartosci oczekiwanej,
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2.2. Kryterium minimalnego éredniokwadratowego bledu aproksymacji

Rozwazmy iredniokwadratowy blad aproksymacji funkcji Y = &(z,t) poprzez
zlinearyzowana postal (2.4) tzn:

’ n
& = E[®(21, . Zn,t) — G0~ Y_ kizl]’. (2.19)
i=1
Warunki konieczne istnienia minimum tego funkcjonalu s, postaci:
a6 86 \
— = 0, —_=. 2.20
”0 MO ( )
Obliczajac je otrzymamy nastepujace zaleZnoSci:
. $o = E[f), (2.21)
eoj = Z k:6;;, (2.22)
=1

gdzie 6;; i By, zostaly okreflone zaleznoéciami (2.7) i (2.10) tzn:
6i; = E[z{z3], 64, = E[$z]).
Rozwiazujac uklad réwnaii (2.22) otrzymamy:

k= z( 1)'+J 9.,, i=1,..,n, (2.23)

A = det[6;;], Ai; — dopelnienie algebraiczne elementu i~tej kolumny i j-tego
wiersza. '
Jedli zmienne z; sa niezalezne i gaussowskie to wspdlczynniki k; wyrazaja sie
prostymi zaleZznoSciami:
i)

: ' e omz;
Zaleinoét (2.24) jest oczywiscie szczegblnym przypadkiem (2.23).

(2.24)

2.3. Kryterium réwnoéci bledu aproksymacji w przedziale z < m; i z> m,

Kryterium to zostalo wprowadzone po raz pierwszy przez Zajdenberga [112]
dla, jednowymiarowej nieliniowasci. Wspdlczynnik kg wyznaczamy tak samo jak w
przypadku poprzednich kryteriéw tzn:

b= % (2.25)

m; mg
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natomiast wspélczynnik k; wyznaczamy z warunku réwnosci wartosci ocze-
kiwanych bledu wynikajacego z zastapienia funcji ¥ = @&(z) przez funkcje
zlinearyzowana w przedzialach (—oo,m) oraz (m,+0c0) tzn:

My 400
/ [#(z) — kom,. — ky(z — me)g(z)dz = / [8(z) — koms = ki(z ~ m.)jg(z)dz,

_ (2.26)
gdzie g(z) jest gestoscia rozkladu prawdopodobieristwa zmiennej z.
Kryterium to rozszerzymy i wogélnimy na przypadek gdy Y jest funkcja wielu
zmiennych. Odpowiednikami zaleznosci (2.25) i (2.26) sa:

@9 = E[P(z), ..y Zn, )], (2.27)

My Mz,

n
/ / [8(21, s Zart) = Bo — 3 Ki0PG(31, 0y Ty )21 0Ty =
—oo —oo i=1
o0

0 n
= j - /[¢(z1,...,z,,,t)-—Qo—Zk;z?}’g(zl,...,z?.,t)d:rl...d:r,., (2.28)

may My =1

gdzie p jest liczba calkowita dodatnia.

Podobnie jak w przypadku pierwszego kryterium, z réwnan (2.27) i (2.28)
nie mozna w sposéb jednoznaczny wyznaczyé wspolczynnikow k; (z wyjatkiem
przypadku jednowymiarowego). Trzeba dolaczy¢ pewne dodatkowe relacje. Mozna
postuzy¢ sie przy tym kilkoma réznymi metodami:

a) zalozyé, ze warunek (2.28) jest spelniony réwnoczesnie dlap = 1,...,n,

b) zachodzi réwnoéé mieszanych momentéw drugiego rzedu w rozpatrywanych
przedzialach: . ‘

mzy Mgy

/ - / [B(21,000r 2, ) — (B0 = 3 Kiz)ZP (21, s Tnr )21l =
e =1

-0
® oo n
= / - / [¢(z1,...,z,,t)—(sbo—zk.-z?):c.-]’”g(::l,...,z,,,t)dz;...d:cn, (2.29)
Mz,  Mop =1

W przypadku jednej nieliniowoéci, gdy zmienna r ma rozklad normalry, przy
czym funkcja gestodci prawdopodobieistwa jest postaci (2.17), mozna wykazaé, ze
wspolczynniki linearyzacji k; beda wyrazone zaleznosciami, odpowiednio
dlap=1:

oo —1,2 1] —1,2
[ (oot + me)eTEde — [ Bont +me)eT

20,

ky , (2.30)
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dap=2:
oo 0
J AdE— [ Adg |
k1-= o — —ooo , (2.31)
20, [f Bat - | Bd{]
0 —00
. gdzie:
A = [8%(0:€ +m;) — 2008(0.€ + m,)le 3,
B = {[#(o+m;)- ¢o]e—%£2.

Zastosowanie formuly Isserlisa w linearyzacji stochastyczne]

Otrzymane przez nas wspolczynniki ko i kg') s3 w ogdlnym przypadku nielinio-
wymi funkcjami wartoéci oczekiwanej i wariancji rozwiagzania. Friedrich w pracy
[36] pokazal, ze korzystajac z kryterium drugiego tzn. minimalnego éredniokwa-
dratowego bledu aproksymacji oraz formuly Isserlisa [39] moina, przy zalozeniu
stacionarnosci i gaussowskosci z(t), zlinearyzowaé funkcje skalarna nieliniowa w
postaci wielomianowej:

m m
f(z,2) =YY euzti!, k+12>2 (2.32)
k=0 1=0
Otrzymuje sie wowczas nastepujace przyblizenie liniowe:
fiz,2) 2 kS + KO (2(t) ~ m2) + KD (&(1) - mg), (2.33)

k(5) k(5) k(5)

gdzie wspélczynniki i sa, postaci wielomianowej ze wzgledu na
warto$¢ frednia m. i wariancje 0’2 i a

kP = Elf(z,2)] =

. m [m/2] /2]
- £3 any (o) G e, (234
k(5) - EU(I,I)(I - m)] -
‘ El(z — m,Y]
m [m/2] [k—1/2] '
= I?—% I_EO Sk ; (2_1’: 1) k-2,—1(212j'+})'§'21)_( :2:)’(0:?,-)17 (2.35)
sy _ Elf(z, i) (& ~m)] _
%= TEGE-ml - -

m [m+1/2] k/2) '
- L X cnmE( ) B D otyiat),  2aw)
k=0 I=0 \
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gdzie symbal [ ] wystepujacy w gornych wskaZnikach sumowania oznacza wartosé
calkowita (entier):

m; = E[z], ol =E[(z-m;)], of=E[-ms) (2.37)

Przyklad 4
Rozpatrzmy nieliniowoséé

Y =Az%, A>0. (2.38)
Statystycznie zlinearyzowana funkcja bedzie miala postaé:
Y = kom, + k1(z — my). : (2.39)

Zalézmy réwnici, ze zmienna z ma rozklad N(m,,o.), gestoé¢ prawdopodo-
biefistwa jest dana wzorem (2.17) dla z = z;.
Wspélczynik ky we wszystkich rozpatrywanych metodach oblicza sie identycz-
nie z nastepujacej zaleznosci:
4c0
| (Aoo£ + m. ) exp{—3£%}dE
ko= = = A(m? + 302). (2.40)

V2rm,

Przy obliczaniu tego typu calek korzystamy z wilasnosci, Ze calka T #(-)dz z

funkeji nieparzystej réwna si¢ zero oraz ze wzaréw:

] 0
/ {3*4'12’“'62&{ = Z-GEE!:’__—{ = / £.2k+le—¢fzﬁ’ (2.41)
0 -00

) . 0
/ reCar = \/::—'%%;)—E- = / e dg. (242)
0 oo

1° Kryterium pierwsze
Korzystamy z zaleznoéci (2.13) — (2.17):

Po = A(m3 + 302m;), (2.43)

B <, /% = A\fom3 + 36m202 + 1501, (2.44)
T
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2° Kryterium drugie
Korzystamy z zaleznodci (2.24):

K = % = 3A(m? + o2). (2.45)

3° Kryterium trzecie (p = 1)

Korzystamy z zaleznoéci (2.30), (2.41), (2.42) obliczamy kazda z calek w licz-
niku oddzielnie, otrzymamy wtedy:

E® = 4202 + 3m2). (2.46)
4° Kryterium czwarte (p = 2)

Podobnie jak poprzednie korzystamy z zaleinodci (2.31), (2.41), (2.42) i obli-
czamy kazda z calek oddzielnie, otrzymamy wtedy:

| K = 34(202 + m2), (2.47)
5° Kryterium pigte
‘Korzystajac z zaleznosci (2.34) — (2.37) otrzymamy:
KD = 34m? +02), kD =34m2+0Y), D=0 (2.48)

Tabele ze wspblczynnikami stochastycznej linearyzacji dla réznych funkeji nie-
Imiowych, w tym réwniez dla histerez, czytelnik znajdzie np. w artykulach [54],
{109}, [112], jak i monografiach [36], [57], [74]. Nalezy réwniez odnotowaé, ze
pewne praktyczne metody wyznaczania wspélczynnikéw linearyzacji przedstawil
Morosanow [73]. W nastepnym punkcie oméwimy wykorzystanie wspélczynnikéw
linearyzacji do wyznaczania réwnai momentéw i rozwiazan stacjonarnych.

3. Wyznaczanie réwnali momentéw i rozwigzan stacjonarnych

Rozwazymy uklad dynamiczny opisany stochastycznym réwnaniem wektoro-
wym Ito (2.1):
dz(t) = D(z(t),t)dt + Gro(t)dEr(t).
Po zastosowaniu stochastycznej linearyzacji otrzymamy zlinearyzowane stocha-
styczne réwnanie wektorowe:

M
dz = [Po(m_,0.,2) + K(m.,0,1)z°dt + ) Gro(t)dLi(?), (3.1)
k=1
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gdzie statystyczna charakterystyka @ i macierz K (n X n wymiarowa) statystycz-
nych wspélczynnikéw wzmocnienia, zaleza od wektora wartoéci Srednich i macierzy -
kowariancji procesu z(t) tzn:

6, = E[z°%2°"] = E[(z — m,)(z - m,)"). (3.2)

Korzystajac z formuly Ito, podobnie jak w poprzednim rozdziale, wyznaczamy
réwnania rézniczkowe, ktore spelniaja pierwsze i drugie momenty centralne:

dm

?‘ = ¢8(m17 e.’l."t)’ m"(to) = Mg, (3'3)
dGr, i wd r T ) .
Tdt = Z(krlel. + kaOr) + Z 01000, 6rs(to) = B4, (3.4)
=1 k=1

gdzie: O,, sa elementami macierzy 0., 0. = [6,,].

Elementy macierzy K sa funkcjami m, i 8, tzn. wartosci érednich i wariancji
rozwigzania stacjonarnego, ktére otrzymamy po rozwiazaniu ukladu réwnai (3.3),
(3.4) przy t dazacym -do nieskoriczonosci. Prowadzi to do nastepujacej procedury
rekurencyjnej:

dmh+1 1
d't = mmz,er,t)m? mh o mA (1) = my, (3.5)
dG,’.‘;H = h h h41 h h h41 <l
& = (ku(m", 0%, )01 + ku(m*,0%,1)01F1) + Y olo0te,  (3.6)
=1 : k=1

6r (1) = 6rsy, 1,8=1,..,m, h=12,..
gdzie m}tY(t), ©Ft1(t) sa wartoéciami Srednimi i wariancjami (n + 1) pray-
blizenia, a mk, O} s3 wartoéciami rozwiazati stacjonarnych.tzn:

m; = lim my(t), e = lim eh(1). (3.7)

W tym miejscu czyni sie milczace zalozenie o istnieniu stacjonarnych rozwiazan.
W dalszym ciagu zajmiemy sie badaniem rozwigzan stacjonarnych uklada
(3.3),(3.4). Wéwczas otrzymamy nieliniowy uklad réwnafi algebraicznych:

&8 (m,,0.,t)=0, mt(t)=my, (3.8)
n M
E(krl(mr, e:nt)el: + kd(m:, e:, t)9,1) + E Oo0k0 = 0. (39)
i=1 k=1

Uklad (3.8), (3.9) najczesciej mozna rozwiazal jedynie metodami numerycz-
nymi. Mozna réwniei skorzystaé z pewnej procedury iteracyjnej. Przyréwnujac
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do zera lewe strony réwnan rézniczkowych (3.5), (3.6) i rozwiazujac uklad réwnan
algebraicznych wzgledem zmiennych 9_,’:'” otrzymamy:

sc@*! = F(sc@7%), (3.10)
gdzie sc® jest wektorem utworzonym z elementéw macierzy © = [6;;]:
scB = [@11 yevey Gln, 621, aeey 92", ey Gnn]T,

F(-) jest funkcja wektorowa liniowa zdefiniowana poprzez réwnania (3.5) i (3.6).
Zauwazmy ponadto, ze najczgscie] w przypadku stacjonarnym (¢ — o), gdy .
wartoéci érednie zaklécen sa réwne zero to réwniez:

m>(t) = 0. ‘ (3.11)

Dzialanie procedury iteracyjnej (3.10) pokazemy na przykladzie.

Przyklad 5
Rozwazmy uklad nieliniowy analizowany w przykladzie 1 postaci:

dz = —(z + A:ca)dt + /qdw, (3.12)

gdzie w jest standardowym procesem Wienera.

Wspélczynniki linearyzacji dla nieliniowosci Az sa postaci (2.40), (2.44) -
(2.47). Warto$¢ érednia i drugi moment rozwiazania réwnania (3.12) spelniaja
nastepujace rownania:

dm,

= = %o, (3.13)

dE[z? ;
—},ﬂ = -2k E[z?] + ¢. ) (3.14)

Stad wartos¢ érednia rozwiazania stacjonarnego m, = 0 oraz:

2 _ At _ q - g 3
Bl == 2% (mp,on) 201+ A"’ (3.15)

gdzie:
oy =15, a2=3, a3=2, o4=6. (3.16)
Kazda z czterech procedur mozna zapisal w postaci:
kM1 = F(xh), (3.17)
gdzie:

. .
Fiy)= —3 >0, . 3.1
(v) T ardy]’ >0, y>0 (3.18)
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Latwo pokazaé, ze |F| = sup |F(y)| jest mniejsza od 1, to znaczy, ze procedury
y=1
iteracyjne (3.15) dla ¢ = 1,...,4 53 zbiezne.
W przypadku stacjonarnym, gdy klim kP = k® drugi moment mozna wyzna-
—00
czy¢ z nastepujacego réwnania algebraicznego: .
20K + 2P +¢=0, i=1,..,4. (3.19)
wtedy:
-1+ 1+ 24a; .
o = ZE¥ V¥ 2Aaig g 4L (3.20)
2A0;

Wracajac do zaleznoéci ogdlnej (3.10) definiujacej procedure 1teracy3na, mozemy
przedstawié ja w postaci: )

yhti — F(Yk),
gdzie Y = sc@” , przy zalozeniu, ze spelnione s nieréwnosci:
n
|F(K1, ey Ka) = (K, e k)| €Y Bijlis — 6, i=1,..,m, (3.21)
=1

gdzie x = [K1,-&n] s, X' = [81, ., &kL]T naleia do dziedziny operatora F.
Nieréwnoéé (3.21) mozna zastapi¢ nier6wnoscia:

FQ0) ~ FOON < 1B llx = X1l (3:22)
gdzie normy wektora i macierzy przyjeto nastepujaco:
Il = max|eil, B = max ( ) wm) : (3.23)
\J=1
Mozna wykazaé, ze jesli:
Bl < 1= Llimx* = x* = P(x®). (3.24)

Innym sposobem wyznaczenia wartoéci stacjomarnych m, i ©, jest wy-
korzystanie do rozwiazywania uktadu réwnai (3.8), (3.9) algorytméw, ktérymi
rozwiazuje si¢ réwnania Lapunowa. Obszerny przeglad literaturowy i poréwnanie
takich algorytméw mozna znalei¢ w artykule przegladowym Jamshidiego [50].

4. Metoda linearyzacji dla ukladéw z zakldceniem parametrycznym

Podobnie jak dla ukladéw z zakiéceniem addytywnym mozna wyrdznié dwie
grupy metod linearyzacji dla ukladow z zakléceniem multiplikatywnym. W pierw-
szej z nich, bedacej naturalnym uogdlnieniem réwnowaznej linearyzacji, na szcze-
gdlne wyréinienie zasloguja prace Kottalam, Lindberg i Westa [61], Briicknera i
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Lina [17],{18], natomiast w drugiej, bedacej uogélnieniem metody linearyzacji sta-
tystycznej, metody Kazakowa i Malczikowa [58]. Briickner i Lin [17] rozwazali
nieliniowy oscylator opisany réwnaniem:

M
1)+ f(z,2) = D _ g9ik(z,£)Ex(D), (4.1)
k=1

gdzie f i gx sa pewnymi funkcjami nieliniowymi, &x(2) sa bialymi szumami o
warto§ci Sredniej zero 1 macierzy kowariancji:

El&;(0)¢(t + 7)) = Sjkb(r). (4.2)

Jego réwnowazna postaé Ito wyglada nastepujaco:

dzl = _ngt,
dz; = F(z;,mz)d‘t + O'(EI, Ig)d‘w(t), (43)
gdzie:
‘ - a.‘h(zl,-‘ﬂz) .
F(z1,22) = ~f(z1,22)+ 3 Z Z ——"gx(Z1,22)Sik,  (4.4)
J-—l k=1 :
o*(z1,22) = }:ZQJ(Il,zz)yk(Il,zz)SJk, (4.5)
j=1k=1

w(t) jest standardowym procesem Wienera.
Briickner i Lin przyjeli, zZe zlinearyzowany uklad (4.3) ma postaé:
dzy = zdi,
dza = (0.131 + aqsz3 + b)dt + [011(31) + cypzy171 + (4.6)
+ c22(z2)* + dizy + daz2 + e]zdw.

Wspdlczynniki a;, b, ¢;j, di ,e s3 dobierane tak by minimalizowaly bledy §rednio
kwadratowe:

L = E[(F(z1,%2) — a1z — a;z2 — b)?], ‘ (4.7)
Iy = E[(2F(z1,22) + 0*(21,22)* — en(z:)? - (201 + c12)n1z2 +
o (202 + Cn)(rg)‘: dlzl - (2b + d?)zz e 8)2]. (4.8)

Wyznacza, sie je z zaleznoéci:

ar or o1 or oI

Ba; O Be; o B 4.9
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przy czym sg one funkcjami pierwszych dwu momentéw zj i z3 i ponadto momen-
téw wyzszych rzedow takich jak:

E[(zz)sF(zl,,zg)]., E[zl('zz)gF(z,,zg)], E[(zg)ga'z(z],zg)], E[z,zgaz(zl,zg)].

W szezegllnoici,, jesli F jest wielomianem stopnia m, to w celu otrzymania
zamknietego uktadu réwnaf rézniczkowych dla momentéw musimy je wyznaczyé
do rzedu k = max{(n +3,m + 2).
W metodzie podanej przez Kottalama Lindberga i Westa [61] zlinearyzowany
uklad mial szezegélna postaé ukladu (4.6), gdzie c11 = ¢12 = €22 = dy = d3 = 0.
Briickner i Lin pokazali, ze przedstawiona metode mozna uogolni¢ na uklady
o wielu stopniach swobody: :

dzgj) = zgj)dt,
. ) Mo
dz) = FOX,,X5)dt+ S o (X1, X;5)dw(t), (4.10)

k=1
gdzie:
zU) = zgj), z0) = zgj), i=1. M,
'X,-:[Il(l),...,t'(- , 1=1,2
wi(t), k+1,...,M — niezaleine standardowe procesy Wienera.
Rozwiazania zlinearyzowanego réwnania poszukuje sie w postaci:

&9 = Pa,

. M o , Mo
dzd) = |5 (02 4 a2 4 6| a4 ¥ Dawy(t),  (4.11)
=1 k=1 -

. ) o M )
gdzie aﬁ, ag) i bU) s stalymi parametrami i } c(k')ci") sa wielomianami
k=1
kwadratowymi wzgledem zmiennych wektorowych X G, X.m. '
Wspélczynniki w tych wielomianach jak i parametry “(11.,)’ “'(i:, )58 wyznacza
si¢ z warunku minimalizacji bledéw sredniokwadratowych:

M . .
L) = E[(pw(x,,x,)_Z(ayjzgkuag’z;‘))—-b(ﬂ)’], (4.12)
k=1

. . R . M . M - R .
(SR TR SR LN > R
k=1 k=1

N D G - . . M N gy 2
+ (agi)zg) + agzzg))zgk) - b(’)zg) - b(’)z%’)] - Z cg)cg)) ] . (4.13)
k=1
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W innej swej pracy [18] Briickner i Lin zaproponowali wykorzystanie transfor-
macji Ariaratnama i Tama [2]: L

zl(t)
zz(t)

2(t)e™ + F(t)e ™, _\
iw [2(t)e* + 2(t)e™], (4.14)

ktéra z uwagi na swg liniowos¢ zachowuje réwniez markowskos¢ procesu wektoro-

wego [2(2), 2(1)}.
Transformacja ta przeksztalca uklad (4 11) do postaci:

dz = F,dt+ 0, d6 + 05,dEs,
di = th+a,,d§1 + 5,,d¢3, . (4.15)

gdz1e F,, sz Tzi» al. (1 =1 2) 53 funkc_]a.mJ Z(t), Z(t), w, € iwt, flv EZ s
standardowymi procesami Wienera.

Jezeli uklad wyjSciowy (4.3) zawieral jedynie nieliniowoéci o charakterze wie-
lomianowym, to F,, Fs; 0, T3,y 023, Oz 53 réwniei wielomianami 2z i
z . Dla ukladu (4.15) mozna wyznaczyé réwnania momentéw, ktére w przypadku
gdy uklad wyjéciowy (4.10) jest liniowy beda stanowily uklad réwnai zamknigtych,
natomiast w ogSlnym przypadku ukladu nieliniowego (4.10) konieczne jest zastoso-
wanie jednej z technik zamykania, np. metody kumulantéw, lub quasimomentéw.

Przyklad 6
Rozwaimy nieliniowy oscylator opisany réwnaniem:
dry = zadi, .
dz; = (—azz — B(21)52 — 21)di + [(21)%01 + 03] dw. (4.16)

Poszukujac wspélczynnikéw ukladu zlinearyzowanego w postaci (4.6) korzysta sie
z warunkéw (4.9). Otrzymuje si¢ wéwczas:

(Pllll #1#112)(#22 - (#2)2) (ﬂun - #2#112)(#12 - #1#2)

@ = - (uax — (1)2) (2 — (B2)?) = (a2 — papa)?
ag = -1- (,ﬂulz - Fz#nz)(#u - (F'l) ) (ﬂllzz - #1#112)(#12 - #1#2)
(p11 = (p1)?)(p2 = (42)?) = (12 — p1p2)?
b = ( 1 - dl)[l/l + (—a - ag)[.l,g - ﬂ[.lug, (417)
gdzie: p; = Efzi], pij = E[zr’:J] itd.

Podobme mozna wyprowadzi¢ zaleznodci dla ¢, d,, . Z uwagi na fakt, ze
po prawej stronie wyrazer (4.17), jak réwniez dla ¢, d;, e wystepuja momenty
do széstego rzedu wlacznie, to aby zamknaé uklad réwnai dla momentéw musimy
uwzgledni¢ 27 réwnai momentéw, do ktérych ponadto stosuje sie jedng z technik
zamykania. Réwnania te zwykle po zamknieciu rozwiazuje si¢ numerycznie.
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Najprostsza metode statystycznej linearyzacji ukladéw z multiplikatywnymi
zakléceniami zaproponowali Kazakow i Malczikow [58]. Polega ona na niezaleznej
statystycznej linearyzacji czesci deterministycznej #(z,t) i stochastycznej o(z,1)
réwnania: '

dz = $(z,t)dt + a(z, t)dw, - (4.18)

gdzie &, 0 s3 wektorowymi funkcjami nieliniowymi, w(t) jest skalarnym stan-
dardowym procesem Wienera.

Ciekawa koncepcje analizy ukladéow z zakléceniem multiplikatywnym i addy-
tywnym podali Young i Chang [91]. Polega ona na zastapieniu orginalnego ukladu
z zakléceniami multiplikatywnymi i addytywnymi pewnym réwnowaznym ukladem
nieliniowym z innym zakloceniem jedynie addytywnym o charakterze bialego
szumu. Intensywnos¢ tego zakldcenia jest zalezna od stacjonarnych rozwiazaf,
do wyliczenia ktérych, autorzy proponuja wykorzystaé¢ gestos¢ prawdopodobien-
stwa dla ukladu zastepczego. Prowadzi to z koniecznoéci do procedury iteracyjnej.
Szczegdly dotyczace tej metody jak i przyklady ilustrujace znajdzie czytelnik w
[91].

5. Uwagi koticowe

W opracowanym przegladzie nowych rezultatéw dotyczacym metod linearyza-
cji stochastycznej uwzgledniono jedynie zaklécenia ciagle, gaussowskie, najczesciej
szumy biale. W literaturze istnieja juz prace z metod Linearyzacji np. Tylikow-
skiego i Marowskiego [105], gdzie zaklécenie ma charakter Poissonowski. W ni-
niejszej pracy nie omowiono réwniez oceny dokladnosci metod linearyzacji, mozna
ja bedzie znaleZ¢ miedzy innymi w pracach Kazakowa [56], [57], Kolowskiego [60],
Aleksandrowa i in. [5].- Coraz czeiciej pojawiajy sie prace, gdzie metoda réw-
nowaznej linearyzacji jest uzywana jako narzedzie badawcze do analizy wyspecja-
lizowanych probleméw dynamiki statystycznej takich jak: analiza ruchu §lizgowego
pewnych struktur przypadkowo poruszajacych si¢ powierzchniach [4], [31], drga-
nia utwierdzonych plyt i konstrukcji powierzchniowych pod wplywem wymuszen
akustycznych [70], [71], czy analiza niestacjonarnych drgan pojazdu poruszajacego
si¢ po nieréwnosciach o charakterze stochastycznym [42].

Z przeprowadzonego przegladu prac mozna wyciagnaé kilka podstawowych
wnioskéw: -

(a) Metoda statystycznej i réwnowaznej linearyzacji jest prosta w zastosowaniun
jedynie dla ukladéw o kitku stopniach swobody. Daje wéwczas dla funkeji gladkich
dokladnos¢ rzedu kilkunastu procent. W przypadku ukladéw o wielu stopniach
swobody jej zastosowanie jest duzo bardziej zloZone z uwagi na rosnaca z kwadra-
tem liczbe rownan momentéw. Te trudnoéé starali sie ominaé Casciati i Faravelli
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[25] oraz Pawleta [76] przez wprowadzenie zdecentralizowanej linearyzacii.

(b) Standardowa metoda linearyzacji, ze srednio-kwadratowym kryterium, za-
pewnia jedynie najlepsza aproksymacje wariancji rozwiazania, nie uwzglednia jed-
pnak wlasnoéci dynamicznych ukladu nieliniowego, innymi slowy nie zapewnia do-
brej aproksymacji gestosci widmowej rozwiazania ukladu nieliniowego.

(c) W niektérych ukladach, zwlaszcza o wielu stopniach swobody z histere-
zami jest jedynym narzedziem matematycznym (analitycznym) pozwalajacym na
analize zjawisk dynamicznych. Alternatywa w tym przypadku sa jedynie metody
symulacyjne.
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Summary

The present state of the theory of statistical and equivalent linearization is surveyed
in this paper. The most important approaches are discussed in details. Particularly
the method of equivalent and statistical linearization and the problem of obtaining the
moment equations and their stationary solutions are presented. The discussed methods
are illustrated by examples.

Pesrome

B craThe crenaBo 0630p HOBHX paboT IO CTATECTHYECKON NHHEADH3ALUHA A Opel-
craBneno 6oyee nogpo6HO caMule I'VIABHRIE H3 HEX.

Oco6eHEO MPEeACTABACHO METOMNLl SKBHBAJICHTHOH B CTATHCTHYECKOM JHHEADH3a-
neE B npobiieMbl MONYYeRHAS YPABHeHAN MOMEHTOB H HX CTANWOHADHRIX peUleHHH.
OuncagELIe METONB! ONPORIUTIOCTPAPOBAHEBI HPAMEPAMH,
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