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1. Introduction

Ce travail est une continuation du traité [1] qui contient des éléments de la
cinématique et de la dynamique des milieux dénombrables, présentés comme une
généralisation des notions et des équations de la mécanique analitique des systémes
a nombre fini des dégrés de liberté.

Le but de cet essai est une illustration des considérations théoriques contenues
dans [1] et la présentation d’un exemple de leurs applications 4 I’analyse de certain
milieu dénombrable.

Le milieu est un systéme matériel "linéaire” infini composé des pariicules isolées
(discretement distribuées) dans un espace de configuration de référence. Ce milieu
peut-étre traité comme un modéle approché de la structure "atomique” des milieux
matériels (solides) (v. e.g.[2)-[4]) mais aussi comme un modele de calcul obtenu 3
l’aide ’une des méthodes d’échantillonage (e.g. la méthode des différences finies)
appliquée & un systéme composé des milieux continus infinis (v. e.g.[5],[6]). Pui-
sque ces méthodes ont la grande importance pratique, mais sont bien dévéloppées
plutot pour des systémés finis (bornés) nous croyons que des résultats obtenus, a
notre avis originaux, peuvent-étre intéréssants pour des ingénieurs.

Nous prouvons quelques théorémes sur ’existence et 'unicité de la solution du
probléme de Cauchy ainsi qu’ un théoreme sur I’approximation de ce probléme dans
un espace de dimension finie qui rend possible d’eﬂ'ectuer une analyse quantitative
du milieu en question.

Un exemple de la propagation de perturbation est donné comme exemple de
calcul illustratif de telle analyse. .

Il est 4 noter que des études concernant le milieu ledit sont réprésentatifs pour
une classe des structures et peuvent-étre adoptés (aprés certaines modifications)
‘aux autres exemples de systémes. -
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2. Equations et notions fondamentales

Prenons en considerations le systeme schematisé sur la fig.1.
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Imaginons deux droites paralléles lp et Iy sur lesquelles on a distribué des
particules matérielles: de masse mg aux points de coordonnées i {1 € Z-1’ensemble
des entiers relatifs) situées sur lp et de masse m; aux points de coordonnées 1
(i € Z, V’ensemble des entiers pairs) sur la droite Iy. Les particules sur I; sont
liées par des ressorts a caractéristiques k;, symbolisants des interactions entre elles
(7 = 0,1). En outre, les particules p;; (i€ Zsij=0eti€ Z,si j =1) sont pour
tout i € Z, liées par des tiges rigides, réprésentantés par exemple la compatibilité
des déplacements d’elements p;; (i € Z,) (si la longueur des tiges tend vers zero).

Admettons que sous des forces extérieures P;; appliquées aux particules p;; et
de direction [;, le mouvement possible n’est que le long des axes [;. Admettons
aussi que sans des charges P;; le systeme est en état d’equilibre naturel.

Pour les particules p;; nous avons des équations du mouvement (de Newton)
suitvantes:

moZo; = Foi+ Roi, i=..-2,0,24,.. .
moZo; = Fy;, Cof=..-1L1,3,5.. (2.1)
miE; = Fii+ Ry,  i=..-2,0,2/4,..

ou z;; dénotent des déplacements des p; :

Fo; = Po;i+ ko(zoit1 — 220 + Z0i-1), 1€ Z,
Fy; P+ k1($1,5+2 —2z1; + 31,5-2), 1€ Zp, (2.2)

It

sont des forces actives (avec les efforts des ressorts) et Ro;, Rii (i € Z,) des
réactions des liaisons réalisées par les tiges, vérifiantes la relation:

Roi+Ryi=0, i€Z, ' (2.3)

Par le milieu (D); évidement dénombrabie, nous comprenons le systéme
(v.[1],par.3):
(D)={(a)=pa; a=(j,i), i€Zsi j=0et i€2Z,si j=1}. (2.4)
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Par ‘D nous allons noter ’ensemble des couples a.
Posons 1’espace des nombres réels R comme 'espace de configuration de la
particule p, et ’espace vectoriel (sur R) des suites

X ={z = (s Z0,irZo,i+1, T1,ir --); Za ER, (a € D), (i€ Z,)}. (2.5)
Posons aussi forméllement:
P ("'7P0,i7P0‘i+11P1,t'7'")7

F = ('"7 FO,(" FO,H—I? Fl,iv "-)7 (1 € ZP) (26)
R = (...,Ro‘,',o,Rl',',...).

Les liaisons réalisées par les tiges sont en effet holonomes, bilatérales et sta-
tionnaires car leurs équations-sont:

f

Zo1 — 21,0 = 0, 1€ Z,. (2.7)
On peut les présenter sous la forme:
f(z) =0, (2.8)
si f: X — X nous definions comme suit:
f(z) =(..,z0i — 214,0,0,...), =ze€X. (2.9)

On voit que f est linéaire.
Definions formeéllement encore deux applications linéaires de X dans X:
d’inertie M et de rigidité K:

Mz = ("') mOxO,i,Tn'OIO.i-{-lvmlxl,i"")a
Kz = (..ko(Zoit+1 — 2Zo; + Zoi-1), ko(Zoi+2 — 2T0ix1 + Zo,i),
kl(Il,i+2 - 21‘1_.‘ + zy,—3, .) (2.10)

Soit ensuite 1’espace vectoriel: i

¥ ={¢= (s ¥i¥it1,...); ¥i,¥%it1 €ER, i€ Z;} (2.11)
et ’application 7: ¥ — X:
= (Vi Vit Yir)s (5 € Zp), (2.12)

ie. zoi = ¥, Z1i = ¥i, Zoi+1 = Yiy1. Alors T = wyp vérifie indentiquement
I’équation des liaisons (2.8) En outre, on voit que = est linéaire et injective.
Soit encore ’application linéaire 7': X/ = X — ¥/ = ¥ (v.[1],par.2):

e = (2 + 21520410 )s T €EX (1€ Zy). (2.13)
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3. Analyse gualitative

Ci-dessous nous nous occupons de deux cas de structure de I’espace de configu-
ration du milien (D) et de ’espace des formes linéaires sur lui pour lesquels nous
allons démontrer, entre autre, ’existence et I'unicité de la solution du probléme
de Cauchy pour les équations (2.1). Pour abréger les considérations nous allons
omettre des calculs detaillés. y

3.1. Cas ”hilbertien”

Comme espace de configuration Xp posons l'espace de Hilbert 12(X) avec le
produit scalaire (v.[1], par.2):

) <z,y>x= Y (%0,i¥0,i + Toi+1¥0,i41 + Z1,i%1,i) (3.1)
i€z,
et la norme: .
lzllx =< z,z >% . (3.2)

Les opérateurs d’inertie M et de rigidite K definis sur Xp et a valeurs dans
Xp = Xp sont continus car en vertu de (2.10),(3.1),(3.2) et de l'inegalité de
Cauchy-Schwartz nous avons:

Mzl < (m*)|jzlk,  m* = svp(mo, my),
Kzl < 18(k*)’l|zll%, k" = sup(ko, k1). (3.3)

Il s’en suit & ’occasion que les formes:

M(z,y) =< Mz,y >x= Z (moZo,iyo; + MoZoi+1Y0,i+1 + M1Z1iV1,i)s
i€z,
K(z,9) = < < Kz,y >x= — Z [ko(zo,i+1 — 220, + Z0,i-1)y0, + (3.4)
€2,
+ko(Zoi+2 — 2Z0,i41 + Zoi)¥0,i41 + k1 (21,42 — 2215 b 21i-2)Y14] =

= Z ko(Zo,i+1 = Zo,:)(¥o,i+1 — Yo,i) + E k1(z142 = 21,0) (Y142 — Y1),
€2 i€Zp

bilinéaires, symétriques et positives sont continues sur Xp x Xp.
Soit la fonction du mouvement z = z(t) de classe C*(T,Xp). En vertu de
(2.5),(2.6) et de (2.10) nous pouvons écrire les équations (2.1) comme suit:

Mz(t) = F(t,z(t)) + R(t), (3.5)
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avec:

F(t,z(t)) = Kz(t) + P(t) (3.6)

Si P(t) € Xp pour tout t € T, alors en vue de (3.3),(3.5), et de (3.6) on a
R(t) € Xp quelque soit t € T. Donc 'equation (3.15) est de forme postulée dans
(1] (par.4.1) (avec Xp = X}, = {3(X)).

Vérifions que les liaisons sont parfaites (v.(2.8)). De (2.9) il découle que f:
Xp — Xp est contibue (donc comme linéaire est dérivable) car:

17 @)% < 2ll=i%- (3.7)
De (2.9) il suit:
U=%kerf={u€Xp:u=_.,u%41,%,..), (i€ Z;)}. (3.8)
Alors en vertu de (3.1),(2.3),(2.6)s et de (3.8) nous avons:

<Ru>x= Z (Rosui + 0uis1 + Ryiui) = 0 (3.9)
i€Z,

pour tout u € U.
Comme espace de configuration généralisé ¥p posons I’espace de Hilbert 2(w)
avec le produit scalaire (v.[1],par.2):

<he>e= ) tipi = Y (Yiwi + bir1Pisr), (3.10)
€2 €Zp
et la norme: \
llle =< %, >3 . \ (3.11)

L’ application = definie a I’ aide de formule (2.12) est continue sur ¥p et
©(¥p) = U (v.(3.8)) car:

itk < 20l¢li, Il 2 ¢l (3.12)

Continue sur Xp (et & valeurs dans ¥p) est également ’application =’ (v.(2.13))
puisque:
I='2'll} < 2ll=I%- (3.13)
Cette application est en outre adjointe a x au sens de definition formulée dans [1]
(par.4.5) (avec Xp, = Xp = I*(X)) comme en vue de (2.12),(2.13):

<z, >p= EZ [(zo; + 21,)¥: + Zoi+1%in1] =
1€2p

= g; (zo%i + 2o 11 ¥inr + 21 %) =< z', 7y >x . (3.14)
| P 1
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En utilisant (3.9),(2.12),(2.13),(3.14),(3.6) et les formules:
Ap = (FoMom) = (m(mo+ my)i,modiss, -, (3.15)
¢ = »F = C‘¢' + H, I = W’P = (..., PO'; + Pl,,‘, Po‘,'+1, ...),
Cy = _(‘F' oKox)y = (...,(kod; + k1 A2)i, koA1¥isr, o),

ou:
A)i = (ipt = 2(-)i + (i (1=1,2), (3.16)
nous transformons ’equation (3.5) & ’equation de Lagrange’a de deuxiéme genere
(v.[1] par.4.5): ) ;
A1) = B(L, B(1)). (3.17)
L’ équation (3.17) se raméne aux équations du mouvement de (D) suivantes
(v.(3.15),(3.16)):

(mo + m1)i(t) — kolwiva(t) — 24(t) + i (D}
—k1[¥ira(t) — 29i(t) + ¥i-2(t)] = Poi(t) + Pri(t), (3.18)
moPis1(t) — ko[Wir2(t) = 20i41(t) + $i(t)] = Poina(t), (i€ Z)

auxquelles nous adjoignons les conditions initiales:
] . ° .
$i(0) =;,  ¥i(0) =%i, (i€ 2), (3.19)

avec () =¥, (%) =%.
Remarquons que (v.(3.15} ):

lA%liE > millvl3- (3.20)

Nous pouvons donc formuler le corollaire que si P = P(t) € {?(X) est continue

sur T et 12), Pe I2(¥), alors le probléme de Cauchy pour les équations (3.18) avec
les conditions initiales (3.19) a la solution unique de' classe C*(T,1*(¥)).

En effect, comme z, 2/, K et P sont continues, alors C, I et en
consequence P sont en vue de (3.15) continues. De plus & est lipschitzienne car C
est linéaire et borné, i.e:

8(2, ¥1) — #(t, ¥2)lle = [|C(¥1— ¥2)lle < IICll[¥1 —Yoller-

En outre, en vue de (3.20) nous remarquons que les hypothéses de la proposition
1 du par.5.1 de [1] sont remplies. Donc la thése est prouvée.

Nous pouvons arriver i cette thése en utilisant aussi la proposition 2 du par.5.2
demontrée dans [1]. Apercevons notamment qu’on peut présenter les équations
(3.18) sous la forme variationnelle:

A(D(1), ¢) =< #(1,$(1)), ¢ >¢, ¢ €¥p, ET, (3:21)
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ol (V.(3.15)1 3 (34)1 ):

A%, 9) =< A, Su= M(m,mp) = Y _ [(mo+m )ipi+ movis1isa]- (3.22)
€2,

Comme A(%,%) > mo|[¥)||2 et & est continue et lipschitzienne, alors les hypo-
théses la proposition mentionnée sont remplies.
L’equation (3.17) peut-étre écrite aussi comme suit (v.(3.15)2):

AP(t) - Cy(t) = I(t), teT, (3.23)
soit:
A(B(), 0} + C(H(1),9) =< H(t),p >», @ €E¥p, tET, (3.24)
ol (v{(3.15);, (3.4)3):
C(¥,9) = <-Cp>=<—(a"0oKom)p,p>p =

= —<(Kom)h,mp>x = K(z¢p,mp) = (3.25)
Z ko(Wirr — %) (pivs — @) + D, Fu(Wivz — %i)(piva — 9i)
iEZp

est une forme bilinéaire, symétrigue, positive et continue sur ¥p X ¥p.
Mentionnons encore que dans le cas considéré, il existe ’energie cinétique de

(D) égale 4 (v1], par4.3)

£ = -;—.M(:r,,z) = = Z(moa:o, + mo:co'ﬂl + mlzl,) =
tez,
= 3AGH) = 5 T [0mo+ ma)i? + movyl (3.26)
tEZ,

Puisque de (3.6), (3.14) et de (3.25) il découle:
P = <Fa:>x~<K:1:+Pz>x_<(Ko:r)1/)+P1r1/)>x—
d
= —C(H, )+ <M,y >g= — 540 + Pleys

avee.

Uy = %_C(ilm/)) = %ﬂwml’) Zko(¢.+1 - %)+ = Z k1(¥ize — %),
: 3EZ,

Py = <I¥>p= 3 [(Po; +.P1,.-)1b.' + Poi+1¥i+1], (3.27)

i€z,
signifiant ’energie potentielle intérieure (des ressorts) et la puissance des fbrces
extérieures (actives), alors l’equatlon de P'energie prend la forme:
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3.2. Cas "généralisé”

Comme Pespace de configuration Xp posons maintenant I'espace de Banach
P(X) (1 € p € ) avec la norme (v]1} par.2):

lzlix = lzl= [Eﬂxo.if” + |zo i1 lf + sz,.'l”)]";’, 1< p< oo,
. €2,
l=llx

Les operateurs M et K (v.(2.10)) restreints au domaine Xp et 3 valeurs dans

X=X CI'(X) (v.[1] par.2) sont bien définis.
Soit la fonction du mouvement z = z(t) de classe C*(T, XD) En vertu de
(2.5), (2.6) et de (2.10) nous pouvans écrire les équations (2.1) comme suit:

& Mi(ty=F(t,=(t)) + B(2), teT, (3-30)

i

Izlleo = sup(lzol, lzoisals 1214l),  p= oo. (3-29)
i€y

avec: _ : :
Fit,=(t)) = K=(t) + P(t). (3.31)
Si P(t) € X pour t € T, alors en vue de (3.30), (3.31) on a R(t) € X quelque
smt teT. Donc I’equatm (3-30) est de forme postulée dans [1] (v - 4.6) (avec
X
La.f)anctxcm d:eina.wons f:Xp -+ Xp (v{2.9)) est bien définie et continue (et
comme linéaire est dérivable) car (v.(3.29)):

17/ @)ix < 2llzflx, 1<p<om,

Lfz)lx < 2|zllx, p=oo. (3.32)
De (2.8) et de (2.9) il découle: ;
U=Yerf={n€Xp; 1= (umtirtisr,®r)y (i€ %)} (3:33)

Alars en vertn de (2.3) et de (3.23) des Kaisons (réalisées par les tiges — v.fig.1)
sont parafaites car:

< R,u>%= E (Bosiwi + 0uiga + By u;) = 0,

pour tout - €U=Un I(X) (v.[1] par.2 et 4.6).
Comme Vespace des configurations généralisées ¥p pes:ms Pespace de Banach
P(P) (1 <p< co) avee Ia narme:

ole = Wl = [SOEP+aP)]?,  1<p< o,
Ile = Iéle = smp(viblisaly  p=os, (339
€2,
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L'applhication r: ¥p — Xp (v.(2.12)) est bien définie et continue ainsi que
7(¥p) = U (v.(3.33) car:

Il < llrolfx < 209ll3, 1<p< oo,
lvlle = lirdllx, p=o0 (3.35)

En outre nous avons: R o
xp €U pour g€ (V). (3.36)

o -]
L’application ' (X) D X — # ¥V (¥) (v.(213)) est bien définie. Elle est
adjointe & w an sens de définition (v.[1] par.4.6):
< ‘1"4"',_9’ > = ): (0, 4+ #1,)%i + Tois1pi41) =
&
= 3 (200 + Thipainr + 21,00) = (3.37)
€2p
= <shap>h, LEX, pel(¥)
De plus z': Xp -+ ¥p est bien définie et continue car:

Wzl < (@ + Dllelly, 1<p< o,
f='zlle < 2lizlix, p=oo. (3.38)
Remarquons que les opérateurs M et K restreints au domaine Xp ont des

valeurs en Xp et sont continus.
Notamment (v.(2.1D) et (3.34))

Mzfly < (m*)fzffz, m° =max(mo,mi), 1<p<eo,
iMz]x < m*||zllx, p= oo, ‘
iKzly €3-#(&*V|zlf, F =max(ko,ky), 1<p<oo, (3.39)
: IK=zllx < 6k°||z[lx, p=co.

Leﬁ faits nommés ci-dessus pa'méttent de constater qu'on peut ramener
Pequation (3.30) & Ia forme (v.[1] par.4.6): -

A¥(t)=B(t,9()), teT, (3.40)
avec:
A = PoMor,
t,¢¥) = #F=(x'oK)z+1'P=(x'0oKox)p+x'P=Cy+1I,

C = 2’oKox, H=7'P, (3.41)
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ou A, C, Il s'expriment a ]'aide de (3.15).
Adjoignons a 'equation (3.40) ies conditions initiales:

$(0) =9,  $(0) =% (3.42)

Evidement la forme devéloppée de (3.40) et de (3.42) est (3.18) et (3.19) re-
spectivement.
Remarquons qu’en de (3.15); et de (3.34) on a:

Ally 2 mpll9lP, 1< p<oo,
IAvlle > moll¥lle, p= oo, (3.43)

alors A: ¥p — ¥p est une bijection. En outre, en vertu de (3.34),(3.15) et
de (3.16) l'opérateur C: ¥p — ¥p est continu, done P(t,) est lipschitzienne
(par raport 3 ¥ ) et continue si IT : T — ¥p est continue (v.3.41);). Alors,
d’aprés la proposition 3 du par. 5.3 de [1] nous pouvons formuler corollaire que si

P:T —.I?(X) est continue et ;5, Pe P(¥), le probléme de Cauchy (3.40), (3.42)
a la solution unique ¥ = () de classe C?(T,#(¥)) (pour p € [1, ]).

Il faut mentionner encore que la solution unique du ledit probléme est assurée
aussi pour la fonction du mouvement % = ¢(t) de dasse C*(T, c(!l")) si
P:T —¢(X) est continue et ¢>, ‘PEC(!F) (v.[1] par.2).

En effet, en vertu de (3.41) et de (3.16) on a &(t,%) = Cy + II(1) e?(!l’),
Ay €l (¥#) pour tout ¢ et IHI(t) dans ;(!P) ainsi que II(t) = 7' P(t) E?(W) si

o o

P(t) E‘I,(X). Puisque S(W) = clos(! (¥)), g(X) = clos(1(X)) (par rapport 3 la
norme || - || et les applicatons A,C, x’ sont linéaires et continues (par rapport a
Il - lloo ), alors les hypotheses de la proposition 3 du par.5.3 de [1] sont remplies.

Notons que ¢(¥) est P’espace des suites bornées ¥ = (1;) telles que

lim ; =0, (1 € Z)

[$|—=00

4. Analyse quantitative

La détermination de la fagon exacte des fonctions du mouvement pour des mi-
lieux dénombrables est généralement difficile et méme impossible. Ci-dessus nous
montrons une possibilité d’approximation de la solution du probléme de Cauchy
pour le milieu de la fig.1 par la solution d’un autre probléme formulé dans 1’espace
-de dimension finie, i.e. pour un systéme a nombre fini des dégrés de liberté. En-
suite, nous llustrons cet algorithme d’approximation d’un exemple numérique.
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4.1. Approximation

Considérons le cas du par.3.2 dans lequel ¥p est ’espace de Hilbert.
Soit ¥ = ¥(t) la solution du probléme de Cauchy (3.17),(3.19) i.e. (v.(3.23)):

Ap-Cy=1, teT,
#(0) =¥,  $(0) =, (4.1)

o ,%€ P(¥), I = II(t) est de classe C(T,(¥)).
Soit (M) : T — I2(¥) telle que:

1/’!‘(!)1 i€ ZN )
$(t) = (i€ 2), (4.2)
0, ig2Zn
ol
Zn =[~-2N -1,2N +1]nZ, (N- entier positif). (4.3)

La fonction y®) = p(M)(t) vérifie I’ équation:
AP — cp™) = 1 — A (4.4)

on AN) est le résidu de équation (4.1);.
En soustrayant (4.4) de (4.1); nous obtenons:

AN = AN _ o) (4.5)
avec (v.(4.2)):
AN = () - pN(1)
0, i€ ZN
A = (i € 2). (4.6)
¥%i(t), i¢ 2N
Ct.;mme A et C sont bornés, alors:
1AMy < AL A + ([CT 1AM g,
d’ ou:

1475 < AV + IV IE) = .
= e ) (P} + i), (4.7)

¥4
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ot ¢ est une constante positive non dépendante de N.
Considérons I'espace (de dimension finie):

¥w) =-{E =(@)={6eR; i€ va}'}. - (4.8)
Nous le munissons du produit scalaire:
<&u>w= 3 Em EnE¥N), (4.9)
€ZN
et de la norme:
Wellw =< £,€ >5=( 3 &t _ (4-10)
i€Zx

Soit p(™:T — ¥y la fonction siutvante (v.(4.2)):

@)= W) = %(t), i€Zy, €T (4.11)

Remarquons que p™) vérifie Pequation (4.4) restreinte 3 (v, ie
(v.(3.15),(3.16) et (3.18)):

AP _ o) (M) - g™ _ A(M) (4.12)
ou: ’

1™ =), a0 =40 powr i€Zy, teT . (A1)

AP = (mof_am—1,(mo + M1 )-aw, — (Mo + ™1 Y2, moban 1),
CWE = (kodsk-an-15(Erhs+' ko Y-2my-my (414)
' s (ky Az + kad1 Yoo, koS ania )
Soit £ = £N)(¢) la solution du probléme de Canchy:
AMEN) _ o™ - I 4eT,

oy=v ), éme=3", (4.15)

o(N) » °
avec ¢; =4, {,ofm =@; pour i € Zy (v(4.1)23). Cette solution existe et est

unique car ¥ est de dimension finie et A™) est Popérateur nonsingulier.
En soustrayant (4.12) de (4.15); nous trouvons:

A = AN _ MM, e, (4.16)
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olt (v.(4.11))
P™ty= ™M@y - p™w), My = M) - i(t), i€zZy.  (4.17)
Notons qu’en vertu de (4.15)33 on a: '
AMey=0, MMo)=0. : (4.18)
Multiplions scalairement (4.16) par ™) (v.(4.9)) et transformons comme suit:
< AW 5N o« CMpN) 5N 5 =
A 500y 4 N G = (419)
1d : 1d d
S A SN 5Ny 4 Z = e (N) ,(N)y = & e()

< A(N),,;(N) >N

o

oi:
AMNEm) = ‘ Y. lmo+ ma )Eimi + meir1misa), (4-20)
€ZNNZp
E™Mg,g) = Y k& —&-)m—m-)+ 3 ki — Eo2)(mi — i2)s
€2y sEZNNZy
&M % AT 507) 4 %crm(p(m, o).
Comme en vue de (4.20),(4.13):
mollEll € ANYE,£) < (mo + ma)liENI%
CMEE) 2 *'Lé G-+ T (E-&a2P| 20, (421
N i€ZNnZ,
k= min(ko, k1), JAMR <l
alos (v.(4.19), (4.20)s):
2£07) < |< 4D, 500 >x | < HAM @O + 1M I <

IA

Loamm o b 4y < Lpamz o Lo

| 254 (’)Ilfw+2mo-4 ' ()< 21111 ®llg + mof (®),
d’ oil en vertu de I'megalité de Gronwall:

i
i, ]

£M) < 1AM )3 !, (4.22)

°'\n

car £M){(0)= 0 (v.(4.18),(4.20)3).
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De (4.7) et du fait que ¥ = ¢(t) est de classe C*(T,1*(¥)) il découle que pour
T = [0,7] fixé et quelque soit £ > 0 il existe N tel que:

t : '
/"A(N)(t')u%dt' <& pour tout N> N et teT. (4:23)
0

En tenent compte de (4.23) en (4.22) nous obtenons résultat:
EM(t)<& pour tout N> N et teT,
( est une constante positive ne dépendaut pas de V) signifiant que:
Jim_ s‘ggtm(t) =0. ' (4.24)
En vue de (4.20),(4.21) et de (4.17) il s’ecrit:
Jim sup{_ 5 1) - EVOF + T llw() - MW (425)
~[9ia(®) - €220 + g, 1) = E€M()] - [i-2(t) - €@} =0,

Il sén suit que:

Aim sup 3 )~ é”’(t)l’ =0 (4.26)
tEZN
et comme %;(0) = e}”’(o) pour i € Zn (v. (4.15)23):
im sup 3 Wi(t) - ~-&Mw)P =0 (4.27)
tGZN ‘

également.

Nous pouvons donc formuler le corollaire que la solution du probléme de Cauchy
(4.15) tend vers la solution du probléme (4.1) pour N tenant vers V'infini au sens
(4.25)~(4.27).

Le probléme de Cauchy (4.15) c’est le probleme pour le systihe fini des équ-
ations différentielles ordinaires, linéaires, de deuxiéme ordre et 4 coeflicients con-
stants. Pour la grande valeur de ¥ on applique usullement I’ une des méthodes
approchées de analyse numérique. Par exemple, nous pouvons utiliser la méthode
des différences finies du schéma suitvant:

€=, M=ap” + YapE® o™y 4 1),

N
el — 260 + €001 = B o [c®e® 4 m(,  (a.28)

8=1,2,3,..5, At =T,
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eu:

g =€ (sar), B = 1™M(sar), BW = (AN, (4.29)
C’ est le schéma explicite, de deuxiéme ordre (par rapport a At) et conditionnel-
lement stabile (v. e.g.[5]). La condition suffisante de stabilité est:

Mo

2
(At)® < _——ma.x(ko,kl) .

(4.30)

4.2. Exemple numérique

A titre d’exemple nous déterminons une propagation de perturbation de ’etat
d’equilibre naturel du milien (D) (v. fig.1), causée par les conditions initiales:

$=0, &= (véoi), (4.31)

(6 — symbal de Kronecker). Nous trouvons cette propagation & 1’aide du schéma

(4.28) en tenant compte de (4.31) et de H((A)r) =0 (s=0,1,...3). Notons la par
(1).

Comme des solutions de référence prenons les mouvements-des systémes com-
posés des éléments sur la droite lo(1]) et sur la droite {;(I17) (nonliés par les tiges—
v. fig.1) et forcés de méme fagon que le milieu (D). Ces solutions peuvent-étre dé-
terminées aussi 4 1’aide du schéma (4.28), respectivement adopté (il est évidement
valable ce qui n'est pas difficile & montrer — v.par.4.1.).

‘Les valeurs numériques des masses mq et m; ainsi que des caractéristiques ko
et k; nous choisissons de telle maniére pour que la rigidité globale d’un segment’
?§+i+2" (i € Zp) soit égale A k et la masse totale égale & m pour chaque systéme
(D), (IT) et (IID).

Les rigidités mentionnées kr,kyy, k11 sont les valeurs des forces Py, Py, Prry
provoquant des déplacements umta.lres Ar, A, Aprr (vAig.2). Puisque:

Pr Pyy Py
Ar= — ot Ap=_ A=
'™ %or/2+ Fus = korr/2’ =
alors: . . .
kr= —ﬂ +ki, k= 2 k= ki,

-2
d’ ot en vue de k; = Icn = krrr = k et pour kos = k; 1 nous obtenons:

0 .
kog=ki1= -.?:k, ko1 = 2k, kyirrr=k. (4.32)

r
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| 1
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i 1+] t+2 li-pair}
Fig. 2.

Pour des masses nous avons (v.fig.2):

2moJ +my g ='m1, 2fno,11 = ], my 11T = MII,

d’ ol aprés avoit tenu compte de my =myr=myr=m oa a
1 2 m
Mmor = oM, M= om, Mo =g, MUII=m (4.33)

si on pose 2mqr = mq 1/2.

Nous croyons que ce choix permet mieux de comparer le comportement du
systeme (I) par rapport au (IT) es (III) car ils ont les mémes caractéristiques
"globales”. '

Dans les calculs posons:

v=1 k=1, m=1 r1=35. (4.34)
Des épreuves ont montré que I’exactitude des calculs est suiffisante pour:

At=0125, N=4. ; (4.35)

Sur la figure 3 on a présente I’effect de propagation de la perturbation causée
par la vitesse initiale en point § = 0 (en vue de la symétrie on n’a envisagé que les
parties droites des systémes — & partir du point i = 0). On voit que la "velocité”
de propagation est approximativement identique pour tout les troins systemes (I)
— (IIT). Les valeurs des déplacements pour le systeme (I) se contiennent presque
toujours entre les valeurs pour les systémes (IT) et (III). On peut remarquer aussi
que les déplacements en point de numero ”:” (pour ¢ donné) varient en temps de °
. fagon différente pour chaque systéme — le plus rapidement pour la structure (II)
et le plus lentement pour la structure (I17).
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5. Remarques terminales

Le systéme matériel envisagé dans ce paragraph, présenté comme un systéme
infini des particules et considéré comme un milieu dénombrable peut-étre traité
comme un modéle approché d’une structure "atomique” du matériau formant un
milieu matériel "a une dimension”. Ce systéme peut-étre interpreté aussi comme
un modéle de calcul obtenu i I'aide de la méthode des différences finies applique au
systeme de deux milieux continus infinis dont des équations du mouvement sont:

i 9%¢;
Pi af; — K 81921 =Pi»

Sl est raisonnable de poser:
3’60

(G =0,1). (5.1)

St = h,[&,(t ih + h) — 260(t,ih) + &o(t,ih —B)], (i€ Z), (5.2)

62& T (tih) = (2h)2[€1(t ,8h 4 2h) — 2&(t,ih) + £&1(2,ih ~ 2R)]), (i € Zp)

et si:

° fo(‘, ih) . El(tv ih) =0, (i € ZP)v (5-3)

nous obtenons de (5.1) le systéme d’equations (2.1) avec:

ioj(t)-: Eo(t, ih) (1 € Z), 21,,'(t) = fl(t,ih) (‘l. € Zp),
mp = hpOy m = 2hp11 ko = %0'1 kl = %’ ‘ (5'4)
Poi(t) = hpo(t,ik) (1€ Z), Ppu(t) = 2hp(t,ih) (i€ Z;).

L’exemiple de la fig.1 étudié détaillement dans les par.2-4 est réprésentatif pour
une classe des structures dénombrables. Sur la fig.4 on a montré schématiquement
d’autres exemples qui peuvent-étre etudiés i I'aide des méthodes présentées au-
dessus, bien sur respectivement adoptées et modifiées. Ces méthodes s’appliquent
particulierement, en cas de I'échantillonage (dans la méthode de differences finies)
plus dense que sur la fig.1 (v.fig.4) ainsi qu’en cas de 'approximation plus compléxe
que (5.2).

Evidement les considérations des par.2—4 restent valables en cas plus simple,
i.e. pour la structure composée d'une "couche” des particules (des noeuds). Par
exemple pour le milien dénombrable eomme sur la fig.4a, i.e. pour le systéme
composé d’ €léments sur ’axe lp seulement (v.fig.1), les opérateurs A et C dans
I’equation (3.23) s’expriment comme suit (v.(3.15); 4):

Ad’ = (mO"/"I)’ Cd’ = (kﬂ(¢€+1 - 2'¢’| + "/',i—l))s (5'5)
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(dy - - - - -

AVAVAVAVAVAVA
Fig. 4

pour ¥ = (), (i€ Z).

Cet article contient des résultatas du travail effectué dans le cadre du Probleme Central
des Recherches Fondamentales 02.05.
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Streszczenie

Praca jest kontynuacja rozprawy [1], ktdra zawiera elementy kmematykl i dynamiki
oérodkéw przeliczalnych, przedstawione jako pewne uogdlnienie pojgé i réwnan mechaniki
analitycznej ukladéw o skoniczonej liczbie stopni swobody.
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Celem tej pracy jest ilustracja rozwazan o charakterze teoretycznym zawartych w [1]
oraz przedstawienie przykladu ich zastosowan do analizy pewnego oérodka przeliczalnego.

Osrodek ten jest mieskoniczonym ukladem ”liniowym” czastek materialnych wzolowa-
nych. Moze byé traktowany jako przyblizony model "laiicucha atomowego” a takze jako
- model obliczeniowy, otrzymany w wyniku zastosowania metody réznic skoniczonych do
réwnan ukladu osrodkéw ciaglych.

Wykazano twierdzenmia o istnienimm 1 jednoznacznoéci rozwiazania zagadnienia
poczatkowego oraz twierdzenie o aproksymacji skoniczenie wymiarowej tego zagadnienia.

Na zakonczenie zamieszczono przyklad propagacji zaburzenia w rozwazanym osrodka
przeliczalnym.

Summary

The paper is a continuation of paper [1}, in which the elements of kinematics and
dynamics of countable media have been presented as a generalization of the notions and
equations of anlytical mechanics of the systems with finite number of degrees of freedom.

The aim of the paper is to illustrate theoretical considerations discused in [1] aad to
present an example of their applications to the analysis of a countable medium.

The medium 1s an infinite ”linear” system of particles. It can be interpreted also as a
calculating model obtained by means of finite differences method applied to a system of
continnous media. _

This case is supplied with theorems on existence and uniqueness of imitial — value
problem as well as a theorem on approximation in a certain finite dimensional space.
Both are proved in the paper. A mumerical examole is given.

Praca wplyne¢la do Redakcji dnia 15 czerwca 1988 roku



