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Wykaz wazniejszych oznaczen

a; — staly parametr Denavita~Hartenberga,

a; - staly parametr Denavita-Hartenberga,

B; - nmacierz bezwladnosci i-tego ogniwa laficucha gléw-
nego,

B, — macierz bezwladnoéci i-tego elementu towarzysza-
cego,

Eg ~ energia kinetyczna elementéw glownego larcucha ki-
nematycznego, i

E}é, — energia kinetyvzna {-tego elementu towarzyszacego,

fi — parametr informujacy o rodzaju pary kinematycznej,

g — wektor przyspieszenia ziemskiego,

LY ~ funkcja Lagrange’a elementéw gléwnego laficucha ki-
nematycznego,

LT - funkcja Lagrange’a t-tego elementu towarzyszacego,

m; — masa i-tego elementu gldwnego laficucha kinematycz-
nego,

m; - masa i—tego elementu towarzyszacego,

7 - I-ty moment uogdlniony,

Ms, - moment napedowy i-tego silnika,

N — liczba stopni swobody ukladu mechanicznego,
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W pracy przedstawiona zostala propozycja algorytmu generujacego réwnania
ruchu ukladéw mechanicznych o strukturze otwartych laricuchéw kinematycznych
zlozonych z ogniw sztywnych, rozbudowanych o pewne elementy towarzyszace.

Klase dopuszczalnych elementéw towarzyszacych okresdla zadanie nienakladania

J.MARYNIAK, J.MALECKI

wektor wspélrzednych doprowadzajacych i~tego ele-
mentu towarzyszacego,

wektor wspélrzednych uogdlnionych,

rozmiar t—tego wektora wspélrzednych doprowadzaja-
cych, .

wektor wodzacy j—tego punktu i—tego ogniwa w ukla-
dzie inercjalnym,

wektor wodzacy j—tego punktu i-tego ogniwa w ukla-
dzie wlasnym tego ogniwa,

wektor wodzacy érodka cigzkosci i-tego ogniwa w uk-
ladzie wlasnym tego ogniwa, )
wektor wodzacy. frodka cigzkoéci t—tego elementu to-
warzyszacego w ukladzie wlasnym tego ogniwa,
liniowe przemieszczenie czlonu i wzgledem czlonu i—1
wzdluz osi z;; ukladu wspéhrzednych przyjetego wg
Denavita-Hartenberga,

katowe przemieszczenie czlonu ¢ wzgledem czlonu ¢ —1
wokdl osi z;_; ukladu wspédirzednych przyjetego wg
Denavita—Hartenberga,

liczba elementéw towarzyszacych réwna sumie Ty i
TS ’

liczba elementéw towarzyszacych nie liczac wirnikow
silnikéw elektrycznych, ’

liczba wirnikéw silnikéw elektryczaych,

i-ta macierz transformacji dla elementéw ladcucha
gléwnego kinematycznego,

i-ta macierz transformacji w laficuchu doprowadzaja-
cym {-tego elementu towarzyszacego,

energia potencjalna elementéw laricucha gléwnego,
energia potencjalna t-tegp elementu towarzyszacego.

1. Wstep
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przez mie ograniczen na stopnie swobody laficucha gléwnego, czyli aby elementy te
nie wprowadzaly wiezéw na uklad gléwny. W przypadku takim nalezy te dodat-
kowe zwiazki odpowiednio uwzglednié i nie wchodzi on w zakres ponizszej analizy.

Uwzglednianie istnienia elementéw towarzyszacych w procesie modelowania
dynamiki okreslonych wyzej ukladow jest konieczne z uwagi na ich istotny wplyw
na zachowanie sie caloei konstrukcji.

Jako przyklad ukladu rzeczywistego, nalezacego do omawianej klasy postuzyé
moze laficuch kinematyczny gléwny manipulatora, uzupelniony -mechanizmami
napedowymi poszczegdlnych stopni swobody, przy czym dla szeregu przypadkdéw
elementy tych mechanizmdéw czynig zados¢ warunkowi niewprowadzania wiezdw,
Innym przykladem jest uklad mechaniczny dzialka przeciwlotniczego. W jego se-
kwencyjnej budowie, jako kolejne elementy gléwnego lafcucha kinematycznego
moga by¢ zinterpretowane: wieza, osada lufy, lufa i wreszcie pocisk. Za$ jako ele-
menty towarzyszace odpowiednio wirujace czesci mechanizméw napedowych ruchu
obrotowego wiezy i kata pochylenia lufy.

2. Cel budowy algorytmu

W procesie analizy wlasnosci dynamicznych obiektu istotne miejsce zajmuje
budowa mozliwie dokladnego jego modelu fizycznego i matematycznego. W
wiekszoéci przypadkow na tym etapie pracy podstawowym utrudnieniem staje sig
ogromna zlozonosé otrzymywanych zaleznosci. Efektem tego jest z reguly upra-
szczanie modelu, przy czym nie zawsze jest latwo orzec, ktdre uproszczenia okaza
sig korzystne z punktu widzenia wiernodci symulacji.

Szczegdlnie w przypadku stosowania energetycznego formalizmu réwnai La-
grange’a do budowy modeli ukladéw mechanicznych o wielu stopniach swobody,
otrzymuje sie z reguly bardzo zlozone wyrazenia opisujace funkcje Lagrange’a.
Z kolei konieczno§¢ wykonania na niej szeregu operacji rézniczkowania i wre-
szcie sprowadzenia ukladu do dogodnej do calkowania postaci normalnej, jest
czynnoscia Zmudna, czasochlonna i narazajaca na popelnienie trudnych do lokali-
zacji pomylek. Calkowanie réwnan ruchu dostarcza rozwiazania zadania prostego
dynamiki, przy czym generowane zwiazki pozwalaja oczywiscie rozwiazywac za-
gadnienia odwrotne. Z uwagi na praktyczng uzytecznoséé réwnai dynamiki, obe-
cnie szeroko podejmowane sa prace nad budowsa algorytmoéw, ktére pozwolilyby
unikna¢ wspomnianych powyzej trudnosci i generowaé réwnania dla dokladnych
modeli przy uzyciu maszyn cyfrowych.

W pracy wykorzystano zalety stosowanych w robotyce wspdlrzednych jedno-
rodnych i notacji Denavita-Hartenberga [2,3,4,8,9,16,20].

Spoéréd stosowanych do budowy réwnaid dynamiki zasad Gaussa [8,18],
d’Alemberta [22,23] i Lagrange’a [3,6,8,9,12,14,16,21] zdecydowano sie dalej na ten
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ostatni formalizm. Przemawia za tym duza latwo$é¢ opisu wszelkich oddzialywan
o charakterze bezwladnosciowym, tak istotnych w pracy ukladéw o interesujacej
nas budowie, poprzez dokladny opis funkcji Lagrange’a ukladu.

PoniewaZ wymienione wyzej monografie 1 prace przedstawiaja praktycznie
gotowe algorytmy dla ogniw gléwnych lancuchéw kinematycznych, czes¢ pracy
poswiecona temu zagadnieniu zostala skrocona do niezbednego minimum. Szerzej
oméwiono metode uwzgledniania energii kinetycznej i potencjalnej sil ciezkosci
elementéw towarzyszacych gléwnemu lancuchowi kinematycznemu, przy uzyciu
wsplirzednych doprowadzajacych [12]. Podobnie przy omawianiu metodyki wy-
znaczania sil vogélnionych gléwna uwage zwrécono na uklady napedowe z silni-
kami elektrycznymi, gdyz napedy hydrauliczne i pneumatyczne zostaly szczegllowo
oméwione w pracy [21].

3. Algorytm generowania réwnan dynamiki

3.1. Zasady doboru ukladéw wspélrzednych

Rys. 1. Dobé6r ukladéw wspélrzednych dla elementéw lancucha kinematycznego

Efektywnym sposobem przyjmowania ukladéw wspélrzednych do badania dy-
namiki ukladéw mechanicznych w postaci otwartych laicuchéw kinematycznych
jest notacja Denavita-Hartenberga [2,7,8,11,16,21). Rézni autorzy proponuja me-
tody alternatywne [8,22], jednak wydaje sig, ze znajduja one sobie mniejsza popu-
larnoéé.
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Dzieki odpowiednio opracowanemu sposobowi przyjmowania ukladéw wspdl-
rzednych dla kolejnych, sasiadujacych ze soba, ogniw lafcucha, uzyskuje sie¢ ma-
cierze transformacji T; o stalej, sformalizowanej budowie. Istota pomystu [4] jest
przedstawiona ponizej.

Z nieruchomym $rodowiskiem obiektu zwiazuje sie uklad inercjalny Oozoyozo.
Czyni sie to w taki spos6b, aby jego o$ zp pokrywala sie z osia kinematyczna pierw-
szej pary kinematycznej. Pare kinematyczna bedziemy nazywali przesuwna, gdy
stopniem swobody laczacym dwa sasiednie ogniwa w tej parze jest przesuniecie,
natomiast obrotowa — gdy obrét. O obrotu lub translacji nazywana bedzie dalej
osig pary kinematycznej. Od razu trzeba nadmienié, ze pary kinematyczne mogg
mie¢ wigcej niz jeden stopien swobody, wtedy jednak zastosowanie ponizszego al-
gorytmu wymaga zastepowania tych par parami o jednym stopniu swobody i odpo-
wiedniego przenumerowania ogniw w taficuchu. Dalsze rozwazania beda dotyczyly
bezpoérednio par o jednym stopniu swobody, czyli piatej klasy. Zasada doboru
dwoéch sasiednich ukladéw wspdlrzednych jest to, aby of kinematyczna laczaca
i — 1 oraz i—te ogniwo byla osia z;—; ukladu 0;_;z;—1¥i—12i—1 ZWiazanego sztywno
z ogniwem ¢ — 1. O$ z; musi zostal skierowana wzdluz wspélnej prostopadlej do
osi z;_; oraz z;, przy czym z; jest osia nastepnej pary. O$ y; skierowana mausi by¢
tak, aby uzupelniala prawoskretny uklad 0;z;y;z:.

3.2. Budowa macierzy transformacji

Przejscia z ukladu ¢ do ukladu 7 — 1 dokonuje sie za pomoca nastepujacych
kolejnych transformacji [8]:
— obrotu ©; wokdt osi z;_; dop6ki osie z;_1 i z; nie stana sie réwnolegle,
- przesuniecia o wektor 8; wzdluz osi 2;—; do momentu, az osie z;—; i z; beda
lezaly na jednej prostej,
— przesuniecia o wektor a; wzdluz osi z; do pokrycia sie punktow 01 i 0;,
— obrotu o kat a; wokdl osi z; do momentu pokrycia sie wszystkich osi wspdl-
rzednych obu nakladéw.

Zlozenie tych transformacji daje ponizsza macierz transformacji ukladow:

cos@; -—sinB;cosa; sinO;sina; ¢;cosB;
sin@; cos@;cosa; —~cos@;sina; a;sinf;
0 sin a; €Oos O 8
0 0 0 1

T.",'._l = (3.1)

Dalej stosowane bedzie oznaczenie T; = T;;_;. W parze kinematycznej o jednym
stopniu swobody wspdlrzedna uogdlniona moze by¢:

a) @; gdy para jest obrotowa, jednoczesnie jest s; = const.,

b) s; gdy para jest przesuwna, wtedy @; = const.
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" Rys. 2. Tlustracja notacji Denavita—Hartenberga

Wygodnie jest wprowadzié oznaczenie:
¢ = 6ifi + si(1 - fi), (32)
dzieki czemu ¢; = 6; dla f; =1, oraz ¢; = s; dla f; = 0.

3.3. Wiasnosci macierzy transformacji T;

Charakterystyczna budowa macierzy transformacji pozwala na wykorzystanie
dwéch nizej wymienionych wlasnosci istotnych z punktu widzenia budowy algo-
rytméw komputerowych.

A. Latwosé opisu przejsé pomiedzy kolejnymi ukladami wspdlrzednych
Dzieki temu, ze macierz (3.1) ma budowe postaci:

00
T“[ooo 1]’ (3-3)

gdzie macierz O; okreSla obroty, a wektor t; translacje konieczne przy przecho-
dzeniu pomiedzy sasiadujacymi ukladami, przejécia te moga byé zapisywane w
postaci odpowiednich iloczynéw macierzy T;, co pozwala w sposéb latwy i bardzo
przejrzysty zapisal algorytm komputerowy w wybranym jezyku programowania.
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Chcac obliczy¢ polozenie j—tego punktu i-tego ogniwa PJ?' wystarczy obliczy¢
iloczyn:
ro; = TaT2...Tir} (3.4)

gdzie:
1'(',J wektor wodzacy punktu P‘ w ukladzie inercjalnym,
r"- wektor wodzacy punktu P‘ w ukladzie wlasnym ogniwa 1,
(przyklad liczbowy dla robota o szeéciu stopniach swobody, patrz np. [11]).

B. Udogodnienie procesu rdziniczkowania macterzy transformacyi

Jak latwo sprawdzié, proces rézniczkowania macierzy transformacji T; mozna
sprowadzi¢ dc mnozenia jej przez odpowiednia macierz o stalych wspdlczynnikach
i, w przypadku rézniczkowania po czasie, przez pochodna odpowiedniej wspél-
rzednej uogolnionej. W zaleznosci od tego, ktéry z parametréw Hartenberga jest
wspolrzedny uogdlniona, jest odpowiednio:

T = 6,Tis,
(3.5)
T, = 6,T.0;
przy czym
- 0 -10 o] 0000
1 000 000¢O
% =10 o000l ©%={0 0 01 (3.6)
0 000 0000

Ponizej zilustrowano praktyczne znaczenie tej zalety, obliczajac pochodna po
czasie wektora rp;:

rf,j = Tsz...T;rj- = W;r, ‘ 3.7
d i P : (9W. . f
2 (70;) = Wrj = 2_: Dg T (3.8)
OW; 8Tk ‘
= T T2..Teey—...T;. 3.9
T ey (3.9)
Teraz korzystajac z (3.5) mozna napisaé:
aaw T, T..Tio 19Tk (3.10)
0k

przy czym:

0o gdy ¢;=0;
0= At 3.11
{9, gdy ¢ =s; 310
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W ten sposéb klopotliwe rachunkowo rézniczkowanie zostaje zastapione przez wy-
godne do programowania na maszynie cygfrowej operacje mnozenia odpowiednich
macierzy. Warto nadmienié, ze dzialania ©T; mozna zaprogramowaé poprzez od-
powiednie operacje podstawienia (zerowanie lub przestawianie wierszy. z odpowie-
dnim znakiem), co pozwala znacznie skéci¢ czas obliczern wobec wielokrotnego
wykonywania tych dzialad w toku generowania réwnar.

3.4. Skladowe réwnani Lagrange’a dla ogniw gléwnego laificucha kinematycz-
nego

Energie kinematyczna N ogniw lanicucha gléwnego moina -wyraiic’ jako [8]:

LN i o
ES = 5 ZZ Z TI'[U:'J‘B:'U?;,]_Qij, (3.12)
=1 3=1k=1
gdzie:
oW,
U;; = —, 3.13
= (313
( [ z¥dm; [ zydm; [ zzdm; [ zdm; ]
Jzydmi [ y*dmi [ yzdm; [ ydm;
B,' = /r‘(r‘)Tdm; = ' ' - (3'14)
m; [ zzdm; [ yzdm; [ 2*dm; [ zdm; .
Jzdm; [ ydmi [ zdm; [ dm;
L my my myg my J

Warto zaznaczy¢ odnosnie macierzy B; , Ze na skutek uzycia, wygodnej z punktu
widzenia opisu zaleznosci kinematycznych, notacji Hartenberga, osie wspéirzed-
nych ukladéw wlasnych poszczegélnych elementéw z reguly nie sg ani gléwnymi,
ani centralnymi osiami bezwladnosci, co z reguly powoduje koniecnzo$é wyznacze-
nia dziesieciu réznych jej elementéw [12].

Podobnie [8] mozna wyznaczyé energie potencjalng sil ciezkosci N elementéw
laficucha gléwnego jako:

N
VG = - Z m;gT W;rt_ (3.15)
1=1

_ gdzie:
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m; - masa i-tego ogniwa,
g - wektor przyspieszenia ziemskiego,
9= [gr’y‘y’yz’ Q]T,
ri, - wektor wodzacy $rodka cigzkodci elementu i we wlas-

nym ukladzie wspodlrzednych.
Funkcja Lagrange’a dla laficucha gléwnego jest wiec réwna:

I°=EZ-VC= ZZ Z Tr [U;B:U | dide + zm,g Wiri,  (3.16)

t_l_; 1k=1

natomiast wykonanie na niej dzialai rézniczkowania prowadzi do otrzymania
wyrazenia:

d (9L 01° Y
a(_a.qT)__é?"_—'}_;u}_‘;n-[u,,lau |d +

N & i
+ZZZTI‘[U,J18 U'k]qJQk - thg Utlrac’ (317)

t=l j=1k=1

gdzie:

oW;
0q;0q
Po przegrupowa.niu_(&l?) otrzymuje sie sktadowe réwnania Lagrange’a pochodzace
od laficucha glownego jako:

U.'_,'] =T,T,.. T,-_,(-)T,-...Tl_leTl...T.-_lT.-. (3.18)

N
S AfiG+cf =M, 1=1,.,N, (3.19)
j=1 .
= T
A= 3. Tr[U.*,-B.-U“], (3.20)
i=max(1,j)
N N N .
CF =3 % 044~ Y mig Vars, (3.21)
j=tli=j i=l
- N - B
bi=d; Y Te[UwBuUL, (3.22)
k=max(i.j,!) )
: 1 i=3
§ij = { 9 i#j : (3.23)

Wspdlczynnik 6;; uwzglednia fakt, Ze U;; = Uy; , sumowanie we wzorach (3.20)
i (3.22) uwzglednia, ze Uyp,Unmp = 0 dla m > n, p > n. Te same macierze
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Ui i Uij sa potrzebﬁe w czasie genezrowania powyzszych elementéw wielokrotnie,
dlatego mozna oszczedzié czas obliczeri poprzez najpierw obliczenie kompletu ma-
cierzy U;j i U;j, nastepnie zapamietanie ich w odpowiednich macierzach pigcio- 1
czterowymiarowych, by nastepnie okreslaé je, w miare potrzeby, przez odpowie-
dnio zorganizowane instrukcje podstawienia. Pozwala to znacznie oszczedzié czas
potrzebny na wykonywanie obliczeri przewidzianych wzorami (3.10) i (3.18).

3.5. Skladowe réwnan Lagrange’a dla elementéw towarzyszacych gidwnemu
laiicuchowi kinematycznemu

Aby méc precyzyjnie okredli¢ funkcje Lagrange’a elementu towarzyszacego
nalezy okreflié w sposdb Scisly jego energie kinetyczng i potencjalna. W tym
celu wygodnie jest pasluzy¢ sie wspoirzednymi doprowadzajacymi.

El 1

/

Rys. 3. Laiicuch doprowadzajacy do t-tej czesci towarzyszacej

Wspélrzednymi doprowadzajacymi nazwano sktadowe wektoréw:
pt == i’pt27 "'1p:"]-r7 t = 1)"-, Tcy (3.24)

opisujacych polozenie czeéci towarzyszacej o numerze ¢ w sposéb analogiczny, jak
polozenie i-tej czesci tadicucha gléwnego jest opisane przez ciag wspdlrzednych uo-
golnionych ¢;, ¢2,...,¢i- Nazwa "wspdrzedne doprowadzajace” ma niejako ilustro-
waé fakt, Ze wspélrzedne wektora p' okreélaja polozenie elementéw towarzyszacych
t za pomoca budowania pomocniczych laicuchéw doprowadzajacych” do poszcze-
golnych elementéw t. Analogiczne zastosowanie notacji Hartenberga pozwoli bu-
dowaé, w spos6b opisany powyzej, macierze transformacji Tiiw zwiazku 2z tym
wykorzystywaé opisane powyzej mozliwosct przeprowadzania wigkszosci operacji
generowania réwnain przez komputer.
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Wspélrzedne doprowadzajace p', zgodnie z zaloZeniem, nie nakladaja na
wspolrzedne uogdlnione ¢ zadnych dodatkowych wiezéw, sa jedynie ich funkcjami,
co mozna ogdlnie zapisaé jako:

(3.25)p" = Fy(q), t=1,..,T.. (3.25)

-

Wobec faktu, ze pomocnicze lancuchy doprowadzajace moga by¢ réznej diugosci
oraz z uwagi na to, ze fragmentami pokrywaja sig one z laficuchem gléwnym, za-
pisany ogdlnie uklad (3.25) ma w praktyce dos¢ prosta budowe.

3.5.1. Sformulowanie funkcji Lagrange’a dla elementu towarzyszqcego

Stosujac analogiczna symbolike, jak dla ogniw laficucha gléwnego (dla roz-
réznienia uzyto wezykowania i indeksu t), energie kinetyczng t-tego elementu
towarzyszacego mozna zapisaé jako:

IR S
Efe= 5303 Tr[0,B0, i, (3.26)

71=1k=1

gdzie r; oznacza rozmiar r-tego lancucha doprowadzajacego, natomiast przyk-
ladowo:

t
Te—

0, = 1737} T (3.27)

2

-~ t -
.16T;..T
Podobnie energie potencjalna t-tego elementu towarzyszacego mozna zapisaé jako:

4 = ‘mthWt’.ic- (3.28)
W zwiazku z powyzszym, funkcja Lagrange’a dla t—tego elementu towarzyszacego
wyrazi si¢ wzorem:

1002 S ; C
Ly =Ef -Vi=33% Tr[048.0.| 5% + g TWerk,. (3.29)
j=1k=1

3.5.2. Réziniczkowanie funkcji Lagrange’a elementu towarzyszgcego

Pewnym utrudnieniem w stosunku do obliczeli przeprowadzonych dla funkcji
Lagrange’a dla laricucha gléwnego jest fakt, ze istnienie zaleznosci funkcyjnej (3.25)
wymaga traktowania LT jako funkcji z'ozonej, jak nastepuje:

r =17 (p4) = L7 (p'(0), (0, 0))- (3:30)

A. Réiniczkowanie energii kinetycznej t-tego elementu towarzyszgcego
Traktujac E}ét jako funkcje zlozona:

Ef = E%:(p'(q),ir‘(q, 11)), (3.31)
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otrzymuje sig:

BE}I;‘ 617. (9E;7é, 9p;
—— = . 3.32
ogi ; 3p. o4 ; pi Oq (3:32)
Na podstawie (3.25) jest:
o _ (3.33)
C .

Mozna takie napisaé, ze:

2 (3.34)

=l

8 . O (nOpl.\ Opt
D)=L (S Pis = 3.35
96 = 3 (,_§ dq; ) 2 (2.38)
Korzystajac z powyiszych zaleznosci jest dalej:
aE;t OE‘,“ t t pt
il = 3.36
‘2 gt P P =gy (3-36)
Nastepnie jest: .
' OEF, & ,
T}i‘-— ETI[U;,B;U,,]})], (3.37)-
a wiec: .
a bE ] e
Pir= 3o 3 T [0,Bcg it . (3.38)
=1 j=1
Oznaczajac: .
- - T
R = T"[UthtUz.'], (339)
mozna napisal: ‘
aET o
Kt = ZZ Rc]p]pc,l‘ (3'40)
i=1j=1
Mozna obliczyé teraz;
d 9EY ., . e
@ oa = o o Rtipla + RGlA). (3.41)
W wyrazeniu powyzszym:
Z Tr [UthB O,k + 0,;8,0 t-kpk]’ (3.42)

k=1
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d . .
Il (4p4) = Bipia + B (04 (3.43)
Uik = %L;—g. (3.44)
Ostatecznie wigc: R
OFEY, It
( aql((t) lel [UthB Utl]pjpkp!,l +
+ Z Z Tr [UU BfUtt]pth,I + Z Z Z Tr [U'J Btutlk]p_ypkpt i +
=1 j=1 t=17=1k=1
Te T¢
+ 303 Te[0,;B.0, ) (3.45)
=1j=1
Teraz obliczy¢ mozna;
aEKt 3p, aEIT\’ t 3p,
= Z ap, e E o5t B’ (3.46)
‘Kolejno otrzymuje sig:
T Te Tt
% = 503 mo[0iB0L] 5k, (3.47)
api 7=1k=1
OET o - = =T,
_aﬁ?’-_t = ‘FEI’I‘I[UQJBQU“]R;. (3.48)
A powracajac do (3.46) otrzymuje sig:
ET T¢e Te Tt
9Bk, _ PRI [UU.B: tk]PJPkP.I +
aq’ 1=1 7=1k=1
+ ZIZTI'[UU BgU,,]pJp,I (349)
s=1,7=1 '
Poniewai:
(pll) = ZaQIanq.J, (3'50)
dpt apt N, 8% .
_l_ - i} = —_—, 3.51
ba = B (Z 94%) = X2 g (33D
wiec:

Bl = (ply)- (3.52)
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Spostrzegajac réwno$é dwdch ostatnich skladnikéw sumy we wzorach (3.45)i (3.49)
otrzymuje si¢ po analogicznej redukcji, jakiej dokonuje si¢ w wyprowadzeniach dla
laicucha gléwnego [8]:

d (8EL OEY, o ot L
Et'( aq-}“) Kt EEERthpkpgptl +EERthJle’ (353)
! =1 j=1 k=1 =1 j=1
gdzie:
‘ - & =T
Ry = Tr[0;4B,0,;]. (3.54)
" B. Réiniczkowanie energii potencjalnej i-tego elementu towarzyszqcego
0.
aql (VT) = —'Mgg Z Ug:ftmphl ) ' (3.55)

W zwiazku z powyzszym mozna zapisaé w_ymk rézniczkowania funkeji Lagrange’a
dla ¢-tego elementu towa.rzyszafcego jako: '

(%%) T) = i‘: i Z Rlepkptpf,l +

=1 _7-1 k=1
T T -
+Y 3Rl — g Z THER (3.56)
=1 3=1 i=1

8.5.8. Sprowadzenie do postaci normalnej zréiniczkowanej funkcyz Lagrange’a
dla elementu towarzyszacego
Nalezy teraz przeksztalcié¢ (3.56) do postaci:

d (9LT 3L )
E( 8Lq': ) B Z 7la(q)Qa + ﬂl (P,p ) (3.57)
Podstawiajac do (3.56) zaleznosci w postaci: )
NN . N
= z Z P;',awéadw + Z p;',ador, (3.58)
a=1 ¢=1 a=1

otrzymuje sie po dokonaniu przeksztalcen:

Te Tt
‘nta = EZR:JPJ,apl (L) (3'59)
i=1j=1
B = ﬂ§z+ﬂ§:. ' (3.60)
Tt Tt

ﬂ{l = Z Z EZ R;JPJ,a¢QGQ¢, (3.61)

a=1 p=1i=1 j=1
T¢e Te Tt

Pu = Z SN Riupipinl, - g’ Y Byrtophy. (3.62)

=1 j=1k=1 i=1
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3.6. Metodyka uwzglednienia momentdéw uogdlnionych od silnikéw elektryez-
nych

Zgodnie z przyjeta umowa, sposrod T, elementdw towarzyszacych pierwsze
T, to wirniki silnikéw elektrycznych, pozostale T}, to przykladowo mnie zamoco-
wane bezposrednio na ogniwach gléwnych ich stojany, albo inne elementy. Przy
takim oznaczeniu momenty napedowe silnikéw dzialaja na wariacjach r—ych
wspélrzednych doprowadzajacych p,‘.t poszczegdlnych wektoréw p'. Wobe: .ego
praca uogélniona tych momentéw moze byé okreslona jako:

§W = M,, 6p}, + My, 6p%, + ... + My, 8ple © (3.63)
Przy czym:
N apz
69, = 3 %6q;, (3.64)
i=1 %%
a wiec:
T, N opt N
SW =3 My Y- - 005 =3 1ibgs, (3.65)
i=1 =1 9 j=1
T .
2 opt.
=S M, =T, 3.66

i p; oznacza -ty moment wogdlniony.

3.7. Réwnanie dynamiki ukladu mechanicznego

Macierzowe réwnanie dynamiki zapisa¢ mozna w formie:

Alg)a+ C(g,a) =M, (3.67)

gdzie odpowiednie elementy macierzy i wektoréw sa rowne:

T.
Ay = AR+ 1
t=1
T
C = CF+Y B, Lie{l..N}, (3.68)

t=1
M = .
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Rys. 4. Schemat badanej konstrukcji

4. Przykiad liczbowy

Jako ilustracje zastosowania numerycznego algorytmu generowania réwnan dy-
namiki rozwiazano nastepujace zadanie. Nalezy wyznaczy¢ przebieg wartosci mo-
mentéw napedzajacych M) i M (rys.5a). Uklad mechaniczny pryzedstawiony na
rys.4 tak, aby punkt 02 realizowal ruch programowy po torze (yo)o, = const, z
predkoscia zadana przez wykres na rys.5b.

Zadanie rozwiazano w ten sposdb, ze dla kolejnych chwil czasu t; znajdowano
komplety wartoéci ¢‘, &', §* przez calkowanie przeksztalconego, macierzowego
ukladu réwnan programu mchu, a nastepnie korzystajac z tych wartosci obliczano
M, i M; stosujac generowana numerycznie lews strong réwnania dynamiki (3.67)
dlaN=2:

Mj Ald' )\ i
M; ],= (¢ +Cle', ) (4.1)

A. Réunanie dynamiki:
Do generowania réwnania (3.67) niezbedne jest przygotowanie zestawa dwaéch
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XOT[”]
57 -
1.5 </rm,

(£ B

13 e

L) . VR[]

Yoy ]
|
e l

-5 M,

Rys. 5. a — konfiguracja poczatkowa i koricowa konstrukeji, b — zadana zmiana predkosci
punktu 0,

grup danych:

A.1. Paramelry kinematyczne

Na rys.4 przyjeto, ze uklady wspélrzednych 0;z;v:i2; sa ukladami wlaspymi
elementéw o numerze i. Zgodnie z opisana metoda ich dobierania otrzymano
ponizsze wartosci parametrow Hartenberga:

a) (91)0 = 300, S = 0.0, a = 0001 = 1.2m, ay = 00, (a1 = 11),
b) (92) = 300, 89 = 0.0, az = 0102 = 0.7m, Qg = 0°, (ag = 12)

A.2. Wiasnoéci masowe
Dla elementéw 1 i 2 zwymiarowanych jak na rys.6, przyjmujac gestoéé 7.86-10°

kg/m3, otrzymano:

225.32 0.0 0.0 -275.1
B, — 0.0 42575 0.0 0.0
1= 0.0 00 42575 00 |’

-275.1 0.0 0.0 393.0
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Boo
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Rys. 6. Schemat rozmieszczenia mas

35.9464 9.62850 0.0 -77.028
B, = 9.6285 4.03480 0.0 —27.51
0.0 0.0 2.1091 0.0 ’
—77.028 -27.51 0.0 220.08

my = By(4,4) = 393.0kg],

m; = B,(4,4) = 220.08[kg],

rl, = [-0.7,0.0,0.0,1.0]" [m],

#2, = [~0.35,~0.125, 0.0,1.0] " [m],
g = [~9.81,0.0,0.0,0.0]" [m/s?].

B. Réwnania programu ruchu

Zgodnie z rysynkiem 5a mozna napisaé nastepujace réwnania programu ruchu
wigezow nalozonych na ruch punktu.0,: '
B1) programowy wiez geometryczny:

(o)e, — l15in(01) — I25in(O; + O2) = 0, (y0)o, = const,
B2) programowy wiez kinematyczny:
(20)o, + 11 5i0(01)01 + I25in(0; + @) (01 +02) =0,  (20)o, = v(2),
poniewaz ¢ = [@;,0;]" jest dalej:

(@ 9g(g)=0,
®)  kg,q.1) = 0.
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Rézniczkujac réwnanie (2):

gl(q,é) =0
k(q,q,t) = 0.

Uklad ten mozna zapisaé jako:
W(g)-¢ = R(2), (4.2)
gdzie:

W(g) = ~ly sin(@1) — I25in(0; + O2) -l 5in(0; + O2)
D = | hcos(61) + l2cos(B1 + O2) lzcos(61+ O3) |’

V(t)

o |
Poniewai dalej potrzebne sa ¢.&.q, rézniczkujac (4.2) otrzymuje sig (dla
det(W) # 0.0):

R(t)

i= W‘(q){k(t) - W(g,9)d) (4.3)

C. Wyniki obliczeri

Calkowano uklad (4.3) z krokiem 0.0008 przy uzyciu metody Rungego—Kutty
4 rzedu [19]. Wykorzystano kompilator Turbo Pascal 4.0.

Wyniki zilustrowano:

1) przebieg ¢ i ¢ na rys. 7a,b,

2) przebieg My i M, na rys.8,

3) konfiguracja poczatkowa, koricowa i dla t = 0.5¢.45/k0w 53 przedstawione na
rys.5a. ’

Opis do rysunku 5b — predkos$¢ zadano nastepujaco:

to,t; :  v(t) = at?;

ti,tg: v(t) = —a(t — 3)® + Vmax;
ta,t3: v(t) = Ymazx;

ta,tg:  o(t) = —a(t - t3)? + Viax;
t,ts 0 v(t) = a(t —~ ts)?%;

t>t5: o(t)=0, a=200.0.
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Summary

The paper outlines the way of numerical generation of equations of dynamics for a
certain class of mechanical systems. The advantages of the Denavit—Hartenberg kinematic
notation and homogenous coordinates worked out in robotics are utilized. The outlined
algorithm deals with the mechanical systems in the form of simple kinematic chains of
rigid links and allows us to consider different elements that don’t form any constraints on
the generalized coordinates of a principal kinematic chain. The algorithm is applicable
to any system that can be presented in the form of such a kinematic chain, not only for
robots and manipulators.
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