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NUMERYCZNA SYMULACJA PROGRAMOWEJ REALIZACIJI
FIGUR AKROBACJI LOTNICZEJ

WoiciEcH BLAJER

Wyzsza Szkola Iniynierska, Radom

Przedstawiono przyklady numerycznej symulacji wybranych figur akrobac_]l
lotniczej, ktére modelowano za pomoca postulowanej trajektorii lotu, wigzéw
nakladanych na zmiany orientacji katowej samolotu w przestrzeni, oraz ewen-
tualnie, programu zmian predkosci lotu. Otrzymywano przebiegi czasowe
zmian parametréw stanu postulowanego ruchu programowego oraz przebiegi
czasowe zmian parametréw sterowania samolotem wymagane dla realizacji
tego ruchu. Polozono nacisk na zagadnienie efektywnego formulowania réw-
nan postulowanej trajektorii lotu.

1. Wstep

Niniejsza praca jest praktycznym rozwinigciem pracy [6], gdzie zawarto model
matematyczny dla numerycznej symulacji figur akrobacji lotniczej i innych manew-
réw przestrzennych samolotu dajacych sie zamodelowaé za pomoca postulowane]j
trajektorii lotu, wiezéw nakladanych na zmiany polozenia katowego platowca w
przestrzeni, oraz ewentualnie, programu zmian predkoéci lotu. Przy ograniczeniu
do warunku lotu symetrycznego (wiezy nakladane na polozenia katowe samolotu
réwnowazne byly warunkowi zerowego kata slizgu), analogiczne modele przedsta-
wiono réwniez w [5,7]. W niniejszej pracy zrezygnowano calkowicie z przytaczania
wykorzystywanego modelu matematycznego, skupiajac sie jedynie na prezentacji
uzyskanych wynikéw analizy numerycznej. Praca skomponowana zostala przy tym
tak, by mogla byé czytana niezaleznie. Dla pelniejszego zrozumienia zagadnien
poruszanych w pracy, czytelnik winien jednak zapoznaé sie uprzednio z jedna z
cytowanych powyzej prac.

Wyniki analizy numerycznej programowego lotu samolotu zawezone do symula-
cji kolowej petli pionowej prezentowane juz byly w pracach [3,4], a z ograniczeniem
do manewréw w locie plaskim (lot w plaszczyZnie pionowej wzgledem ziemi), w
pracy [2]. W pracach tych wykorzystywano tym samym odpowiednio uproszczone
modele matematyczne dla analizy ruchu programowego. Niniejsza praca stanowi
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uzupelnienie prac pdprzednich oraz jest przykladem wykorzystania modelu najo-
golniejszego przedstawionego w [6].

Czeéé pracy poswiecono zagadnieniu efektywnego formulowania réwnan postu-
lowanej trajektorii lotu. Zaproponowano, by trajektoria ”szkicowana” byla wstep-
nie kolejnymi punktami w przestrzeni, a nastepnie interpolowana/aproksymowana
funkcjami sklejanymi (splajnami) odpowiedniej gladkosci. Poniewaz w dostepnej
literaturze zagadnienie to jest skapo traktowane w odniesieniu do dynamiki lotu,
a wymagana forma finalnych réwnai projektowanej trajektorii nie jest typowa
dla aplikacji funkcji sklejanych, sposéb rozwiazania tego zadania zostal w pracy
potraktowany dos$é szczegdlowo.

Jako przyklady numerycznej symulacji programowego ruchu samolotu po
zaloZzonym torze lotu zaprezentowano manewry. zwrotu bojowego, petli ukosnej,
beczki sterowanej i petli nozowej.

2. Formulowanie réwnan postulowanej trajektorii lotu

Numeryczna symulacja programowego lotu samolotu z wykorzystaniem mo-
deli matematycznych zawartych w [5,6,7] wymaga uprzedniego analitycznego
sformulowania réwnaii postulowanej trajektorii w nastepujacej formie parame-
tryczne;j:

r(s)'= [:r(s), y(s), 2(3)]1-’ (2'1) A

gdzie 7 jest wektorem wodzacym érodka masy lotu w inercjalnym ukladzie odniesie-
nia 0zyz (W mechanice lotu uklad ten oznaczany jest zwykle 03213y 21), natomiast
s jest parametrem naturalnym krzywej (dlugoécia po luku). Jak pokazano w [6],
r(s) winno by¢é co najmniej klasy C2.
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Rys. 1. Zadawana punktami i intrerpolowana trajekiorid lotu
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Zaproponowano nastepujacy spos6b rozwiazania postawionego zadania. W
pierwszym kroku trajektoria ”szkicowana” jest jako ciag kolejnych punktéw w
przestrzeni, Py, ..., P, (patrz rys.1). W drugim kroku przez punkty te prowadzona
jest krzywa interpolujaca lub aproksymujaca. Dla realizacji tego ostatniego za-
dania zdecydowano si¢ na uzycie wielomianowych funkcji sklejanych (splajnéw)
trzeciego stopnia [1,9,11]. .

Podstawowym argumentem przemawiajacym za uzyciem funkcji sklejanych do
konstruowania postulowanej trajktorii lotu bylo uzycie mozliwie duzej iloéci punk-
téw wezlowych do jej ”szkicowania”. Jak wykazano w [9], proces interpolaciji
innymi technikami (na przyktad wielomianem n-tego rzedu), oprécz trudnoéci na-
tury technicznej, charakteryzowaé si¢ moze w takim przypadku niestabilnoscia,
co drastycznie odbija sie na gladkosci wynikowej krzywej interpolujacej (krzywa
”faluje”). Nie bez znaczenia jest teZ dostepnos¢ do standardowego oprogramowa-
nia zagadnienia interpolowania/aproksymowania funkcjami sklejanymi. Algorytm
zastosowany w pracy, wzigty z [10], pozwalal ponadto na elastyczne przechodzenie
od zadania interpolacji do aproksymacji w odniesieniu do poszczegdlnych punk-
tow wezlowych. Umozliwia to narzucany przez uzytkownika wektor wartosci wa-
gowych dla poszczegllnych punktéw. Przyjecie wszystkich wartosci wagowych
réwnych zeru jest réwnoznaczne rozwigzaniu zadania interpolacji, natomiast nie-
zerowych — aproksymacji. Wzrost wartosci wagowych wplywa przy tym general-
nie na podwyzszenie gladkosci krzywej wynikowej. Mozliwe jest teZ rozwiazanie
zadania mieszanego, to znaczy zalozy¢ mozna przechodzenie projektowanej krzy-
wej dokladnie przez wybrane punkty wezlowe (odpowiadajace im wartosci wagowe
s3 réwne zeru) przy aproksymujacym charakierze krzywej wzgledem pozostalych
punktéw (zachowana jest duia gladkos$é krzywej). Na koniec, wielomianowe, funk-
cje sklejane trzeciego rzedu czynia zado$é wymaganiom stawianym funkeji (2.1).
Z zaloZenia zapewniona jest cigglos¢ drugich pochodnych.

Wyjaénienia wymaga jeszcze sposéb wyrazenia funkeji sklejanych w zaleznosai
od parametru s, co nie jest zadaniem typowym w teorii splajnéw. Problem
ten rozwiazano niebezposrednio, odpowiednie funkcje sklejane wyraiaja w funk-
cji dlugosci lamanej rozpigtej na punktach wezlowych, a nastepnie na podstawie
zaleznoéci matematycznych jak ponizej okreSlano wymagane modelein matema-
tycznym r(s), r/(s) = dr/ds oraz r"'(s) = d*r/ds?.

- Zgodnie z teoria splajnéw [1,9,11], réwnanie linii pomiedzy punktami P i
Pi4; mozna zapisaé w funkeji dlugosci Yamanej rozpigtej na punktach wezlowych
P;, j =1,...,n, w nastepujacej postaci wektorowej:

Xi(H)
Re(H)=| Yi(H) | = AkH® + B H? + C, H + Dy, (2.2)
Zy(H)
gdzie:
k=1,..,n—-1, H=Il-14, L=0, Ik+l =l + Alg,
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Al = \/(Ik+1 —zk)? + (Yk41 — k)% + (Zk41 — 26)?,

natomiast Ag, Bi, Ci oraz D; oznaczaja tréjelementowe kolumnowe macierze
wsp6lczynnikéw splajnu parametrycznego (2.2) odnoszace si¢ do poszczegdlnych
wspoélrzednych.

i) = TelG)e. /

. z
85, o

-1

Rys. 2. Interpretacja zmiennych H i G

Poniewaz z podstawowych zalezno$ci matematycznych wynika, ze:

dG = \/(X})* + (Y))? + (2})? dH, (2.3)
gdzie G jest lokalna wspélrz!edm, po luku (patrz rys.2), natomiast:

X .
Y] | = R(H)=3AH? + 2B, H + (,, (2.4)
-z .
wezlowe wartoici parametru s liczone mogg by¢ jako: s; = 0, sry1 = 8; + Asg,
k=1,...,n—-1, przy czym:

I
Asy = / VXD + ()2 + (2L . (2.5)
(V]

Dla aktualnej wartosci parametru naturalnego krzywej s, po ustaleniu k ta-
kiego, ze 8; < 8 < 8k4+1, odpowiadajaca wartoé¢ H liczona mozc byé jako:

R H
G=s-s= [ IXUOP +VOF +ZL(OP . (2.6)
(V]
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W ten sposéb, aktualne wartosci r(s) wyznaczane moga by¢ jako Ry[H(G)] z réw-
nania (2.2).
Wymagaae wartosci ¢’ oraz r” moga by¢ natomiast znajdowane jako:

d dRy /dH dH
Y6 = g =ar (aahe= R (G5)e &0
d*r &Ry (dH\3 dRy (d*H
(o) = = et (G, =
- RU(EE)L+R(SE). @)

gdzie (dH/dG)i = _(dG/dH);;1 wynika ze wzoru (2.3), natomiast:
(dzﬂ) _ _(de) (dG)—3 _ (X,';X,': + Y Y/ + Z,',Z;")
L=

dG? dHZ)kNdH /%~ T [(HD? + (Y1) + (Z)3?°
(/2
k /]
YY | = Ry = 6A H + 28B,.
ZII
k

Nalezy zauwazy(, ze powyisze operacje matematyczne daja sie latwo sforma-
lizowal numerycznie.

3. Symulacja wybranych figur akrobacji lotniczej

Ponizej przedstawiono wyniki numerycznej symulacji czterech figur akrobacji
lotniczej. W pierwszych dwdch przypadkach (zakret na wznoszeniu, petla ukosna)
zakladano lot symetryczny, czyli wiezy nakladane na polozenia katowe samolotu
mialy postaé¢ f = 0. W dwu pozostalych przypadkach (beczka, petla nozowa) wiezy
te zastepowano odpowiednim warunkiem na zmiany kata &, odzwierciedlajacym
obrét samolotu wokdl kierunku lotu.

Do obliczeri przyjeto dane samolotu TS-11 "Iskra” wedlug pracy [8]. Dane ae-
rodynamiczne ograniczaly sie do zakresu kata natarcia a < oy, iz tego tez wzgledu
modelowane figury akrobacji ograniczaly sie do przypadkéw nie zakladajacych
przekraczania krytycznych wartoéci kata natarcia. Ze wzgledu na przyblizony
model aerodynamiczny przyjety do obliczesl, otrzymane wyniki traktowaé nalezy
Jjako jako$ciowe.

3.1. Zakret na wznoszeniu (zwrot bojowy)

Idea symulowanego manewru polega na wykonaniu szybkiego zakretu o 180°
polaczonego z nabieraniem wysokoéci kosztem zmniejszania predkosci lotu.
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Rys. 3. Model zwrotu bojowego
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Rys. 4. Symulacja numeryczna zwrotu bojowego
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Zakladano lot symetryczny, 8 = 0, a trajektorie ruchu zamodelowano jak na
rys.3. Manewr rozpoczynal si¢ z poziomego prostoliniowego lotu ustalonego z
predkodcia Vp = 150 m/s na wysokosci hg = 1000 m. Sila ciagu silnika pcdczas
calego manewru zadawana byla jako stala, réwna wartosci niezbednej w warunkach
lotu poczatkowego, T = 3100 N.

Wyniki symulacji cyfrowej modelowanego inanewru przedstawione sa na rys.4.
Predkosé lotu maleje z oczywistego powodu wytracania energii w wyniku zawraca-
nia i nabierania wysokoéci. Notowany wzrost wartoséci kata natarcia a (sily noénej)
wywolany jest spadkiem warto$ci V oraz wymaganym przechyleniem samolotu &
takim, by odpowiednie skladowe sily nosnej réwnowazyly sily bezwladnosci sa-
molotu w locie krzywoliniowym i sile cigzkosci. Sterowanie samolotem wymaga
odpowiednich wychylefi wszystkich powierzchni sterowych. Siine wychylenie lotek
w poczatkowej fazie manewru niezbedne jest dla uzyskania przechylenia samolotu
wymaganego w zakrecie, natomiast odwrotne wychylenie lotek w fazie koiicowej,
dla wyréwnania do lotu plaskiego. Wychylenia steréw wysokoéci 6y i kierunku
by sa wzajemniej skorelowane, a ich charakter zmian jest typowy dla manewru
zakretu. Pamietaé nalezy przy tym o czesciowej zamianie roli tych steréw przy
duzych katach przechylenia samolotu. W rozwazanym przypadku kat & osiaga
wartos¢ do 75°.

3.2. Petla ukoéna

Rozwazono trzy warianty symulowanej petli, dla trzech réznych wartoéci prze-
chylenia plaszczyzny ruchu wzgledem pionu, A = 0°, 30°, 60° (patrz rys.5a). Tor
lotu w plaszczyZnie ruchu zadawany byl przy tym tak jak na rys.5b. W kaidym
przypadku zakladano lot prawidlowy, # = 0, a manewr rozpoczynal si¢ od pozio-
mego prostoliniowego lotu ustalonego na wysokoséci hg = 1000 m oraz z predkoscia,
Vo = 180 m/s. Ciag silnika przyjmowano jako staly i réwny wartosci niezbgdnej
w warunkach lotu poczatkowego, T = 4500 N.

Jak pokazano na rys.6, charakter zmian parametréw stanu lotu i parametréw
sterowania dla wariantu 1 (petla pionowa) jest typowy dla tego manewru. W
okolicy wierzcholka petli notowane’ jest charakterystyczne zmniejszenie predkosci
lotu i kata natarcia, a nawet chwilow~ przejscie do lotu plecowego (a ujemne).
Sterowanie realizowane jest tylko poprzez wvchylenia steru wysoko$ci. Otrzymany
przebieg zmian tego sterowania jest typowy dla manewru petli pionowej, z charak-
terystycznym oddaniem drazka” w drugiej i trzeciej ¢wiartce petli.

Realizacja petli ukosnej dla A = 30°i A = 60° (warianty 2 i 3, odpo-
wiednio) wymaga odpowiednich wychylenn wszystkich powierzchni sterowych. W
odréznieniu od petli pionowej, lot w petli ukoénej ma bowiem charakter lotu prze-
strzennego i niezbedne jest odpowiednie dopasowywanie konfiguracji katowej sa-
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Rys. 5. Petla ukosna: a) pochylenie plaszczyzny ruchu wzgledem pionu, b) zadany tor
lotu w plaszczyinie ruchu

molotu tak, by realizowany byl warunek réwnowazenia sie sil czynnych i masowych
na kierunkach prostopadlych do postulowanego toru, patrz przebiegi zmian kata
. T oczywistych wzgledéw, spadki wartosci V' i a s3 zlagodzone w poréwnaniu
z wariantem 1.

3.3. Beczka sterowana

Podobnie jak poprzednio, rozwazono trzy warianty modelowanej beczki ste-
rowanej. Wariant 1 odpowiada beczce poziomej, natomiast warianty 2 i 3
odpowiadaja manewrom, w ktérych obrét wykonywany jest na wznoszeniu przy
pochyleniu toru lotu odpowiednio A = 30° lub 60° (rys.7a). Z racji charakteru
modelowanej figury akrobacji, warunek lotu prawidlowego. postulowany w poprze-
dnich przykladach zastapiony zostal warunkiem nakladanym na zmiany kata &*,
odpowiadajacym w danym przypadku w przyblizeniu katowi & (nie musi tak byé
w ogblnym przypadku). Zalozony przebieg zmian kata ¢* pokazany jest na rys.7b.
W kazdym z przypadkéw manewr rozpoczyna sie z prostoliniowego poziomego lotu
ustalonego na wysokosci hg = 1000 m oraz z predkoscia Vo = 120, 150 i 180 m/s,
odpowiednio. Ciag silnika przyjmowano jako staly, niezbedny do lotu w warunkach
poczatkowych. Odpowiednio dla wariantéw 1, 2 i 3 wynosil on 7" 2 2300, 3100 i
4500 N.



NUMERYCZNA SYMULACIJA... 421

"“—'::\._ ' ' '
\ =TT~
150 | RN
V . \ @{V - ——// 1
Im/s) -
00 | ®)‘\ ~. // 7 J
N\ =,
. ~ A
] — @2 —
o P e A
- 7

- \.'\"\. it
{deg] . %4’/,. | \\\\gg',,‘&)

p //_'_:_.:.1'7 :',\._\ p
T Nl
[JEB] __/"’/' '''''
ool Q @&~ ]
ol T2 - . -
8“ \\\ ' ' //-‘\
[deB] - N ,@ AN
2 \\ ®\I, Kt VA Y
N / 7 ~ AN
N 4 - NS
4| S~ _,/4..,/’@ ‘-\"*\.\__,..,\-
s TN
[ deg] lr\\

o ./..__:\s..__.._,__ _fz/_gg _____

5 2 - - '/_,-?Q.\ v® ’ 1
o ;
[dcg] \ _z_.___"’./"/ @ \:\\\

0 1 2 3 4 glpm) 5

Rys. ‘6. Wyniki numerycznej symulacji petli ukoénej

Przebiegi zmian parametréw stanu lotu oraz parametréw sterowania pokazane
s3 na rys.8. Charakterystycznym jest wymuszenie lotu niesymetrycznego, patrz
zmiany wartoéci kata f. W polozeniu nozowym platowca, dla * okolo 90° lub
270°, sila réwnowazaca cigzar samolotu jest bowiem aerodynamiczna sila boczna,
zalezna gléwnie od kata §lizgu B. Sterowanie samolotem wymaga odpowiednich
wychylett wszystkich powierzchni sterowych, tzn. 6p, 6y i dy. Wychylenia 6p
odpowiedzialne sa przy tym za realizacje postulowanych zmian kata &*, nato-
miast skorelowane ze soba wychylenia 8y i 6y dopasowuja wymagana konfiguracje
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Rys. 7. Beczka sterowana: a) warlanty toréw lotu, b) postulowany wiez nakladany na
&*, ¢) ideowy model fizyczny manewru

katowa platowca.

Otrzymane nieciagloéci pochodnych praktycznie liniowych przebiegéw a oraz
B dla wariantu 1 oraz §; dla wszystkich wariantéw spowodowane sa zaloZonym
linjowym przebiegiem zmian $*. ZaloZenie ciaglosci pochodnych tego przebiegu
wygladziloby otrzymywane przebiegi powyzszych parametréw.

3.4. Petla nozowa

Petla nozowa jest przykladem laczenia elementéw figur akrobacji. Wprowadze-
nie do manewru (patr rys.9a) nastepuje jak do pionowej petli normalnej, potem
nastepuje ¢wieré beczki (faza I) i lot noZowy w okolicy wierzcholka petli (faza
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Rys. 8. Wyniki numerycznej symulacji wariantéw beczki sterowanej

IT). Po wykonaniu odwrotnej ¢wieré beczki (faza IIT) manewr koficzy sig czwarta,
¢wiartka pionowej petli normalnej. Tor zamodelowanego manewru w plaszezyinie
pionowej wzgledem ziemi przyjeto identycznie jak na rys.5b, natomiast postulo-
wane zmiany $* przyjeto jak na rys.9b. Podobnie jak w przypadku petli ukoénaj w
rozdziale 3.2, manewr rozpoczyna sie z prostoliniowego poziomego lotu ustalonego
na wysokosci hg = 1000 m oraz z predkoscia Vo = 180 m/s, a ciag silnika jest staly,
T = 4500 N.

Przebiegi zmian parametréw stanu lotu i parametréw sterowania w zamodelo-
wanym manewrze pokazano na rys.10. Poczatek i koniec manewru jest typowy jak
dla petli pionowej (poré6wnaj z przebiegami na rys.6 dla wariantu 1). W fazie lotu
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Rys. 9. Model petli nozowej: a) kojene fazy manewru, b) postulowany wiez nakladany
. na ¢*

nozowego, role sily dopelniajacej bilansu sil na kierunku promieniowym okregu
petli przejmuje aerodynamiczna sila boczna (patrz przebieg zmian kata f), nato-
miast sila nosna jest redukowana do zera (a = 0). Pokazane przebiegi parametréw
sterowania zapewniaja dopasowywanie wymaganej konfiguracji katowej platowca
w zamodelowanym manewrze.
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Rys. 10. Wyniki symulacji numerycznej petli nozowej

4. Uwagi koricowe
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Zaprezentowane przyklady numerycznej symulacji wybranych figur akrobacji
lotniczej prezentuja mozliwosci modelu matematycznego programowego ruchu sa-
molotu wzdluz postulowanej trajektorii lotu [5,6,7]. Analiza ruchu programowego

w prezentowanym ujeciu ma przede wszystkim walory poznawcze.

Pozwala na

§ledzenie zaréwno przebiegéw zmian parametréw stanu symulowanego ruchu pro-
gramowego jak i wymaganego dla jego realizacji sterowania. Moze mjeé to istotne
znaczenie przy poznawaniu charakteru ruchu i wymaganego sterowania podczas
wykonywania zlozonych manewrdw przestrzennych samolotu, figur akrobacji lotni-
czej lub stanéw lotu wykraczajacych poza zakres normalnej eksploatacji samolotu.

Do pomyslenia jest zastosowanie zmodyfikowanej wersji modelu réowniez do ste-
rowania bezposredniego samoloten majacym zrealizowac zalozony manewr. Wy-
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magaloby to oczywiécie sprzeguniecia sterowania, realizowanego zgedunie z wyliczo-
nym modelem sterowania programowego, z odpowiednim ukladem stabilizujacym,
korygujacym odchodzenie samolotu od wiezéw programowych. W locie rzeczywi-
stym odchodzenie od wiezéw pojawial si¢ bedzie chociazby na skutek przyblized
obliczert modelowych, ograniczeri nakladanych przez Scisloé realizacji wyliczanego
sterowania, lub zaburzen zewnetrznych. Zagadnienie to wykracza poza zakres ni-
niejszej pracy.
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Summary

Examples of numerical simiilation of some aerobatic maneouvres are presented. The
program flights are modelled usirg some constraints imposed on an aircraft trajectory,
a aircraft angular orientation in the space and a speed history. Histories of the state
parameter variations and the demanded control are obtained. An emphasis is laid on the
trajectory path description by means of a succesion-of-points. A spline function smoothing
is applied for interpolation and approximation formulas.
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