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Dla tréjsegmentowych polaczen powszechnie stosowanych w chirurgii sfor-
mulowano metod¢ optymalizacji katéw chirurgicznych oparta na minima-
lizacji strat energii przeplywu oraz globalnej sily stycznej oddzialywujacej
na scianki naczyn. Uzyskane wyniki zilustrowano przykladem wyznaczania
optymalnych katow chirurgicznych dla tréjsegmentowego rozgalezienia: aorta
brzuszna — tetnice biodrowe

1. Wstep

Miazdzyca jest jedny z najpowaZniejszych choréb ukladu krwionosnego czlo-
wieka. Choroba ta powstaje w wyniku zwezen, a w dalszej konsekwencji niedroz-
noéci naczyi krwionoénych. Umiejscawia sig najczeéciej w tetnicach odchodzacych
do aorty, w tgtnicach doprowadzajacych krew do mézgu, do koiczyn gérnych,
koriczyn dolnych, a takze innych narzadéw. Jedna z metod leczenia tej choroby
jest operacyjne zastapienie niedroznego fragmentu ukiadu krwionosnego sztucznym
fragmentem droznym. W ten sposob wprowadzane sa do organizmu protezy na-
czynt krwionoénych czesta nazywane rozgalezieniami chirurgicznymi. Konfiguracje
protez naczyniowych prawie nigdy nie pokrywaja sie z konfiguracjami rozgalezied
naturalnych. Réznice wystepuja gldwnie w ksztaltowanych reka chirurga tak zwa:
nych katach chirurgicznych, ktére niejednokrotnie réZnia sie od katéw naturalnych
o kilkadziesiat i wiece} stopni. Poszukiwanie dla katéw chirurgicznych wartosci
optymalnych jest wiec wazne z praktycznego jak i teoretycznego punktu widzenia.
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Problem optymalizacji rozgalezien naczyr krwionosnych po raz pierwszy podjat
Murray [5,6] i kolejno rozwijali te tematyke autorzy: Kamiya i Togawa {2},
Uylings [10], Zamir [13,14]. Jako kryteria optymalizacji konfiguracji badanych
rozgalezien naczyn krwionoénych przyjmowali: (i) moc potrzebna do przepompo-
wania krwi przez badane rozgalezienie, (ii) globalna sile oddzialywujaca na $cianki,
(iii) calkowita objetoéé rozgalezienia, (iv) calkowita powierzchnie rozgalezienia. W
przypadku (i) i (ii) analize oparli na przeplywie Poiseulle’a.

Optymalizacje polaczen chirurgicznych oparta o w pelni rozwiniety przeplyw
pulsacyjny podjeto w pracy [8] (Rodkiewicz i wsp., 1988). Zbadano w niej miedzy
innymi wplyw katéw odejscia przeszczepéw na globalne przeplywy krwi w typo-
wych rozgalezieniach pooperacyjnych. Niniejsza praca poswiecona jest teoretycz-
nemu wyznaczeniu wartosci optymalnych dla katéw chirurgicznych, przy ktérych w
tréjsegmentowej protezie naczyniowej (rys.1) globalna strata energii oraz globalna
sila styczna oddzialywujaca na $cianki rozgalezienia osiaggna minimum. Analiza w
tej pracy oparta bedzie na w pelni rozwinietym przeplywie pulsacyjnym.

fe. P
Rys. 1. Schemat trojsegmentowego rozgalgzienia chirurgicznego

2. Sformulowanie problemu

Zalézmy, ze w ukladzie krwionosnym znajduje si¢ niedroZne, tréjsegmentowe
rozgalezienie (na przyklad: aorta brzuszna — tetnice udowe) ograniczone punktami
zewnetrznymi r;, ¢; (i = 0,1,2) (rys.1). Nalezy wykonaé operacje polegajaca na
wycigciu w punktach r;, ; fragmentu niedroznego i zastapieniu go sztucznym, tréj-
segmentowym rozgalezieniem droznym. W przypadku tym punkty zewngtrzne r;,
@i 53 ustalone, podczas gdy punkt wezlowy r, ¢ moze zajmowaé dowolne polozenie.
Powstaje wigc problem, jak chirurgicznie usytuowaé punkt wezlowy protezy r, ¢,
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aby wprowadzone do organizmu rozgalezienie sztuczne pracowalo optymalnie. Po-
szukiwanie dla wspdlrzednych r, ¢ wartosci optymalnych jest niewygodne i nie-
praktyczne. Znacznie lepiej jest operowal katami chirurgicznymi ay, aj (rys.1).
Celem niniejszej pracy jest wyznaczenie dla katéw a,, a; takich wartosci optymal-
nych, przy ktérych w tréjsegmentowym rozgalezieniu chirurgicznym (rys.1) straty
energii w przeplywie pulsacyjnym oraz globalna sila styczna oddzialywujaca na
Scianki osiagna minimum.

3. Metoda rozwiazania

‘Niech lp,l1,1; oznaczaja dlugoici segmentéw tworzacych tréjsegmentowe roz-
galezienie chirurgiczne (rys.1). Przez e;, t; (7 = 0,1,2) oznaczymy ilosé energii
dysypowanej, sile styczna oddzialywujaca na écianki, przypadajace na jednostke
dlugoéci oraz jednostke czasu. Stad calkowita ilos¢ energii dysypowanej E w rozga-
lezieniu chirurgicznym (rys.1), a takze globalna sila styczna T oddzialywujaca na
to rozgalezienie réwnaja, sie:

G=goo+a1ili + 9202, G=E,T, g=e,t. (3.1)

Wielkoéci G i ¢g; w dalszym tekécie nazywaé bedziemy odpowiednio funkcja celu
oraz gesto§ciami funkcji celu. Rézniczkowanie (3.1) wzgledem r i ¢ prowadzi do
nastepujacych zwiazkéw:

G K 8,  8G 2. 8
_ = E : (k) = E: i ’ 3.2
or .'=og or d¢ ;=og 9¢ 32

W ukladzie wspélrzednych biegunowych r, ¢ (rys.1) dlugoéci segmentéw I
réwnaja sie:

_ I = \/1-2 + r? = 2rr; cos(ypi — @) (3.3)
Na podstawie (3.3) dostajemy:

Ol ricos(pi—p)—T

= — cos &,
% k i=0,1,2. (3.4)
ol i sin(gp; — s ~
= _w(f_ﬁ % Prindl

Po podstawieniu (3.4) do (3.2) i przyréwnaniu lewych stron do zera otrzymu-
jemy nastepujace zaleznosci:

go—g1cosay —gocosas =0, gysinay + gasinay =0, (3.5)
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stanowiace wa.nmkl konieczne istnienia minimum dla funkcji celu (3.1)..
Warunki dostateczne dla istnieria minimum funkcji (3.1) okreflaja nastgpujace

werdmnosel g $G8G 8% y3
57 >0 A:aﬂw_(ar&p) >0 (36)
Podstawiajac do (3.6) zaleznoéé (3.1) dostajemy:
8°G 2,
I gﬂia—r;,
*G N
s = it 3.7)
0p? ..2__% 02
5*G 29
orde gg. Ordyp.
Na podstawie (3.3) mamy:
R 3 ) 2
%2r—l;= El-i’ %:rmsm+%ma;, , (3.8)
2]. '
a—i—%:—(;sina;cosa.-+sina;). (3.9)

Wstawiajac (3.8) i (3.9) do (3.6) dostajemy po Zmudnych obliczeniach:

G _ sm’ ay

2
o 7 + g28in° a3 > 0, (3.10)
=99 . G092 Nngz .2 _ :
A= o & sin? o, + lol smug + A sin(ay — a3). (3.11)

Gestosci funkcji celu g; oraz dlugosci segmentéw [; sa dodatnie. Na tej pod-
stawie formuly (3.10) — (3.11) staja si¢ dla dowolnych wartosci katéw a; dodatnio
okreslone. A zatem warunki dostateczne istnienia minimum dla funkeji celu (3.1)
53 spelnione tozsamosciowo. W ten sposéb zostalo dowiedzione, ze funkcja celu
(3.1) osiaga lokalne minimum wtedy, gdy katy rozgalezienia chirurgicznego (rys.1)
spelniaja zwiazki (3.5). Rozwigzujac (3.5) wzgledem katéw a;, as dostajemy
formuly nastepujace: .

cos @y = _g0_+__g1____’ cos ag = _.go_i_g_z___, (3.12)

29091 29092
okreslajace optymalne katy chirurgiczne, przy ktérych w tréjsegmentowym rozga-
lezieniu chirurgicznym (rys.1) odpowiednio dysypacja energii przepltywu oraz glo-
balna sila styczna oddzialywujaca na scianki rozgalezienia osiagaja minimum.
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4. Przeplyw pulsacyjny
Pod wplywem zmieniajacego sie harmonicznie gradientu ciénienia:
- A—pl(f—) = p(A + Acoswr), (4.1)

powstaje w rurze o stalym przekroju nastepujacy przeplyw pulsacyjny (Lojcjaniski,
1978):

u(r,t) %f(r) + g[f,(r) sinwr + f(r)coswr],

f(r) = R2 - 7‘2,
_ bei(kr)bei(kr) — ber(kE)ber(kr)

fa("') = 1 berz(kr) i beiz(kR) ’ (4.2)
fur) = bei(k R )ber(kr) — ber(kR)bei(kr)
. c("' = berz(kR)+bel2(kR) ’
k = R %’

gdzie r, w, v, p oraz ber(z), bei(2) oznaczajs odpowiednio promief rury, czestosé
pulsacji, lepkosé kinematyczna, gesto$é krwi oraz tak zwane funkcje Kelvina. Stad
zalezy od czasu wydatek réwna sie:

Qr) = %A+ 2—1’3 F2(R) + F(R) cos(wr ~ ),
F.(R) = R? | Rbei(kR)ber'(kR) — ber(kR)bei'(kR)
T2 Tk ber’(kR) + bei’(kR) ’
F.R) = _Rbei(kR)bei'(kR) + ber(kR)ber'(kR) -
Tk ber?(kR) + bei’(kR) :

Wydatek (4.3) musi sie réwnaé nastepujacemu, z géry danemu wydatkowi krwi:

Q(r) = Q1 + cos(wr - )] (4.4)
Poréwnujac zaleznoéci (4.3) i {4.4) otrzymujemy zwiazki:
8vQ Qu (4.5)

i=39 4. ,
TR4 4 .21r;7F,§iR)+FC‘2R; ‘

okreslajace gradient cisnienia (4.1) w zaleZnosci od wydatku (4.4). Gestosé energii
dysypowanej w odniesieniu do jednostki dlugosci naczynia i jednostki czasu okresla
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nastepujaca zaleznos¢:

e__A_p _ (1+F,(R)sinur+FC(R)cosur)(SvQ+ @w coswT )
=TeEee VIR, + FAR) xR " 92 /FA(R) + FA(R)

Uéredniajac wzor (4.6) po czasie dostajemy wyrazenie:

_pQ* 8y w F.(R)
-t irm s ) “n

okreélajace Srednie w cyklu straty energii przeplywu przypadajace na jednostke
dlugosci naczyi wchodzacych w sklad badanego rozgalezienia chirurgicznego
(rys.1). Srednie w czasie naprezenia styczne oddzialywujace na $cianke réwnaja
sie:

1 T.(') (r,7)
u b4
t= 21‘R§;.0/—-8r—lnd‘r (4.8)

Podstawiajac (4.2) do (4.8) otrzymujemy po prostych przeksztalceniach:

8pvQ (4.9)

= I TEN

Wzér (4.9) okresla odniesiong Jo jednostki diuvgodci gestoéé sil styczmych
oddzialywujacych na écianki naczyh tworzacych rozgalezienie chirurgiczne. Straty
energii (4.7), sila oddzialywujaca na $cianki (4.9) sa gesto§ciami funkeji celéw g;,
ktére nalezy podstawi¢ do wzoru (3.12), by w ten sposéb otrzymaé konkretne
formuly na optymaine katy chirurgiczne minimalizujace w ramach przyjetego mo-
delu odpowiednio dysypacje energii oraz globalna silg styczna w tréjeegmentowym
rozgaiezieniu chirurgicznym.

5. Wyniki ;

‘Wprowadzmy zwiazki (4.9) oraz (4.7) do zaleznoéci (3.12). Po prostych ale
pracochlonnych obliczeniach dostajemy:

_ 112 a1 111},

COS iy = { o
T 2 Q a2 a;

(5.1)
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cosary = l{n(Ro)ai‘ (Rz)n(Rz)_i_i‘Jrv(Rx)Q_f}
! 2Un(R1) ¢f  n(Ro)n(R1) ¢f a3 ~ n(Ro)ei)’ (5.2)
_ URO\az 7(B1) n(R1) gi @7 , n(Ra 2_%_
cosear = 2{ ra (Ro)ﬂ(Rz)qga?+7l(Ro_)ag}'

gdzie wprowadZiliémy nastepujace zmienne bezwymiarowe:

N = g_:)» 92 = %v
(5.3)
ay = Ry a; = Ry
1 Ro, 2= Roy
oraz nastepujaca funkcje:
wR? F.(R)
R)=1 (5.4)
W) =1+ 350 T3 Ry + FA(R)’ o
przy czym dla tréjsegmentowego rozgalezienia sluszna jest rownosé:
n+q=1 (5.5)

Formuly (5.1) i (5.2) okre§laja optymalne katy chirurgiczne, przy ktérych
w tréjsegmentowym rozgalezieniu chirurgicznym globalna sila styczna oddzialy-
wujaca na Scianki (wzory(5.1)) oraz dysypacja energii w przeplywie pulsujacym
(wzory(5.2)) osiagaja minimum. Przyjmowanie przez prawe strony zwiazkéw (5.1),
(5.2) warto$ci bezwzglednie wiekszych niz 1 oznacza nie osiaganie przez funkcje
celu (globalna sila styczna, dysypacja energii) lokalnego minimum. W tym przy-
padku polaczenie punktu 7o, @o bezpoérednio z punktami ry, ¢y i r2, @2 (1ys.1)
jest najlepsza konfiguracja dla wykonywanego polaczenia chirurgicznego.

6. Przypadki graniczne

Rozwazymy kilka przypadkéw granicznych zachowania sie katéw chirurgicz-
nych a;, a; okreslajacych optymalna konfiguracje tréjsegmentowego rozgalezienia
chirurgicznego: '

(i) przypadek ustalonego przeplywu Poiseulle’a w =0, n(R) =1
1 a4 4 4
wms = 3{%-E5+ 2,
(6.1)

4
Lt _

91 a2 3 }’

COs O
202 ¢2ad ' 4
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(ii) przypadek czestoéci pulsacji dazacej do nieskoficzonoéci w =0,
n{R1)/n(Ro) = a1, n(Rz)n(Ro) = aq

— __12_“1 g
comE = 2{ qug 1}

(6.2)
cosmEe = 2{ q;ag_{_q’}

(iii) przypadek tréjsegmentowego rozgalezienia symetrycznego 1 = g2 = 0.5,
aa=a=za, qy=ag=a, liy=Ra=R

R\2
cosar = (E) N
n(Ro) ¢ R \4
2——={—1}.
7(R) (Ro)
Na rysunki 2, 3, 4 naniesiono wykresy optymalnych katéw chirurgicznych wy-
znaczone ze zwiazkow (5.1), (5.2), (6.3).

(6.3)

cosag

7. Whnioski

Przyjmujac za kryteria optymalizacji po pierwsze globalna sile styczna oddzia-
lywujaca na écianki naczyn, po drngie dysypacje energii przedstawiono prosta
metod¢ wyznaczania optymalnych katéw chirurgicznych dla tréjsegmentowych
ruzgalezien stosowanych w chirurgii. Rozwazania oparto na w pelni rozwinigtym
przeplywie pulsacyjnym, ktéry w przypadku granicznym, dla czestosci pulsacji
dazacych do zera, przechodzi w przeplyw Poiseulle’a. W wyniku uzyskano formuly
(5.1) i (5.2) okreélajace wartosci optymalnych katéw chirurgicznych. Formula (5.1)
nie zalezy od czestosci pulsacji i dlatego tez moze by¢ otrzymana w oparciu o
przeplyw Poiseulle’a. Natomiast zwiazek (5.2) zalezy od czestoéci pulsacji, przy
czym zaleznosé te w niektSrych przypadkach mozna zaniedbaé, w niektérych zas
staje si¢ waZna i nie moina jej pominaé (patrz rys.2,3,4,5). Opieranie wigc analizy
wylacznie na przeplywie Poiseulle’a moze w niektérych zakresach katéw optymal-
nych prowadzi¢ do duzych rozbieznoéci wynikéw i w konsekwencji by¢ nieuzasa-
drione.

Proponowany w tej pracy sposéb optymalizacji katéw dla trdjsegmentowych
polaczen chirargicznych jest po pierwsze niezwykle prosty, po drugie daje formuly,
ktore nie tylko w sensie jakosciowym, ale w wielu przypadkach réwniez i iloéciowym
sprawdzaja si¢ na przykladzie polaczeri naturalnych funkcjonujacych w ukladzie
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Rys. 2. Optymalne katy dla tréjsegmentowego rozgalezienia chirurgicznego (kryterium
strat energii)

krwionosnym czlowieka. Przykladem moze tu byé zdrowe, naturalne rozgalezienie
aorta brzuszna — tetnice biodrowe. Naturalne katy tego rozgalezienia mieszcza
si¢ w przedziale katéw chirurgicznych wyznaczonych w tej pracy i naniesionych
na rysunki 2 i 3. Mozliwe jest takze przyjmowanie przez jeden z katéw trdjseg-
mentowego rozgalezienia chirurgicznego wartoéci optymalnych wiekszych od 90°
(patrz rys.2 i 3, R; < 0.5). Aorta brzuszna - tetnice wieficowe s3 przykladem
takiego nietypowego, naturalnego rozgalezienia naczyn krwionosnych. Takze w
praktyce chirurgicznej stosuje si¢ w przewazajacej wiekszosci z dobrym skutkiem
dla pacjentéw tréjsegmentowe protezy aorta brzuszna — tetnice biodrowe o katach
chirurgicznych niewiele rézniacych sie od wartoci katéw naniesionych na rysu-
nek 3. A zatem mozna powiedzie, Ze wyniki teoretyczne uzyskane w tej pracy
zalecaja stosowanie tam, gdzie jest to mozliwe katéw chirurgicznych bliskich katom
naturalnym, uzasadniajac to potrzeba minimalizowania mocy potrzebnej do prze-
pompowania krwi przez tréjsegmentowa proteze, badZz minimalizowania globalnej
sily stycznej oddzialywujacej na écianki protezy.



506 ST.TOKARZEWSKI, ST.ZAJAC, Cz.M.RODKIEWICZ

R0= 0.8cm Ry = 0.6cm
qy= 0.5 . q2=O.5
v =0.04cmlis
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Rys. 3. Optymalne katy dla tréjsegmentowego rozgalezienia chirurgicznego (kryterium
strat energii — ; kryterium globalnej sily stycznej - - - )
a
x Ro=z12cm , v=0.04cm?/s
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Rys. 4. Optymalne katy dla trojsegmentowego rozgalezienia chirurgicznego (kryterium
strat energii — ; kryteriumn globalnej sily stycznej - - - )
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Rys. 5. Optymalne kaly chirurjiczne w tréjsegmentowym rozgalezieniu symetrycznym w
zaleznosci od czestosci pulsacji

8. Uwagi koiicowe

Zaniedbanie zmian strat energii i globalnej sily stycznej spowodowanych
obecnoscia wezla, modelowanie protezy za pomoca sztywnych cylindréw, ograni-
czenie rozwazan wylacznie do pierwszej harmonicznej czestosci pulsacji to gléwne
zaloZenia wprowadzane w tej pracy. Jednak mimo tak daleko idacych uproszezen
stwierdzono duza zbieznos¢ i to nie tylko w sensie jakcsciowym, ale réwniez iloScio-
wym miedzy katami naturalnymi rozgaleziedl, a uzyskanymi, optymalnymi katami
chirurgicznymi. Wplyw obecnoéci wezla na wartoici optymalnych katéw protez
naczyniowych wydaje si¢ by¢ zaniedbywalny, tym niemniej poddany zostanie ba-
daniom w nastepnych pracach. "
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Summary

For scme surgical junctions 2 method of optimization of the branching angles based
on minimizing a cost function, such as energy losses and global drag force affecting vessel’s
walls, has been formulated. Numerical calculations of optimum angles has been carried
out for abdominal aorta ~ common iliac surgical junction.
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