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W pracy wyprowadzono i rozwigzano sprz¢zone réwnania rézniczkowe drgan
gietnych walu z utwierdzonymi centrycznie waskimi tarczami kolowymi,
obracajgacego si¢ ze stalg predkoscia katowa. W réwnaniach pominieto wplyw
odksztalcen postaciowych jako nieznacznych dla przekrojéw kolowych wahu;
wplyw momentéw giroskopowych uwzgledniono ocf tarcz, ktore sg traktowane
Jjako sztywne i dyskretne oraz od samego walu. W koricowej czeéci pracy wy-
prowadzono wzory dla drgaii gietnych wymuszonych.

1. Réwnania réZniczkowe drgan gietnych wlasnych i ich catki

Rozwazmy drgania gietne walu jednoprzeslowego o stalej sztywnoéci z utwier-
dzonymi centrycznie — prostopadle do osi walu - cienkimi tarczami kolowymi,
rys.1.

,‘y

gdzie:
m; - masa i—tej tarczy,
J;i '~ moment bezwladnosci i-tej tarczy wzgledem giéwnej

osi centralnej prostopadlej do osi walu,
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Joi — moment bezwladnosci i-tej tarczy wzgledem osi walu,

Jo = 2J = const — moment bezwladnosci przekroju po-
przecznego walu wzgledem jego osi,

F = const ~ pole przekroju poprzecznego walu,

EJ = const - sztywno$¢ zginania waluy,

w = const — predkoéé katowa wakhu,

p = const — gestosé walu.

Wyznaczmy moment z jakim i-ta tarcza oddzialywuje na wal wytracony z

polozenia réwnowagi statycznej.
WprowadZzmy w tym celu lokalny uklad z}, y7, 2, ktérego osie sa glownyxm i
centralnymi osiami rozpatrywanej tarczy (rys.2) i nie wykonuje obrotu wzgledem

osi z].

Y
5 \Hy'(o.-.;t)
Ll
1

Rys. 2.

Zauwazmy, ze skladowe kretu i-tej tarczy w lokalnym ukladzie wynosza:
K,._- = Joiw, Kll." = =J;#(a;;t), Kz; = Jiy'(a;;t).

Skladowe kretu rozpatrywanej tarczy (i-tej) wzgledem nieruchomego ukladu
osi z,¥, z z dokladnoscia do malych pierwszego rzedu natomiast wynosza:

Kz = Kz — Kpey'(aist) — Ko 2'(ai5t) 2 Joiw,
Kiy = Ky + Koy'(aist) = Ji#'(ai;t) + Joiwy'(ai; t),
Kis = K.+ Kg22'(ai5t) = Jig'(ais t) + Joiw2'(ai; 1),
Zatem i-ta tarcza zgina wal para sil o skladowych:
M, = —Ii’,-y = ~Ji# (ai;t) — Joiwoei§'(ai; i), -
M, = -Ki=- i (ai;t) — Joiwoi#' (ais t),
gdyz moment skrecajacy M, = ~Kiz = 0.

Zatem w zakresie malych drgan (liniowych) drgania gietne nie sa sprzezone z
drganiami skretnymi.
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Poprzeczne sily zginajace - wywolane oddzialywaniem i-tej tarczy wynosza;
w plaszczyznie zy
Py = —mj(a;; t),

' r P! d"']?(r

A L N &Rsy

Rys. 3.

oraz w plaszczyznie zz
P, = —miZ(a;;t).

1z R, dhy(s)
' O.L dg(;)

{7
Hg’c '

Az X L !z

Rys. 4.

Précz tego wal jest zginany parami sil rozlozonymi w sposéb ciagly wzdluz jego
dlugosci:
w plaszczyzinie zz
My = [JpZ (&;t) — Jopwif (€;))dE,
oraz w plaszczyZnie zy '
dM; = —[J o/ (€:1) + Jopw'(€; t)]dE.

Poza tym poprzecznymi sitami zginajacymi rozlozonymi takze w sposéb ciagly
wzdluz dlugoéci walu:
w plaszczyZnie zy -
dPy = —Fpj(§;t)d¢,

oraz w plaszczyinie zz

dP, = —Fp3(§;t)d¢.
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Momenty gnace w dowolnym przekroju z walu wynosza zatem w plaszczyZnie
zy:

Mg, (z) = Rayz— My, + F_p/ §(&; 1)z — £)dE +
0

— Jp [ (g - Jopw [ #(&50)de +
0 Q
+ 3 {mfz'i(a.';t)(x - a;) = [Jif' (a3 1) + Joiw?'(ai; ) H (z - a;)},.
oraz w plaszczyzinie zz:

Moy(e) = Rasz—May+ Fp [ 5(6:0)(z - e +
0

I

Jp ,/ P& )dE + JOP‘U/@’(f;t)df +
o 0

+

Z {m,-z"(a.';t)(x - a;) — [Ji#(a;; 1) — Joiwy'(ai; )] H (2 — a.-)},

gdzie H(z—a,) - funkcja Heaviside’a zgaszona dla ujemnych argumentéw podobnie
jak funkcja liniowa z — @i, (z < a;).
Réwnania rézniczkowe drgan gietnych walu, przy pominieciu wplywu od-
ksztalced postaciowych - jako nieznacznych, maja postaé:
EJyY (z;1) - M"g.(zit) = EJy" (zit) + Fpi(x;t) +

—[§"(zit) + Jow ()] + 3 {mid(aii)8(z - ai) +

—[J;j/"(a.»; t) + Jo,-wz"(a;; t)]61($ - a‘-)} =0,
EJzY (z;t) = M"g,(z;t) = EJ 2"V (2;1) + Fp3(z;t) + (1.1)
—{J#"(z;t) = Jowi"(z;t))p + Z {m,-fz’(a.-;t)&(:z: —a;) +

~[UiZ'(a53t) = Jowi/(ai;t)]61(z — ai)} = 0,
gdzie:
§(z) = %ﬁﬂ ~ dystrybucja Diraca,
b1(z) = fd—lﬁ-’l - dystrybucja Diraca I-go rzedu.
Ze wzgledu ma symetrie osiows, drgaii wlasnych bedziemy poszukiwali w
postacil:

1'Zaklada_ si¢ lozyska o wlasnosciach izotropowych niepodatne lub malo podatne
sprezyscie, [6] str.107.
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- — dla drgan wspdélbieznych

y(z;t) f(z)cos pt,
dest) = f(z)sinpt,

— dla drgan przeciwbieznych

y(z;t) = f(z)cospl,
z(z;t) = —f(z)sinpt.

Dla obracajacego sie ze stala predkoscia katowa w walu, w ktérym tarcze sa
osadzone centrycznie i prostopadle do jego osi, jest oczywistym, ze powstale na
skutek zachwiania stanu réwnowagi wygiecie jest linig plaska (moment skrecajacy
od sil bezwladnosci nie istnieje) i pozostaje w plaszczyznie wirujacej wzgledem osi
z—6w ze stala predkoscig katowa p bedaca predkoscia precesji. Predkosé precesji
p jest zarazem czestodcia drgan gietnych walu, swobodnych.

Jezeli kierunek wirowania ugietej osi walu jest zgodny z kierunkiem obrotu
watu to drgania takie bedziemy nazywali drganiami gietnymi wspolbieznymi. Jezeli
natomiast nie bedzie zgodnosci kierunkéw obrotéw, drganiami gietnymi przeciw-
bieznymi. .

W szczegolnym przypadku gdy predkosé katowa walu w jest zgodnie skierowan
z predkoscia precesji p i jej réwna, ruch drgajacy walu staje sie aperiodyczny i
ugiecie walu rosnie. Dla ruchu ustalonego ( w = const) wzrost ugie¢ nie wynika z
réwnaii.

Dysypacja energii, ktérg w pracy pomirnieto, przy "obrotach krytycznych”
wgr = p jest bardzo mala, wzrasta natomiast nieco gdy iloraz w/p maleje.
Silniejszy wzrost dysypacji wystepuje przy drganiach przeciwbieznych gdyz na
skutek tego, ze ruch obrotowy ugietej osi walu odbywa si¢ w przeciwna strone
niz jego obrét, wzajemne przemieszczanie si¢ czastek walu jest znaczmie inten-
sywniejsze niz przy drganiach wspélbieznych. Jest to powéd dla ktérego drgania
gietne przeciwbiezne bez udzialu powstrzymujacych ten rodzaj ruchu, okresowych
sil zewnetrznych nie zachodza.

Réwnania czastkowe (1.1) redukuja si¢ zatem po rozdzieleniu zmiennych do
jednego zwyczajnego:

-

(@) - Z-{Fof(a) - Jof"(2)1 5 22) +
EJ p

+ Tlmif @)6(z = @) = (5 F o) @db(z ~al} = 0, (12)

gdzie znaki minus odnosza sie do drgann wspdlbieznych, natomiast plus do drgan
przeciwbieznych (w/p > 0).
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Stosujac przeksztalcenie Laplace’a w dziedzinie zmiennej zespolonej mamy da-
lej:
1(9) = 10) = 70 = 510 - 1) - L {For(s) - J1722)-
{5£(s) = £(0) = F(O)+ Ll f (@) ~ (Ji F Joi ) (@i)sle™*} = 0.

W dziedzinie zmiennej zespolonej funkcja ugiecia ma zatem postac:

f(s) = 8(s® + 2a)£(0) + (s + 2a)f'(0) + sf"(0) + f///(o)
B 84 + 2as% — B2
B2 ;[f(al - Bi?(1F 7.;’)f’(a|)3]A|.[e—an

84 + 282 — 52

+

gdzie oznaczono:

=7 Jop?

2 —_——_—
m; Ji Joi
A" - y l. = b " = .
Fpl B m;l? 7 Ji
Uwzgledniajac transformaty:
—83_ o——0 ;(C%hc:r. + D?cos Dz) = 5(a; B; 2)
84+2(18—ﬂ2 2\/m v L)y
82 1 . .
TT2ar F "° 57 (CehCa + DiinDa) = T(ai i), -
e (aCecosDe) = Oy
T+ 205 — 2 Ny z~cosDz) = U(a; B;2),
.1 ’ 1 1 . .
Ty *——0 WP A 5 ( —shCz — D st:c) = V(a; B; z),

gdzie:

C=y\-a+/a?+ 2 oraz D=1/a++/a?+p?

po przejiciu do dziedziny zmiennej rzeczywistej, mamy:

f(a3 B;2) = K:[S(0s 5;.2) + 200(e; B;2)] + KolF (03 3 2) + 20V (a; ; 2)] +
+K3(7(a;ﬂ;z) + K4V(a;ﬂ;z) + E[G(a;ﬂ;a;)f/(a;ﬂ;z —-a;)+

— H(ai 5 0)0 (a3 32 ~ a3)], (1.4)
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- gdzie dla ujemnych argumentéw funkcje s gaszone.
Stale calkowania oznaczono:
K = f(o)a Ky = f’(O), K3 = f”(O), Ky = fm(o),

poza tym oznaczono: ‘

G(a; B; 6;) B2 Ail f(a; B ay),

w
H(a;B;a;) = P*ABPOF ‘7&;)}"(&;;3;0;)‘

Korzystajac z funkeji (1.4) dla wielkosci G(e; 8;a;) oraz H(a; 8;a;) mozemy
napisaé wzory rekurencyjne:

1~1
G(a; B;0:) = {3 [Gles B 0.)V (a3 B5.0: ~ 0,) ~ H(as 5a,) -

v=1
(e B 0 - a,)] + Ka[S(03 B.00) - 2aU (o5 8; 04)] + K [T(ex; B 04) +

+2af’(a;ﬂ;a.-)] + K3U(a; B;ai) + K4V(a;ﬂ;ae)}ﬂ2A.'l,
(1.5)
t—1
H(e; B;0) = {3 [G(038;0,)0(5 B; i - a,) = H(e;Ba,) -

v=1
-T(a; Bia; — ay)] + K, [2\/&_2——-1—_*._7 (C’sshCa; ~ D3sin Da.-) +
+2aT (a5 B; a.')] + K, [5"(a;ﬂ; a;) + 2a(7(a;ﬂ;a.-)] +

+K3[T(c; 8;0:) + KaU(os 85 0) } 5 A Bl (1 % ‘7&%),
gdzie dla 1 = 1 oczywiécie mamy:
G(a; f301) = { K1[5(0; B3a1) - 200(a3 8;.01)] + Ka [T(e3 501) +
+2aV(a; B; al)] + K3U(a; By a1) + K4V(0;ﬂ;al)}ﬂ2A11,
oraz

C3*hCa; — D?*sin Dal) + 2aT(d;ﬂ;a1)] +

. 1
H(a;ﬂ;al) = {Kl [N-'a—m—a—(
+K, [S(a;ﬂ;al) + 2af](a;ﬂ'; al)] + K3T(a;ﬂ;a1) +
KO0 30) J* B (L F 1),

przy czym: —7;(w/p) dla drgan wspéibieinych; +7%(w/p) dla drgai przeciw-
bieznych (zawsze (w/p) 2 0).
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Rozpatrzmy najczesciej spotykany przypadek, a mianowicie swobodne podpar-
cie Koncéw watu, dla ktorego stale wynosza;

Ky = K3 =¢,

gdyz:
£(0) = f'(0) = 0.

Rozwiazujac uklad réwnan (1.5) dwukrotnie przy K; = 1; K4 = O oraz Ky = 0;
K4 = 1 przedstawimy jego pierwiastki w postaci:

G(a; B;a;) = K2G™(a; B ai) + K4G™ (a; 85 a),

oraz

H(a;B;a;) = K:H"(a; 85 ai) + K4 H™ (a; 5; ai)
Podstawiajac powyzsze wyrazenia do funkcji (1.4), mozemy ja zapisal w po-
staci:

flesB52) = K:{T(a;ﬂ;z) +2aV(a; 8;3) + (G (5 8;0:)V(a; 85 7 — a;) +
~H*(;8; a)0(a; B; 3 — a.-)]} + :;4{V(a;ﬂ;:c) + Z[G"(a;ﬂ;a{) . (1.6)
V(aiBiz - ai) = B (i B500)0 (05 857 - &)}

Z warunkéw swobodnego podparcia prawego konca walu, a zatem f(I) =
f’(1) = 0, otrzymuje sie uklad dwéch liniowych jednorodnych réwnan wzgledem
stalych calkowania K, i K,:

flas B1) = Ko{T(a; 5:1) + 20V (e 5:1) + Z G’"(a,ﬁ,a.)V(a,ﬁ [ - a;)+
—H*(0; ;)0 (5. 8;1 = a)]} + Ka{V(a: 8;1) + 2I6™ (e Biai).
V(e 850~ ai) = H** (o B;0,)0 (e 851 - @)} } = 0
oraz
a: B;a;) {2\/—_ﬂ7(038h01 — D3sin Dl) + QQT(a;ﬁ; H+
+2_[G" (o B )T (e 51 — @) = H" (i B a0) S(ex; B51 - ai)]} +
+K4{T(a;ﬂ;l_) + 3 1G™ (e By 0i)T (e 851 — ) +

-H"(é;ﬂ; ae).‘;'(a;ﬂ;l' - a,-)]} = 0.
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Przyréwnujac do zera wyznacznik charakterystyczny po:vyiszego ukiadu otrzy-
muje sie, dla danego stosunku w/p. nastepujace réwnanie czestosci drgain
gietnych:

{T(es B1) + 20V (3 831) + 316" (a3 B )V (i B3 - @) +

—H"(a; B;0)0 (e 551 - a)]} {Te; B3 1) + TG (e B ai) T Bl — @) +

—H"(a;ﬂ;-a;)g(a;ﬂ;l - a,-)]} - {2\/(11——,_7+_ﬂ2(035h01 — D3sin DI) + (1.7

+2aT (o B51) + DIG" (a5 B3 0T (o 51— ai) = H*(a3 B ) (s B5i - ai)] }
{V (80 + YIG™ (o B ai)V (o3 831 - @) +

—H*(a;8;0:)0 (a; 831 - a;)]} =0.

W przypadku podparcia koricow walu na podporach niepodatnych, ktére przy
obrocie korpuséw lozysk stawiaja staly opér (spowodowany tarciem suchym lub
pélplynnym} dla z = 0 mamy:

f(0)=10
oraz
EJf"(0) = M4 = const.

stad stale calkowania: K; =0 oraz K3 = M4/E/J.
Dla pozostalych stalych, t.zn. K, oraz K4, mamy analogiczne warunki dla
z=1I
f)y=40,
—EJf"(l) = Mp = const.
Zauwazmy jeszcze, ze dla sprezystego podparcia lewego korica walu dla z = 0,
jest (bez dysypacji energii):
Crf(0) = —EJ f"(0),
gdzie Cj, sztywnoéc¢ ugiecia lewej podpory, oraz
C1f'(0) = EJ f*(0),

gdzie Cf sztywnos¢ obrotu lewej podpory. .
Zaleznosci miedzy stalymi calkowania, dla podparcia sprezystego lewego korica
walu, zatem wynosza:
CL K] = "'EJK4)
CiKk, = EJKj;,
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stad K3 = (C}/EJ)K; oraz Kq=(CL/EJ)K;.

Powyzsze zalezno$ci dotycza podpér izotropowych bez wzajemnego sprzgzenia
sprezystego.

Powracajac do najczesciej wystepujacego przypadku swobodnego podparcia
koficéw walu, przedstawmy algorytm obliczeii numerycznych wartosci wlasnych
1/B - réwnania czestosci oraz czestosci drgaid p.

Przeksztalcajac rownania:

J
a = PP(¥2),

2EJ
p*F§
2. _ 4
o= B
zapiszemy je w postaci:
w w F'/; .
v - Y/ ZF 1.8
2 - s/ (1.8)
2
o = Jﬂ FFaF. (1.9)

Zalézmy parametry A;, B;, a;, 7, l, poza tym stosunek masy jednostkowej
walu do jego sztywnosci zginania Fp/EJ oraz promien bezwladnosci przekroju
poprzecznego walu y/J/F, a nadto predkosé¢ katowa w z jaka wiruje wal.

Z réwnania (1.8) wyrazajac iloraz w/p przez B, a nasts;pme Za pomocy zwiazku
(1.9) wyrugowujac a z funkcji S(a B; a;), T(a; 8;a5), U(a; B;ai), V(a 0;a;) oraz z
wyrazefi G*(a; B; a;), G**(a; B;ai), H*(a;B;a;) i H**(a;B;a;), otrzymujemy row-
nanie czestoéci drgad (1.7), ktére rozwiazujemy wzgledem wartosci wlasnych /B
przyblizona metoda numeryczng. Powyisze czynnosci, lacznie z numerycznym
wyrugowaniem a, programujemy na komputer dla wybieranych przez niego, np.
metoda polowienia, wielkosci 3.

Cze.tosci drgaii p wylicza sie potem ze zwiazku:

_ (WB?
i Fp.'
Pr:zyklad

Wyznaczy¢ czestosci drgan gietnych p walu wirujacego z predkoscia katowa
w = 260 [rs~). Rozpatrywany wal jednoprzeslowy o stalej sztywnosci jest podparty
swobodnie w koricach na niepodatnych podporach oraz posiada pigé _)ednakowych
. cienkich tarcz rozlozonych symetrycznie wzdluz jego dlugosci.

Odleglosci tarcz od lewego kofica walu wynosza:

‘ay = 0.3, a; = 0.4/, az = 0.5/,
‘aq = 0.6, as = 0.71.
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Parametry A;, B; oraz +; s3 dla wszystkich tarcz stale i wynosza:

m; Ji
i= =02, Bi=—73=01,
A Fol 0.2 mel? 0.1
7.'=JT?=2, t=1+5.
Pozostale parametry wynosza:

_ Fp _ 4[5
I=15[m], 55 =29347-10 [57]
J_ [ 2
F=1265-10 [m?].

Wyniki liczbowe przeliczone na komputerze osobistym wedlug programu
uloZonego zgodnie z powyzej podanym algorytmem zebrano w tabeli 1.
Tabela 1
[+ [ 1 2 | 3 | 4 [ 5 | 6 ]
Iv/B; |2.6268 | 4.8966 | 5.8782 | 6.5031 | 7.0194 | 7.3518
pi [1s71] | 179.02 | 622.04 | 896.46 | 1097.19 | 1278.32 | 1402.24

Wartosci wlasne I/ jak i czestosci drgan gietnych p — do szdéstej harmonicznej
wlacznie, przeliczono dla drgari wspélbieznych.

Z obliczen niezamieszczonych w pracy wynika, ze wplyw momentéw giro-
skopowych dzialajacych bezposrednio na wal ma praktyczne znaczenie jedynie
przy znacznych predkosciach katowych, w > 3000 [rs~1]. Zatem dla "normal-
nych” predkosci katowych mozna zakladaé, ze a = 0, wtedy funkcje S, T, U,V
upraszczaja, sie do funkcji podobnych do funkcji Krylowa:

S(B;z) = -;—(cha:\/ﬁ+ cosz\/ﬁ),
T(B;z) = —g(shz\/ﬁ+ sin z1/8),
U(B;z) = 2—1ﬂ-'(chz\/ﬁ¥ cos zv/B),

V(B;z) = g(shz\/ﬂ-— sin z\/B),
i program obliczeri na komputer znacznie sig skraca.

‘W celu ulatwienia analizy rozpatrywanych drgad sporzadzony zostanie wykres
wartosci wlasnych I/ w funkcji ilorazu w/p.

Algorytm obliczed wygladaé bedzie teraz nastepujaco: zaklada sie stala war-
toé¢ ilorazu w/p, oblicza funkcje S(B;qa;), T(B;a;), U(B;a;), V(B;a:), G*(B; a:),



590 ST.WISNIEWSKI

G**(8; a;), H*(8;a;) oraz H**(08;a;) dla przewidywanego /B i wstawia si¢ warto-
$ci obliczonych funkcji w réwnanie czestosci drgait (1.7).

Poszukiwanie wartoéci wlasnej [\/f programuje si¢ na komputer metoda
przyblizona, np. przeszukiwania i polowienia.

Obliczenia numeryczne; zebrane w tabeli 2 i przedstawione na rys.5 przepro-
wadzono takze na komputerze osobistym dla rodziny waléw z piecioma jednako-
wymi tarczami rozmieszczonymi symetrycznie, przy czym podobnie jak poprzednio
przyjeto:

Przy czym:

a; = 0.3, a; =041, az = 0.5/, - a4 =0.6l, as = 0.71.

Tabela 2 '
[ 2] 0 Jo2 ] o4 ] 06 [ 08 [ 1.0 |

1V | 2382 | 2413 | 2.446 | 2.479 | 2514 | 2.548

1B, | 3.958 | 4:293 | 4:830 | 5.045 | 8.050 | 9.073

IV | 4980 | 5:496 | 6.659 | 11.450 | 12,527 | 12.656

I/B; | 5.600 | §:311 | 8.001 | 13.370 * *

I\/Bs | 6.191 7.000 | 9.051 | 15.220 * *

IVBs | 6553 | 1439 | 9739 | 17003 |+ 3

Miejsca w tabeli, w ktérych nie udalo sie na komputerze uzyskaé sensownych
wynikéw zaznaczono gwiazdkami.
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Liczby umieszczone w tabeli "u géry” odnosza sie do drgaii wspélbieznych, ”
dolu” do przeciwbieznych.

Z wynikéow zebranych w tabeli widac, ze przy wzroscie predkosci katowej,
czestoSci (wartoSci wlasne) drgaii gietnych wspélbieznych rosna, natomiast przy
drganiach przeciwbieznych maleja.

Jest to konsekwencja dzialania momentéw giroskopowych. Jak wiadomo przy
drganiach wspdlbieznych momenty giroskopowe "usztywniaja” wal - (przeciwdzia-
laja ugieciom), a zatem wal drga z wigksza czestoscia. Przy drganiach przeciw-
bieznych zachodzi zjawisko przeciwne. W obu natomiast przypadkach skalary
momentéw giroskopowych rosna ze wzrostem predkosci katowej.?

Mia;

L owl JEVYT )
bR X /|
/\74

R0

1/:/

R B
!?AL{E]——T‘Z
——drgw.ma—f—1 |—+ drgania

[pna‘/ubuzne ‘ uspoléxeznel |

| 08; g6 04, Q2; O; 02; a4 as; 08; |

\

Rys. 5.

Na rys.5 oprécz funkeji /B = f(w/p) przedstawiono takie funkcje (1.8)

zapisana w postaci:
_ { 4 Usz
Wh= E VEr

dla parametréw [ = 1.5 [m)], 55 = 2.9347 10~* [s?/m*] oraz predkosci katowych
w = 260 [rs~1] i 100 [rs~1].

Przecigcia wykreséw obu rodzin funkcji pozwalaja analizowaé wplyw prédkoéci
katowych w na wartoéci wlasne I\/f réznych rzedéw, a tym samym wplyw mo-
mentéw giroskopowych na drgania wspél- i przeciwbiezne.

2W tabeli 2 w miejscach zaznaczonych gwiazdkami uzyskano wartosci wlasne niepot-
wierdzajace powyisze) zasady, a nawet przeciwnie, momenty giroskopowe przy precesji
wspolbieznej jak gdyby "zmigkczaly” wal. Potwierdzenia powyzszego zjawiska w literatu-
rze [6,7] autor nie znaf'az
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2. Drgania gietne wymuszone

Zakladajac wymuszenie w postaci sil poprzecznych skupionych P;(t) przyio-
zonych w punktach odleglych od lewej podpory o b; oraz obciazenia ciagtego ¢{z; ),
réownania rézniczkowe drgad wymuszonych mozna przedstawi¢ w postaci (przy
pominieciu dysypacji energil oraz momentéw giroskopowych dzialajacych bezpo-
érednio na wal):

EJy™ (zit) + Fpi(xit) + 3 {mai(ai )6(z - a1) + (2.1)
e + o s — a)} = 3 Pu(D)6(z - b) + g(x;1),
EJ2" (2;1) + Fpi(zit) + ) {m;i(a;;_t)&(iz —a)+ (2.2)
(Vi (aist) - Joiwﬂl(aﬁt)]&;(z -a)} = 2 Pa(bz = b) + a(zi).

Calek szczegdlnych powyzszego ukladu szukaé bedziemy w postaci:

W@t = 3 @)
ne (2.3)
2(z;t) = ifﬂ(:r)h,,(t),

n

It
—

gdzie f.(z) jest funkcja wlasna spelniajaca rownanie rézniczkowe zwyczajne (1.1)
rozpisane dla n—tej czestosci i ma postac:

fa(z) = T(Baiz) + ZG'(ﬁn; a;)V(Bn;z - a;) — ZH‘(ﬂn;ae)U(ﬂn;z - a;)+

+K,4 [V(ﬂn;z) + ZG.-(ﬂn;ai)V(ﬂn;I - a;) =Y H™(Br;a)U(Bn; z — a-‘)}7
przy czym stala Ky wyraza sie wzorem:
~T(Bail) = T [G™(Bni a))V (Buil = a5) ~ H*(B; a)U (Bnil — )]

1

K4 - ’
V(Bail) + T |G (Bni i)V (Bail = a:) = H**(B; a)U (Bi | — 0s)]

Podstawiajac szeregi (2.3) w réwnanie (2.1) przy wykorzystaniu réwnania (1.1),
rozpisanego dla n-tej czestosci, mamy:

S {[5060) + B2 (8)] [Fosua) + T mifu(ar)i(e - 0 +

n=1
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= 3 Jifa(abr(z = )] + [ = hnlt) £ puga(t)]w- (2.4)
Z Joifo(ai)bi(z — a.-)} = Z Py (t)b(z — b;) + gz 0).

Ortogonalizujac réwnanie (2.4) z funkcja fi{z) na calej dlugosci walu. mamy:
o !
S {[5at) + B20u®)] [Fo [ @) fitardz + 3 mfaas)
n=1 0 t
i i
[ @80z = 0z = T Jifile) [ o)z - adde] + (25)
0 s 0
- [iln(t) ¥ Pngn(t)}w EJO(f;(.“i)j fe(2)br(z - ﬂé)dﬂf} =
{ 0I
= 3 Py() / ful2)6(z — bi)dz + / fu(2)ay(z;)dz.
t 0 0
Uwzgledniajac, ze calki:
{
[ 1@tz - addz = fu(as),
ol
/fk(r)él(f - a)dz = - fi(ai),
[} B

réwnanie (2.5) przybiera postaé:

o8 {
3 {[5a0) + PRon(®)] [Fo [ fu(2Vful@)dz + 3 mfuloidfula) +
) ' '

n=l

+ 30 Jifa(@) fi(a)] + [hn() F Paga(t)]w T Juifalai) filad)} = (B6)

]
= }_:Piv(t)fk(bi) +/fk(z)q,,(a:;t)dz. :
i 3.

Postepujac analogicznie z réwnaniem (2.2), otrzymujemy:

o0 i
S { [fnt®) + 2t (0)] [Fo [ (@) u(a)ds + T mifulon)fu(a) +
n=l1 0 '
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+ 2 5@ fi(ai)] = [ga(t) £ patn(®]w T Joifa(e)fi(@)} = (27)

H
= T Pa0fb) + [ fel@)au(zithie.
i 0

- Réwnania (2.6) i (2.7) dla n # k tworzg nieskoniczony uklad réwnan
rézniczkowych jednorodnych spelnionych jak latwo zauwazy¢ przez rozwiazania
drgati wlasnych. Natomiast dla n = k uklad réwnan (2.6) i (2.7) jest niejedno-
rodny i mozna zapisal go w postaci: .

a(t) + PP F ek;‘%)gk(o + h(t)esw = Fa(t) =

TP (0)fu(b) + g‘fku)q,(z; 1)ds

= , (2.8)
Fpg’fz(z)dz + Dmifi(a) + B IP()

—ge(Derw + hi(t) + P2 F ek-‘i)hk(t) = Fa(t)=

E Piz () fi(bi) + f fi(z)ge(z;t)dz

Fp f fi(z)dz + z m f}(ai) + = J.f,?(a.)

gdzie:

T Joi f2(ai)
i , (0<er < 1)

& =

Fp({lf,f(z)dz + Z': m; f2(e;) + Z‘: Ji P (a;)

W rezultacie, zgodnie z wlasno$ciami réwnan rdézniczkowych liniowych, poszu-
kiwane rozwiazanie jest calka ogélna réwnan jednorodnych opisujacych drgania
swobodne:

y(d‘; ) = z Ja(z)An cos(pat + ¢n),
n=1

(5it) = 3 fu(e)Ansin(pat + o),

n=1
oraz suma iloczynéw funkcji wlasnych fi(z) przez calki szczegdlne ukladu réwnan

(2.8) rozciagnieta na nieskoriczony zbiér liczb naturalnych & - zgodnie z zalozonymi
szeregami (2.3).
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W daiszych rozwazaniach bedziemy poszukiwali calek szczegdlnych ukladuirdw-
nan (2.8) opisujacych drgania wymuszone.

Przechodzac, przy jednorodnych warunkach poczatkowych, z ukladem réwnan
(2.8) do dziedziny zmiennej zespolonej mamy:

(32 + A)gi(3) + exwshi(s) = Fyi(s),
(2.9)

—erwsgi(8) + (82 + A)hi(s) = Fux(s),

gdzie A = p? F exwpk, znak + odnosi si¢ do drgan przeciwbieinych. Stad
rozwiazujac uklad réwnan (2.9) mamy:

#+4A
84 + 3%2(24 + cfw?) + A2
ErWs
s+ 52(24 + efw?) + A2’
ckws
84+ 52(2A + elw?) + A2
s24+ A
+ s2(24 + €w?) + A7

F,,k(s) +
- sz(s)

Fyi(s)

gx(s)

(2:10)

hi(s)

]

+

+ sz(s)s4

Po rozlozeniu obu funkcji wymiernych na ulamki proste mamy:

24+ A _ i )
s+ 824 + ew?) + A2 T dpi(1 F 0.5, %)

1 1 1
- —— >
[s+tpk s—ipe  s+ip(1Fexs) 8- ip(l ¥sk—)]

Erws _ *1
s+ 83 (2A+ eqwd) + A7 dpe(1F 056k %)
.[_ 11 + 1 ]
s+ipe s—ipe  s+ipe(1 F &kpr ) s—cpk(lr{:ek ~)

Przechodzac do dziedziny oryginalu otrzymujemy dla pierwszej funkeji:

2+ A . . i
st + 82(24 + eiw?) + A? ~4pk(1 F 0.5¢, )
.[e—ipg! —eimt 4 e-irn(1¥¢u et _ eim(ln. f;!]'

Wykorzystujac tozsamosé Eulera mamy:

2+ A 1 w
@ ——~ 0 ————————[sin pit + si 1 F 0.5ex—)t|,
ST AT T A2 ) o PACETTEY [smpk +sinpi(1F Ekpk)]
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lub w postaci iloczynowe;j:

$+A S S
3t + 5324 + e}w?) + A? Pe(1 ¥ 0.5¢x:%)

-sinpe(1 F 0.5ekf—)t -c0s 0.5¢k -“—)-t.
Pk Pk

Przechodzac do dziedziny oryginalu otrzymujemy dla drugiej funkcji:

Epws . ——o *1
84 + 32(24 + €iw?) + A? 2pk(1 F 0.5¢x )

w
[—- cospit + cos p(1 F 6k—)t] ,
br

lub w postaci iloczynowej:

EWws . ——o 1 )
34 4+ 52(24 + dw?) + A2 pr(1 ¥ 0.5ex.%)

-sin pr(1 F 0.5¢4 E-)t - sin 0.5¢; 2.
Pk Pk

Ostatecznie zgodnie z réwnaniami (2.10) drgania wymuszone przy jednorod-
nych warunkach poczatkowych, wyraiaja sie nastepujacymi splotami funkcji:

=3 B[, “yi-r
Weit) = Y o o eeE) / sin i [(1 7 0,56, )(t = 7)] -
. ka(r)cos[O.S.sk—(t—r)]— ,k(r)sxn[0.5ek-—(t—r)] dr,
{ Pk Pk } (2.11)

. > Si(z)
z(z;t) = kz_:l m/smm (1F0 Sek—)(t - ‘r)]

-{ka(r) sin[0.5ek;:(t ~ 7)) = Fa(r) cos[0.5€kz—);(t - T)]}dr.

Przy wyrazach z dwoma znakami, znak minus odnosi si¢ do drgafi wspdlbiez-
nych, plus natomiast do przeciwbieznych.

Przy drganiach przeciwbieznych czgstosci drgaf p; sa czestoSciami drgafd swo-
bodnych przeciwbieinych, czego we wzorach (2.11) nie wyrézniono z braku ozna-
czen,

Ze wzoréw (2.11) wynika, Ze przy udziale sil poprzecznych zginajacych wal
(moga to by sily ciezkosci dla walu o osi poziomej) pojawiaja si¢ nowe predkosci
krytyczne wi,k = pi/(0.5¢x) Jednak sa one tak duze, ze przekraczaja na ogdl
stosowane predkosci ka,towe walow.3

3Predkoéé krytyczna drugiego rodzaju jak widaé zalezy od masy walu oraz mas tarcz
kolowych czego w pracach przegladowych f6 7] nie stwierdza sie.
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Pawracajac do wyraZenia ¢, przedstawionego wzorem (2.8), w tabeli 3 zamie-
szczono wartosci funkeji wlasnych f,(z) oraz ich pochodnych f/(z)-w-jedenastu
punktach z;/l réwnomiernie rozlozonych wzdluz walu, dla szeéciu pierwszych har-
monicznych — przy drganiach wspdlbieznych. Oczywiscie, ze ) = 23, a; = z4,
a3 = s, G4 = Tg OTaZ a5 = Ty. Do okreslenia funkcji wlasnych fn(z), zamieszczono
w tabeli 3 wartosci stalych K. Obliczenia przeprowadzono dla walu rozpatrywa-
nego w-przykladzie. przy pominigciu momentéw giroskopowych pochadzacych:od
samego walu (o = 0).

Ze wzgledu na zaleZnosci:

fa(zi) = (=)™ fulz0),
fa(ze) = (=1)" fr(=i),

gdzie k= 10~ 2, w tabeli 3 podano wielkosci tylko dla i =1 +5.

(2.12)

3. Drgania wlasne walu dwuprzeslowego

Rozpatrzmy drgania wlasne walu dwuprzestowego przedstawionego na rys.6,
przy pominieciu momentéw giroskopowych pochodzacych od samego walu (a = @).

Dla lewego przesta mozemy napisa¢ (warunki swobodnego podparcia na lewej
podporze sa spelnione):

fu(z) = K2{T(B;2) + I [GL(Bia)V (Bsz — i) - Hi(B:a)U(Bsz - a)| }+

+E{V(Biz)+ 3 [GE (Bia)V (B; = - @) - H'(B0)U(Biz ~ o) }.

Dla prawego przesta natomiast (warunki swobodnego podparcia na prawej pod-
porze sa spelnione): ’

fe(a:) = K3{T(¥B;21) + T [GR(98; @)V (¥ 21 — &)+

- Hp(46;a)U (9821 = &)] } + Ki{V(0B;21) +
+3 [GF @B )V (¥B; 01 - &) - H ($8; @)U (98321 —a)] },

_ . (Fip _ /Fnh
ﬂ—p EI’ ¢_p F]J]].

gdzie ozna:z.no:
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< Do okreslenia wielkosci:

G1(6;ai), G (8; ai), Hi(8;ai), Hi*(5; a)),
Gp(¥B; @), Gy (¥B; &), Hp(¥p; a;), Hp'(¥8; a;),

nalezy zastosowal uklad réwpan (1.5) przy zaloZeniu, ze oo = 0 oraz po odpowie-
dnich zmianach oznaczen.
Z warunkéw swobodnego podparcia na $§rodkowej podporze:

L fu(ln) =0,

2. fe(l) =0,

3. frlln) = fellr),

4. EJifi(l1) = EJnfp(ln),

otrzymuje si¢ uklad rownai jednorodnych liniowych wzgledem stalych calkowania
K,, K3, K4 oraz K3.

{r i r

Rys. 6.

Z warunku nietrywialnoéci rozwiazari powyzszego ukladu réwnad, przy jed-
noczesnym spelnieniu réwnan (1.5) dla lewego i prawego przesla, otrzymuje sie
réwnanie czestosci drgan gietnych walu przedstawionego na rys.6.

4: Drgania wlasne walu podpartego w lozyskach o wlasnosciach
ortotropowych

Dla walu jednoprzeslowego podpartego na swych kosicach w lozyskach ortotro-
powych drgai wlasnych bedziemy poszukiwali w postaci:

y(z;t) = f(z)cospt,
z(z;t) = g(z)sin pt,
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gdzie funkcja f(z) opisuje postacie drgai w plaszczyZnie zy natomiast g(z) w
plaszczyinie zz.

Po rozdzieleniu zmiennych uklad réwnas czastkowych (1.1) sprowadza sie do
ukladu réwnarn rézniczkowych zwyczajnych, ktéry symbolicznie mozna przedstawic
W postaci:

af(l') - bg(l‘) =0, (4.1)

bf(z) - ag(z) = 0,
gdzie wspSlczynniki a i b s3 wyrazeniami z opératorami réZniczkowymi
PW) = g¥/dz":
(0 _ P © _ Jpp@
¢« = P —E—J‘{FpP — JpP® 4
- Z [m.'Pz(g]a',ﬁ(I —a)+ J.‘P,(,;)aiéj(a: - a.-)] },

_ P ;¥ p@) Y p() )
b = H[m;pp +'Z2J.;Px=a'.61(z—a.)].

Z ukladu réwnai (4.1) mamy wiec:

(- )f(z) = 0,
(a? - 2)g(z)

*

zatem w plaszczyZnie zy wal drga wedlug réwnania rézniczkowego

(a — b)f(z) = 0 - przy drganiach wlasnych wspélbieznych, (wp > 0),
tub wedlug réwnania

(e +b)f(z) =0 - przy drganiach wlasnych przeciwbieznych, (wp < 0).

Podobnie mamy w plaszczyinie zz

(a — b)g(z) = 0 - przy drganiach wlasnych wspélbieznych,

(a 4 b)g(z) = 0 - przy drganiach wlasnych przeciwbieinych.

Poniewaz wal nie moze jednoczesnie drgaé wspdl- i przeciwbieznie, wiec réwna-
nia rézniczkowe opisujace drgania w plaszczyznie zy oraz £z musza mie¢ identyczna
postac,

Calki tych réwnaf, a zatem f(z) oraz g(z) moga mieé¢ jednak nieco rézna
postaé gdy warunki brzegowe w obu plaszczyznach sa rézne. W konsekwencji dla
walu wirujacego ze stala predkoscia katowa w, podpartego na swych koncach w
lozyskach o wlasnosciach ortotropowych wystepuje precesja eliptyczna, a spektra
czestosci drgan wlasnych dla obu plaszezyzn (zy oraz zz) sa réine, co naturalnie
nalezy mie¢ na uwadze przy wyznaczaniu drgan wymuszonych.
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5. Wpykresy postaci drgan wilasnych wspélbieznych

Wykresy postaci drgan wlasnych wspdélbieznych dla rozpatrywanego wyiej
przykladu liczbowego walu, wirujacego z predkoscia katowa w = 260 [rs™!] przed-
stawiono dla szeéciu pierwszych harmonicznych {rys.7 + 12). Wplyw momentéw
giroskopowych dzialajacych bezposrednio na wal pominieto (a = 0).

Bezwymiarowe wartosci funkeji wlasnych f,(a;)/l, w miejscach przylozenia
tarcz, oznaczono krétko przez f;.

Ze wzgledu na to, ze dla wyzszych harmonicznych wykresy stawalyby sie mniej
czytelne zastosowano zmienna skale w kierunku osi rzednych. W konsekwencji
styczne do wykreséw przy lewej podporze nie sa nachylone do osi odcietych pod
katem 45°.

h

Rys. 7. Pierwsza harmoniczna gn = 1); pp = 178.932; f; = 0.250368, f; = 0.289032,
; f f3 = 0.301863, f4 = 0.289032, f5s = 0.250368
[

oSy

Rys. 8. Druga harmoniczna (n = 2); ps = 622.092; f; = 0.166332, f3 = 0.106436,
f3 = ~0.000000, fy = —0.106436, f5 = —0.166332

I

005+

4\{]5 {

Rys. 9. Trzecia harmoniczna (n = 3); p3 = 896.652; f; = 0.094798, fa = —0.004252,
f3 = —0.056998, f4 = —0.004252, f5s = 0.094798
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ig ’\:/ y '5\ / ¢

Rys. 10. Czwarta harmoniczna (n = 4); ps = 1097.411; fi = 0.027047, f, = —0.057318,
4 f3 = 0.000000, f4 = 0.057318, fs = ~0.027047

NAVAVA
VERV.

Rys. 11. Piata harmoniczna (n = 5); ps = 1278.522; f1 = —0.000622, f; = ~0.003369,
f f3 = 0.082934, f4 = —0.003369, fs = —0.000622

Rys. 12. Szosta harmoniczna (

= 6); ps = 1402.389; f; = —0.041067, fo = 0.041160,
f3 = —0. 000 00, f4 =

0. 041160, f5 = 0.041067

Postacie drgari dla harmonicznych wyzszych od széstej maja zmieniony cha-
rakter (dla rozpatrywanego przykladu). I tak dla siédmej harmonicznej postaé
drgan ma jeden punkt wezlowy (jak przy » = 2). Dla harmonicznych od 8 do
16 rzedu po dwa punkty wezlowe przy czym czestosci drgan zmieniajg sie z duza
“gestoscia” (ps = 4499.37, pig = 4665.74 [rs71]). Przy przejéciu do postaci z
trzema wezlami, ktérych tez jest pewna ilo$¢ (zbadano do dwudziestej harmo-
nicznej) nastepuje wyraZniejszy wzrost czestoéci drgain, a nastepnie ponowne ich
zageszczenie (py7 = 4858.37, pyo = 4934.26 [rs™1]).

Zalezno$ci symetrii, wzér (2.12), zachodza zatem do szdstej harmonicznej
wlacznie, dla wyzszych harmonicznych natomiast bardzo wyraZnie zaznacza sie
wplyw oddzialywania tarcz na wal, a w szczegdlnoéci momentow giroskopowych.

Jako ilustracje podaje wykresy postaci drgan dla siddmej i 6smej harmonicznej
(rys.13 i 14).
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b

Rys. 13. Siédma harmoniczna (n = 7); pr = 3436.967; f; = 0.063914, f, = 0.037210,
f3 = 0.000000, f4 = —0.037209, fs == —0.063913

th

02 1

1 Vw3 75 fi

Rys. 14. Osma harmoniczna (n = 8); ps = 4499.371; f; = 0.002023, f» = —0.014215,
fz = —0.022766, f4 = —0.017913, f5 = —0.003321

6. Podsumowanie i wnioski

Powyisze rozwazania przeprowadzone zostaly przy zalozeniu, Ze rozpatrywany
wal (o stalej sztywnosci i podparty na koricach) jest wykonany z duza dokladmoscia
— co jest zwykle spelnione przy tego typu konstrukcjach (waly wielowirnikowe
pomp, turbin, przekladni transmisyjnych itp). Drugim zalozeniem jest pominigcie
dysypacji energii zaréwno w samym wale jak i jego konstrukcji wsporczej. Upro-
szczenie to moze mie¢ ujemny wpltyw na wyprowadzone wzory dla drgan wymu-
szonych przeciwbieznych. .

Przy bardziej dokladnej analizie moze zachodzi¢ réwniez, ze wzgledu na:prze-
noszenie sie drgani, koniecznosé uwzglednienia wzajemnego sprzezenia sprezystego
miedzy podporami lozysk. '

Na koniec nalezy jeszcze raz podkresli¢, ze uwzglednienie momentéw giro-
skopowych pochodzacych od samego walu moze mie¢ praktyczny wplyw przy
predkosciach katowych w > 3000. Dla "normalnych” predkosci katowych mozna
przyjmowaé a = 0, co upraszcza obliczenia.
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Summary

The paper presents the process of creation and solution of coupled differential equations
describing bending vibrations of the shaft with thin circular discs mounted centrically on

1t, rotating with a constant angular velocity.

The influence of shear strains on the equations is neglected, because of their relatinely
small value on a circular section of the shaft.

The influence of gyroscopic moment corresponding to the discs and the shaft is taken
into consideration; the discs are assumed to be rigid and discrete.

At the end of the paper the relations for bending vibrations forced by transverse
concentrated and uniformly distributed forces are defined.
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