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Politechnika Warszawska

W pracy przedstawiono analize wyboru modelu dynamicznego przekladni
zebatej. Rozwazono zagadnienia: mas walkéw napedowych rozlozonych w
sposob c1a,gly (z zastosowaniem modelowania ukladow dyskretno — ciaglych)
i sprzgzen pomigdzy stopniami przekladm Stwierdzono, ze w przypadku
duzych mas lub duzych sprzezen analizy obciazen w przekladm nie mozna
zrealizowaé za pomoca modelu przekladni izolowanej

1. Wstep

Przekladnie zebate sa jednym z najwazniejszych zespoléw wystepujacych w
ukladach napedowych — istotnym problemem jest ocena obciazen dynamicznych.
W obecnych metodach obliczen stosowano dla oceny przeciazenn dynamicznych z
przyczyn wewnetrznych modele przekladni izolowanej (przykladami sa model L.
Miillera [7,8]), w ktérym ruch obrotowy zostal zamieniony na ruch postepowy
oraz model przyjety w projekcie norm ISO/DIS 6336 cz. 41E 2 maja 1986 r. [4].
W wielu praktycznych przypadkach model przekladni izolowanej stanowi jednak
zbytnie uproszczenie i prowadzi do niedokladnych wynikéw — celem pracy jest
opracowanie, analiza i poréwnanie réznych modeli ukladéw z przekladnia zebata i
okreslenie warunkéw, w ktérych konieczne jest stosowanie bardziej rozbudowanego
modelu dynamicznego. Rozwazono dwa istotne problemy — wplyw mas rozlozonych
(walki ukladu napedowego) i sprzezeri miedzy stopniami przekladni.

2. Analiza wplywu mas rozlozonych

Rozwazono model ukladu z przekladnia jednostopniowa przedstawijony na
rys.]l zloZzony z walkéw napedowych, bryl sztywnych odpowiadajacym kolom



622 J.OsINSKI

zebatym przekladni i niewazkich elementéw: sprezystego i tlumiacego modeluja-
cego zazebienie. Utwierdzenia koricow walkow napedowych przyjeto w miejscach
polaczenia z elementami o bardzo duzych w stosunku do przekladni momentach
bezwladnosci (silnik, pojazd lub maszyna roboczz).

NV

Rys. 1. Dyskretno—ciagly model dynamiczny przekladni jednostopniowej

Rozwazono trzy mozliwosci modelowania ukladu: model przekladai izolowane]j
(tylko kola i zazebienie), model dyskretny (walki traktowane jako niewazkie ele-
menty sprezyste), nklad dyskretno—ciagly (walki traktowano jako uklady ciagle o
masach rozloZzonych o jednorodnym rozkladzie mas i sztywnoséci). Dla opisu modeli
zastosowano metody opracowane w pracach autora ([5,9] dla modeli dyskretnych,
[10] dla modeli dyskretno—ciaglych).

Rozwazono przyktad z danymi liczbowymi:

I; = 0.75[m], 7 =18,

d; = 0.0567[m], 27 = 48,

Ji = 0.0058[kgm?],

71 = 0.0507[m], M, = 2256[Nm],

l; = 1[m], (2.1)
dz = 0.0185[m],

Jo = 0.2228[kgm?],

79 = 0.1353[m],

k, g = 7.05 - 10°[N/M].

Dla analizy zagadnienia wlasnego liniowego ukladu dyskretno — ciaglego opra-
cowano program "CZEDS” korzystajac z pracy [11]. Dla modeli dyskretnych ko-
rzystano z wynikéw przedstawionych w pracach [5,9]. Otrzymane czestoéci wlasne
przedstawiono w tabl.l (dla ukladu dyskretno—ciaglego sa to cztery najnizsze
czgstosci —~ dalsze wyzsze odpowiadaja czestosciom wlasnym walkéw i nie maja
znaczenia dla obcigzen w przekladni).
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Tablica 1
Czestoic Model Model Model
przekladni | dyskretny | dyskretno-

{1/s] izolowanej -ciagly

wy - 1691 1679

wa - - 10006

w3 - - 12750

wy 19251 19682 19863

623

Na rys.2 przedstawiono postacie drgan wlasnych dla ukiadu dyskretno—ciagiego
(w drugiej i czwartej postaci pominieto wartosci maksymalne zbyt duze w przyjetej
skali, ktéra okreSlono ze wzgledu na przedstawienie istotnych dla tematu obciazen
w przekldani zebatej). Dla oceny obciazen w przekladni okresla sie przemieszczenie
wzgledne wzdluz linii przyporu:

Y =T + T22 (2.2)
i wspélezynnik nadwyzki dynamicznej z przyczyn wewnetrznych:

K, = m?x{ykp/Pst}’ (2.3)

gdzie P,; ~ sila nominalna (przy obciazeniu statycznym).

Na rys.2 liniami przerywanymi przedstawiono wzgledne przemieszczenia: kol
zebatych. Widoczne jest, ze przy pierwszej postaci drgan przemieszczenia
wzgledne sa, prawie réwne i przeciwnie skierowane — przemieszczenie y, a wiegc i
obciazenie wzdluz linii przyporu jest male. Druga postac¢ odpowiada postaci drgan
drugiego walka - przemieszczenia w przkladni sa bardzo male (calkowicie pomi-
jalne). Znaczne obciazenia w przekladni ze¢batej wystepuja natomiast przy pracy
w strefach czestosci w3 1 wy. Przyczyna pojawienia sie czestosci w3 znacznie nizszej
od czestosci przekladni traktowanej jako uklad izolowany jest uwzglednienie mas
rozlozonych walkéw napedowych - czesto$é taka nie wystepuje gdy masy walkéw
s3 bardzo male. Przykladowo jesli w danych (2.1) zmienimy wartosci:

11 = Ol[m],
d; = 0.0344[m],
I; = 0.2[m], (2.4)

dy = 0.0124[m],

to w modelach dyskretnych nie wystepuja zadne zmiany, za$ najniisze czestosci w
dkladzie dyskretno—ciaglym wynosza:

16941/s],

Wy

(2.5)

ws 19610[1/s],
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Rys. 2. Postacie drgar modelu dyskretno—ciaglego jednostopniowe) przekladni zebate)

{pozostale wyzsze nie maja znaczenia dla przekladni - odpowiadaja czestosciom
wlasnym walkéw napedowych). W przypadku odpowiadajacym danym (2.1)
dla okreslenia obciazern w przekladni zebatej konieczne jest zastosowanie modelu
dyskretno-ciaglego {inaczej czestos¢ w3 zostanie pominieta).

Uktad ten jest bardzo zlozony i jego efektywne rozwiazanie wymaga zastoso-
wania metody modelowania poprzez zapis we wspélrzednych guasi-normalnych
opracowanej w [10] na podstawie pracy [1]. Zgoduie z t3 metoda réwnania ruchu
opisujace uklad wg rys.1 (przy zapisie réwnai stosuje si¢ metode elementéw sko-
ficzoaych i réwnania Lagrange’a II - rodzaju) sa przeksztalcane poprzez zamiang
zmiennych:

P, 0
q:Yz:{ 0‘ Pz]z, (2.6)

gdzie: ¢ - wspolrzedne uogdlnione opisujace uklad, z - wspdlrzedne quasi-
normalne, Y — macierz przeksztalcenia, 0 ~ macierze zerowe, Py, P, — macierze
wspolczynnikéw postaci drgan czesci ciaglych (walkéw) traktowanych jako nie-
zalezne uklady. Wartosci elementéw macierzy Py, Py okreslono metoda elemen-
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- téw skonczonych. Iloé¢ postaci drgan przyjmowanych w macierzach Py, P; jest
okreslona zgodnie z warunkami dokladnosci okre§lonymi w pracy [10] ~ w danym
przykladzie konieczne jest uwzglednienie dwdch czestosci walka pierwszego i jednej
czestosci walka drugiego. Macierz przeksztalcenia ma postaé:

-17.42 506 0
Y=| 616 1117 o0 |. (2.7)
0 0 212

Po wykonaniu przeksztalcenia (2.5} otrzymano do rozwiazania uklad trzech
réwnafi o czestosciach wlasnych odpowiadajacych w;, wa, wgq wg. tablLl. W
ukladzie tym mozna przyja¢ dowolna zlozona (nieliniowa i zmienna w czasie)
funkcje opisujaca zazebienie.

Problemem podstawowym sa drgania parametryczne wywolane zmienna, sztyw-
noécia zazebienia (zmiang liczby par 2¢béw w przyporze). Najprostszym opisem
wzbudzenia parametrycznego jest przyjecie zaleznosci:

kp(t,y) = ky(1 — pcosvt). (2.8)

Mozna réwniez przyjaé wzbudzenie parametryczne z“uwzglednieniem oderwan
zebéw, luzéw miedzyzebnych lub wprowadzié funkcje opisujaca zazebienie wg.: mo-
delu L.Miillera. Model ten opracowany przez jego tworce dla przekladni izolowanej
zostal adaptowany dla ukladéw zlozonych w pracy autora i J.Dyka [2] zawierajacej
pelny opis wszystkich parametréw modelu. Opis wplywu parametréw uzebienia
jest w tym przypadku bardzo dokladny - uwzglednione sg odchylki wykonawcze (o
rozkladzie losowym lub zdeterminowanym), przedwczesne (nieprawidlowe) wejscie
zeba w przepdr, modyfikacja linii zeba. W czesciach ciaglych wprowadza sie row-
niez wlasnosci tlumiace, ktére moga by¢ okreslone analogicznie jak w systemach
MES - jako tlumienie proporcjonalne (macierz tlumienia jest suma macierzy: pro-
porcjonalnych do macierzy sztywnosci i bezwladnosci) lub jako tlumienie modalne
[6] (niezalezne przyjecie wspSlczynnikéw tlumienia dla kazdej postaci drgan). W
przykladzie numerycznym wykonanym w pracy przyjeto funkcje k, wg wzoru (8]
z danymi liczbowymi:

k = 7.05-10° [N/m],
(2.9)
p = 0.206,
oraz tlumienie:
¢p, = 14660 [Ns/m],
(2.10)

WM = 0.05,
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Rys. 3. Wykres rezonansowy modeiu dyskretno—ciaglego jednostopniowej przekiadni
zebatej

gdzie: WM - jest bezwymiarowym wspolczynnikiem tlumienia w obu walkach
napedowych. Otrzymany z obliczeri wykres rezonansowy przedstawione na rys.3.

Wspblrzedne ), @2 znaczne wzmocnienie rezenansowe osiagaja przy najniz-
szej czestodci, przy wyiszych wzmocnienia sa mniejsze, ale przemieszczenie y
najwieksze wzmocnienie osiaga przy czestoici najwyzszej (wynika to z postaci
drgaii — rys.2). Przy czestosciach rezonanséow pobocznych (v = w;/2) wyste-
puja nieznaczne wzmocnienia rezonansowe. Dla pracy przekladni niebezpieczna
jest wiec strefa czestosci w3 1 wy. Istotny wplyw na wystepujace wowczas obcia-
zenia ma przyjety poziom tlumienia, w czesciach ciaglyck. Na rys.4 przedstawiono
wykres rezonansowy w strefle w3, wq dla trzech roznych wartosci wspélczynnika
WM - widoczny jest wplyw tlumienia znacznie silniejszy dla w;.

Z przedstawionych obliczen widoczne jest wiec, ze w przypadku parametréw
ukladu wg. (2.1) dla oceny obciazeri w przekladni zebatej konieczne jest zastosowa-
nie modelu dykretno—ciaglego i uwzglednienie rozlozonej masy waltkéw napedowych
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Rys. 4. Wplyw tlumienia w czesci cigglej na 6bciqz'enie w przekladni .-

— inaczej zostanie pominieta strefa rezonansu dla czestosci w3 1 wplyw tlumienia
w waltkach napedowych.

W wielu zastosowaniach przekladni zebatych (np. w pojazdach) zakres pracy
wystepuje ponizej czestoici rezonansu dla przekladni izolowanej (w ten. spo-
séb przyjeto zakres pracy w nowym projekcie .norm ISO/DIS dla przekladni
w pojazdach samochodowych) - w tych przypadkach szczegélnie istotne jest
wystepowanie czestodci ws, ktéra powoduje znacznie obnizenie zakresu. niebez-
piecznych czestoici. W przykladzie wg. (2.1) w ocenie wg. modelu przekladni
izolowanej strefa niebezpieczna wystepuje przy obrotach wejéciowych:

n4 = 10500 [obr/min], (2.11)
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zaé w ocenie wg. modelu dyskretno—ciaglego réowniez przy:

ny = 6750 {obr/min]. (2.12)
Réznica jest bardzo znaczna - przyjecie wiec modelu przekladni izolowanej i w
konsekwencji pominiecie czestosci ws powoduje niewlasciwg ocene obciazen w
przekladni (na rys.3 przedstawiono wykres wspélczynnika K, okreslonego wg.
zaleznodci (2.3) w modelu dyskretno—ciaglym).

!
41 - ly . iy E
! " reom 20000| © 30000 Vlafs]
3000 10000 5000 nfrpm]

Rys. 5. Wykres obciazen w przekladni zebatej wg. modelu dyskretno—ciaglego z
dokladnym opisem sztywnoscl uzebienia

Na rys.5 przedstawiono wykres tego samego wspdlczynnika K, okreslonego
na podstawie modelu dyskretno—ciaglego z uwzglednieniem dokladniejszego opisu
sztywnosci uzebiest (wg. modelu L.Miillera). Przyjeto réwnomierny rozklad odchy-
lek wykonawczych o wielkosciach odpowiadajacych dziewiatej klasie dokladnosci
wykonania wg. DIN oraz wymuszenie zwiazane z przedwczesnym wejéciem zeba
w przypor. Wystepowanie przeciazein w strefach czestosci wlasnych w3z 1 wy jest
identyczne jak przy uproszczonym opisie zazebienia (wg. (2.8)) — przeciazenia sa,
znacznie wieksze (wynika to z uwzglednienia dodatkowych przyczyn wzbudzenia
wystepujacych w przekladni).

. f}7*f'
i . . o 7

==

Rys. 6. Przyklad zebnika (walka napedowego) o masie rozlozonej

Dla oceny praktycznego znaczenia otrzymanego wniosku nalezy stwierdzié, ze
badane w przykladzie pierwsze kolo zebate odpowiada typowej sytuacji zebnika
nacinanego wraz z walkim (przyklad przedstawiono na rys.6 — tak projekto-
wane s3 walki wejSciowe skrzynek przekladniowych (walki sprzeglowe pojazddw).
Wystepuje wiec wiele przypadkdw przekladni zebatych, w ktérych dla analizy
obciazen konieczne jest zastosowanie metody modelowania ukladéw dyskretno-

ciaglych.
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3. Analiza wplywu sprzezei pomiedzy stopniami przekladni
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Rys. 7. Model dynamiczny przekladni dwustopniowej

Rozwazono model przedstawiony na rys.7. Analize drgan prowadzono w
zaleznodci od sztywno$ci watka k3 (zmieniano diugoéé przy ustalonej érednicy),
pozostale dane byly ustalone — przyjeto wartoéci:

Iy =.0.1 [m], ds = 0.0124 [m], M, = 2256 [Nm],
dy = 0.0344 [m], ka4 = 7.05-10% [N/m] - (1 — 0.206 cos vt), (3.1)
ls = 0.2 [m], c2,4 = 14660 [Ns/m], ¢1=c¢3=c¢5=1[Ns/m].

Analize przeprowadzono dla réinych liczb zebéw (przekladnie przyspieszajace i
redukujace ~ wnioski jakoéciowe sa takie same, przedstawiono je na przykladzie
przekladni o liczbach zebéw:

4 A=n=23=24=32, (3.2)
promieniach zasadniczych:
71 =12 = r3 = rq4 = 0.0902 {m], (3.3)
i momentach bezwladnoéci: :
J1 = Ja = J3 = Jy = 0.0446 [kgm’]. (3.4)

Zgodnie z analiza przedstawiona w rozdz.1 uklad z danymi (3.1) —(3.4). mozna
opisaé modelem dyskretnym. Korzystajac z réwnan Lagrange’a II - rodzaje otrzy-
mano réwnania ruchu ukladu:

h¢ + a1y + eari(r1y + r2¢2) + kvoy + kary(ripr + rags) = M,
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Lga + cara(r1y + Ta2) — c3(P3 — P2) + kara(T1y + T202) — ka(w3 — 92) = 0,
I3z + c3(p3 — p2) + cara(rapa + 144) + ka(p3 — @) + kara(rapa + T4904) = 0,
Lipa + cqra(raa + Tapa) + csPq + kara(raps 4+ r4p04) + kspg = —10a M. (3.5)

Dla analizy modelu opracowano programy:
- SPEK dla obliczen postaci drgan ukladu o stalych sztywnosciach (przyjeto war-
tosci érednie funkcji £y 4),
~ DRP2 dla numerycznego rozwigzywania ukladu réwnai (3.5).
W przypadku malej sztywnosci k3 w ukladzie wystepuja dwie czestosci wysokie
odpowiadajace drganiom przekladni zebatych i dwie czestosci niskie przy ktérych
obciazenie przekladni jest minimalne.

Przykladowo dla:
k3 = 100 [Nm] (3.6)

otrzymane postaci (wartsci amplitud odpowiadajace czestoéciom drgaf wlasnych)
przedstawiono w tablicy 2.

Tablica 2

czestosé [ Fostaé drgan

[1/s] #1 P2 ®3 Pa
wi = 107 0.0071 | - 0.0072 | 0.7071 | - 0.7071

wy = 1057 }-0.7042 { 0.7080 | 0.0072 | - 0.0072
wa = 16542 | - 0.0071 | - 0.0070 | 0.7071 0.7071
wy = 16576 0.7080 0.7042 | 0.0071 0.0070

Czesto$ci w3 1 wy odpowiadaja bardzo dokladnie czestosci wlasnej przekladni
obliczonej z modelu izolowanego wynoszacej:

w; = 16542 [1/s]. (3.7)

W przy; adku sztywnosci k3 zblizonej do sztywnosci k6l zebatych (z uwzglednie-
niem przeliczenia czestosci skretnych i liniowych) otrzymtjemy inny obraz postaci
drgan — przykiadowo przedstawiono to dla wartosci:

k3 =1-10" [Nm] (3.8)
w tabl.3.
Tablica 3
[ czestosé Posta¢ drgan
[1/s] @1 ©2 ®3 P4

wy = 747 04937 | - 0.4998 | 0.5022 | - 0.5042
wy = 9971 0.6822 | - 0.1912 | - 0.1856 | 0.6790
wz = 16559 | - 0.5039 } - 0.4977 | 0.5002 | 0.4982
wg = 24976 | 0.1922 | 0.6807 | 0.6805| 0.1912
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Po rozwiazaniu numerycznym ukladu réwnad (3.5) dla kaidej pary zgbatej
okre§lano wartosci wspéirzednej wzdluz linii przyporu i wspélczynnika przeciazest
dynamicznych z przyczyn wewnetrznych analogicznie dla wzoréw (2.2) i (2.3).
Przy duzej sztywnosci k3 przemieszczenia obu par zebatych sa prawie takie same
— wyniki przedstawiono przykladowo dla pierwszej pary na rys.8 (wspélrzedna.y).

v, [10m)

[] 3 0 [ode daeca104)

Rys. 8. Wykres rezonansowy modelu przekladni dwustopniowe)

Dla poréwnania linia przerywana przedstawiono te sama wspélrzedna okreslona
z modelu przekladni izolowanej — réznice sy zasadnicze. Przy czestodci ws
odpowiadajacej modelowi przekladni izolowanej przemieszczenia w modelu przek-
tadni dwustopniowej sa bardzo male — wynika to ze sprzegniecia obu stopni przek-
ladni sztywnym walkiem uniemozliwiajacym niezalezne drgania obu stopni. W
tablicy postaci drgaii (tabl.3) wyraza sie to przeciwnymi znakami wspélrzednych
@2 i 3 przy czestosci ws — przemieszczenia w przekladniach wymagaja wiec znacz-
nego skrecenia walka k3. Odwrotna sytuacja wystepuje dla czestosci wp i wq przy
ktérych wystepuje znaczny wzrost przemieszczed w obu stopniach.

Na rys.9 przedstawiono wykres wspélczynnika K,; oraz wspdlczynnika Kps
okreslajacego przeciazenie walka poéredniego okre§lone zaleznoscia;

Ky = max ka(pz2 — ¢3)/ M, (3.9)

gdzie M, jest statycznym momentem obciazenia walka ks.
Widoczne jest, e przeciazenia sa bardzo znaczne — niebezpieczny jest ob-
szar wokol czestosci wy. Przy duzej sztywnosci walka poéredniego ks przekladnie
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Rys. 9. Wplyw spragzenia stopni przekiadni na obciazenie

zebate sa wiec narazone na znacznie wigksze obciazenia dynamiczne niz w przy-
padku malej sztywnoéci w dodatku wystepujace przy nizszych predkosciach obroto-
wych. Dla oceny znaczenia praktycznego otrzymanych wnioskéw rozwazono dwie
typowe sytuacje okreélone jako: skrzynki przekladniowe i reduktory wielostop-
niowe. W skrzynkach przekladniowych zawsze wystepuja odstepy pomiedzy kolami
zebatymi zwigzane z umieszczeniem urzadzer dla wlaczania biegéw (synchroniza-
toréw, sprzegiet zebatych) - obliczenia wykonane przez autora dla skrzynek biegow
ciagnikéw rolniczych "URSUS” wykazaly, ze odstepy te s3 dostatecznie duze, by
sztywnosé walka posredniego byla mniejsza od sztywnosci zazebien i sprzezenie
pomiedzy kolami nie mialo istotnego wplywu na obciazenie przekladni. Odmienna
sytuacja wystepuje w reduktorach wielostopniowych, gdzie kola zebate sa umie-
szczone tuz przy sobie (przykladowy fragment konstrukeji takiego reduktora przed-
stawiono na rys.10 - w tym przypadke nie mozna pominal sprzezen miedzy
poszczegblnymi stopniami majacymi zasadnicze zanaczenie dla oceny obciazenia
przekladni.

4. Whnioski

Przyjmowany powszechnie model przektadni izolowanej jest w wielu wypadkach
njewystarczajacy dla oceny obciazert dynamicznych w przekladni z¢batej. Model
ten nie moze by¢ stosowany w przypadkach:

— kiedy masy walkéw napedowych sa duze w stosunku do mas kél zebatych -
jest to typowa sytuacja zebnika natinanego wraz z walkiem (walka sprzeglowego
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Rys. 10. Przyklad przekladni o duzym sprzezeniu pomiedzy stopﬁiami

skrzynki biegéw)

— polaczenia poszczegdlnych stopni w przekladni walkiem o duzej sztywnodcl (po-
réwnywalnej ze szatywnoscia zazebiefl) - jest to typowa sytuacja w reduktorze wie-
lostopniowym.

Rys. 11. Roadzial modelu przekladni dwustopniowej na mniejsze uklady w praypadku
znacznej podatnodci walkg sprasglowego

W tych przypadkach nalezy zastosowaé bardziej rozbudowany model ukladu z
przekladniami zebatymi, przy czym przekladnie wielostopniowe, w ktérych posz-
czegblne stopnie 83 polaczone walkami o duzej podatnodci (skrzynki przekladniowe)
mozna rozdzieli¢ na uklady z pojedyifczymi przckladniami zgodnie ze schematem
na rys.1l. Po podziale kaida z czesci jest modelowana jako uklad dyskretno-
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ciagly (tak jak model w rozdz.1) lub model przekladni izolowanej w przypadku
malych mas walkéw napedowych. Dla przekladni, ktdrej poszczegblne stopnie
sa polaczone elementami o duzej sztywnosci nalezy modelowaé cala przekladnig
jako uklad dyskretno—ciagly korzystajac z metod przedstawionych w pracy [10]
lub w przypadku malych mas walkéw napedowych przyjaé model dyskretny (tak
jak w rozdz.2) — obliczanie obciazed w przekladnich moze by¢ w tym przypadku
pracochlonne ze wzgledu na znaczny czas rozwiazywania numerycznego duzych

ukladow.
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Summary

The paper presents the analysis of the choice of dynamical model of a gear. It have been
analysed the problems of: the continiuous mass of driving shafts (applying the discrete-
continuous systems) and couplings between grades of a gear box. It has been confirmed,
that in case of great masses or great couplings it is impossible to perform the load analysis
with the aid of the model of isolating gear.
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