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Technika rakietowa jest jedna z dziedzin, ktérych rozwdj byt szczegdlnie
uzalezniony od wyznaczenia optymalnych warunkéw lotu. Mozliwosé jaka dys-
ponuje silnik rakietowy przeksztalcania duzych ilosci energii w krétkim czasie, wy-
magata bardzo precyzyjnego okreslenia warunkéw pracy tego zespolu napedowego.
Optymalne warunki lotu stwarzaja mozliwos¢ najwlaiciwszego wykorzystania tej
energii. Nic dziwnego, ze wlasnie technika rakietowa jest dziedzina, w ktdrej me-
tody optymalizacji znalazly niezwykle szerokie zastosowanie. Poszukiwania opty-
malnych warunkéw lotu rakiet szly w kierunku wyznaczania programéw minimum
strat energetycznych lub programéw minimalno-czasowych. Te dwa kryteria staly
sie zasadniczymi kryteriami przy poszukiwaniu optymalnych programéw pracy ze-
spolu napedowego, czy programéw sterowania obiektami latajacymi. Kryterium
minimalno-energetyczne bylo bardziej necace, totez zastosowano go do rozwiazania
wiekszej iloSci zagadnien. Bardziej problematyczne okazaly SlQ rozwiazania zaga-
dnieri minimalno-czasowych programéw lotu. 2

Rozwiazanie zagadnienia minimalno-czasowego nastrecza pewne trudnosci z
tego powodu, Ze mozna je sformulowaé poprawnie tylko jako zagadnienie warun-
kowe. Bez ograniczenia przyspieszei i predkosci rozwiazanie skoficzone nie istnieje,
poniewaz czas przejscia od jednego do drugiego punktu w przestrzeni jest tym krét-
szy im wicksza jest predkos¢. W granicy gdy predko$é dazy do nieskoriczonosci
t — 0. Problematyczne s3 takie rozwiazania dotyczace zmiany kierunku lotu
obiektéw. Przy braku ograniczen na przeciaZenia normalne, rozwiazaniem zaga-
dnienia minimalno-czasowego jest lot po prostej (najkrétszej drodze). Przy zada-
nym kacie startu lub kacie dojécia do punktu korficowego, bardzo czesto uzyskuje sie
rozwiazania trywialne, gdy ustalenie kierunku nastepuje poprzez zmiane kata we-
ktora predkosci w punkcie. Sformulowanie problemu przy poszukiwaniu sterowan
minimalno-czasowych jest wiec szczegélnie istotne, gdyz warunkuje otrzymanie
nietrywialnych rozwiazan.
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Stosowane oznaczenia

t — czas,

to — czas rozpoczecia sterowania,

t — czas zakonczenia sterowania,

z; — wspélrzedne okreflajace polozenie obiektu w prze-
strzeni stanu,

z? — wspélrzedne okreélajace polozenie obiektu w prze-
strzeni stanu w chwili ¢ ,

z} — wspolrzedne okreslajace polozenie obiektu w prze-
strzeni stanu w chwili ; ,

|4 — predkoéé lotu obiektu (rakiety),

Vo — predkoéé rakiety w chwili startu (¢ ),

Vin — predkoéé maksymalnego zakretu -rakiety,

Va — dopuszczalna predkoéé rakiety,

Ny , Ny — skladowe jednostkowego przyspieszenia,

Gzd = gNzq —  przyspieszenia styczne dopuszczalne,

Gyd = gNyd — przyspieszenia normalne dopuszczalne,

% — sterowania,

A — zmienna sprzezona do zmiennej przestrzeni stanu,

A — zmienna sprzezona do zmiennej przestrzeni stanu

transformowana,

H(\z,u) — funkcja Hamiltona,

Ry=V}[/ayq — promief zakretu rakiety z maksymalnymi przyspiesze-
niami normalnymi przy predkosci Vy ,

Ry =V2/a,e — promieii zakretu rakiety z maksymalnymi przyspiesze-

niami normalnymi przy predkoéci V., .

1. Sformulowanie problemu

Poszukiwanie sterowaii minimalno-czasowych oparto na modelu malej rakiety
przeciwlotniczej w ktorym:

— pominieto réwnania wahan jako bryly,

-— miozna rozdzieli¢ uklady réwnan ruchu podluznego i bocznego,

— przyjeto uklad réwnaii ruchu w plaszczyznie poziomej,

— wprowadzono dwa sterowania: przyspieszenie calkowite styczne oraz wychy-
lenie sterow rakiety;
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— na wychylenie steréw rakiety nalozono wiezy ograniczajace to sterowanie w
zaleznoéci od przeciazen normalnych.
Ruch rakiety w plaszczyinie poziomej opisuje uklad réwnan:
V= neg — Cz"s';%v";
V= CEVs, (1.1)
z =V cosp,
y = Vsiny,

¥  — kat odchylenia wektora predkosci od osi z,
V' — predkoéé rakiety,
z,y — wspolrzedne polozenia §rodka masy rakiety w
gdzie: przestrzeni konfiguraciji,
- § — powierzchnia odniesienia wspélczynnikéw aero-
dynamicznych,
é — kat wychylenia skrzydla.

Tor lotu

Rys. 1.

Program sterowania minimalno-czasowego wyznaczono z zasady maksimum
Pontriagina. Zaklada sie, ze rakieta startuje pod okreflonym katem %9 = 0 a
jej celem jest dotarcie w najkrétszym czasie do punktu korcowego y; , z; . Uklad
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réwnan ruchu rakiety (rys.1) sprowadzi¢ mozna do nastepujacej postaci:

i = Uy,

23 = Az1uy, ‘ (1.2)
%3 = I) €O T3,
ig =2 sinzg,

gdzie:
=V, a=4, z3=12, z4=y,
w=mg -Gy w=b A=CGan-

W zadaniu przyjeto najbardziej naturalne ograniczenia lotu:
a) na maksymalne przyspieszenie styczne:

0 < u1 < g4, ' (1.3)
b) na maksymalne wychylenie steréw:
u} - (=2 < 0, (1.4)
¢) na maksymalne przyspieszenie normalne:
(Az{ua)® - oy < 0, (1.5)
d) predkoéci lotu (ktéra nie powoduje uszkodzeri termicznych):
0<z; <V, (1.6)

Zadanie sprowadza si¢ do znalezienia sterowan optymalnych ui(t), u3(?),
przeprowadzajacych uklad z punktu poczatkowego:

0 0 0 .0 _0
X" = ( T1y T2, T3, T4 ) (1'7)
do rozmaitoéci koficowej 6* okreflonej réwnaniami:

z; -2} =0,
z3— 73 = 0, (1.8)

z4—-2z4 =0,

przy minimum funkcjonalu jakoéci:

I= /dt. (1.9)
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2. Wyznaczenie réwnah sprzezonych do réwnar ruchu

Réwnania ruchu rakiety (1.2) oraz wskaznik jakoéci (1.9) prowadza do funkeji
Hamiltona:

H(A,z,u) = Ao + A1ty + A2AZ U7 + A3z cO8 23 + A47) Sin 22, (21)

Ze wzgledu na wiezy nalozone na sterowanie v, w zaleznoéci od zmiennej stanu z,
(1.5) ogdlna postaé réwnaii sprzezonych przyjmie postaé:

dA of OR
P Ml (2.2)
gdzie:
of (OR\! ayd
===} — , R= -—= =0,
V=% (au) b= gz =0
a uklad réwnan sprzezonych do réwnaf ruchu (1.2):
il = —(A3COSZQ + /\4sinzg) - A2Au,,
Xl = —(Aa coszg 4+ Agsin zg) + AAus,
Xz = zl(Aa sin T2 — A4COS£2), (2.3)
i3 = 0,
Ay = 0.
Pierwsze réwnanie ukladu réwnaii (2.3) obowiazuje wéwczas gdy:
ayd
U AI% <0, . . ) (24)
co jest jednoznaczne z uz = §™** . W przypadku gdy:
Gyd
u--=0 (2.5)
obowiazuje drugie réwnanie na A; . 7 réwnania (2.5) wyznaczyé mozna

charakterystyczna predkoéé rakiety Vy, , gdzie:

vom .

Zatem pierwsze réwnanie ukladu réwnan (2.3) obowiazuje wéwczas, gdy z1 < Vi,
natomiast drugie gdy z; > Vi..
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Funkcja Hamiltona oraz réwnanie sprzezone w powyzej przedsta-—ionej postaci
nastreczaja duzo trudnoéci przy ich analizie. Proponuje si¢ pewna modyfikacje
tych réwnan. Wprowadza sig nastepujace zwiazki:

. A
A3cos 22 + Asinzg = \/A3 + A cos(zz — a.rctg/\—;),
. . Ag
A3sinzg — Agcoszg = /A3 + Asin(z; — arctg/\—3 . (2.7
Ostatecznie otrzymuje si¢ przeksztalcona funkcje Hamiltona:
H(\ z,u) = Ao+ Ay + X2 Az1ug + 2 cos(zg — :\3), (2.8)

oraz uklad réwnan sprzezonych:

A1 = —cos(za—A3) — AAuy gdy 2z < v,
M = —cos(zz — A3) + AAuz  gdy 2y > v,
‘2 = I sin(zg - X3), ’ (29)
~3 = 0,
gdzie:
U, S W
NESY, NEYESY,
- - A
Az = arctg—;i, Ao = g
3 A3+ A

W dalszej czesci artukulu w celu uproszczenia zapisu beda stosowane oznaczeaia
A zamiast A.

3. Warunki transwersalnosci

Z warunkéw transwersalnosci dotyczacych rozmaitoéci koicowej (1.8) otrzy-
muje sie:

A1(ty) — dowolne,
A2(ty) = 0, (3.1)
- < Aa(tl) < 7.

Poniewaz wartoé¢ koficowa zmiennej z] jest ograniczona nieréwnoécia (1.6) dla-
tego, wyznaczajac sterowania optymalne, nalezy dopuscié dwie mozliwosci:
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a) sterowanie daje takie przejécie, ze:

Vo < z} <V, (3.2)
woéwczas wobec dowolnoici z1 kofcowy warunek transwersalnosci prowadzi do:
Ai(th) = 0, (3.3
b) sterowanie daje takie przejscie, Ze:
z} =V b z} =V, (3.4)

woéwczas pozostanie prawdziwa zalezno$¢ (3.1), ze Aj(t1) jest wielkoscia dowolna,

Po osiagnieciu predkosdci Vy dalszy lot rakiety odbywa sie z z1(t) = V4 =const
co jest réwnoznaczne z u1(t) = 0. Tak wiec bez wzgledu na przyjety wariant
sterowania:

/\1(t1 )ul(tl) =0 (35)

4. Wyznaczenie sterowan optymalnych

Z funkcji Hamiltona (2.8) odpowiednio dla sterowan u;(t) oraz u;(t) wynikaja
funkcje przelaczania o(t):
al(t) = /\1(t),
Uz(t) = /\2(t)Az‘1. (41)
Poniewaz przypadek, gdy z1 = 0 dla t > #p) mozna pominaé a stala A > 0, dlatego
mozna zapisaé:
a1(t) = M(2),
ay(t) = Ao(t). B (4.2)
Z funkcji przelaczania (4.2) wynikaja nastepujace zaleznosci na przebieg sterowai
w czasie: :
wn(t)=aq JeSi A(t) >0,
ul(t) =0 _]es'li /\1(t) <0,

ug(t) = 460 jesli Ag(t) >0 1 71 < V,,
‘ug(t) = —§mex jesli /\2(t) <0 i 71 <V,, (43)
up(t) = +2%  Gefli M(t)>0 i 1 > Vi,
Az}
wp(t) = -3 Gedli (1) <0 i @y > Vi,
Azl

ugo,ob(t) =0 jes’h Zg(t) = /\3.
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Ze wzgledu na symetri¢ rozwiazai przy tua(t) w dalszej czesci artykulu omawiane
beda tylko sterowania nieujemne.

§. Strefy sterowalnosci

A) Strefa ”niedostepna”

Rozwaza sie stany koficowe jakie moga by¢ osiagniete z poczatkowego punktu
startu z2, 9, 23, 2% . Z réwnas ruchu rakiety (1.2) wynika, Ze minimalny promiest
zakretu rakiety wynosi:

V2 1

Rmin = a = Aomz’ (5.1)

Minimalny promien jest staly dla wszystkich predkoéciach z; z przedzialu
(0,Vin > przy sterowaniu czysto aerodynamicznym. Istnieje zatem strefa
niedostepna (oznaczona jako strefa n) ograniczona minimalnym promieniem
zakretu rakiety (rys. 2b). Na rysunku tym przedstawiony zostal charakterystyczny
punkt X™(Vin, ¥, Zm,¥m) leZacy na brzegu strefy n. Wspdirzedne tego punktu
jednoznacznie okreslaja zaleznosci:

Vm = %"'a,;dt"”
—(“"’ )(1- °,),
Zm = Ry 8in ¢m, (5.2)'

Ym = R-m(l — Cos "f’m),
gdzie: t,, = (V;n — Vo)/azq natomiast R,, okredla zaleznos¢ (5.1).

B'! Strefa I

PrzejdZmy do rozwiazania sformulowanego na wstepie zadania. Rozpatrzmy
przypadek gdy 0 < A3 < ¥,,. MoZna dowiesé, ze z; — A3 poniewaz tylko wéwczas
mozliwe jest sterowanie osobliwe u; = 0 (lot po proste;j).

Przy_]mJme Az = ty,. Poniewai z3 — A3 = 9, , zatein w czasie t < ¢,, zaréwno
Az jak i A, osiagna wartosé réwna zero. Z ujemnego znaku A (t) wynika dodatma
wartosé Az(t) = o,(t) oraz sterowanie uy(t) = +0™** . Uwzgledniajac, ze

t
z2(2) = AS™H(z10 + aer) + 30,
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oraz:
1_ -
z3 = A3 = ¥m,

0 _ —
T, =Z2 =0,

otrzymuje sie: s
A‘;(t) = ( )[COS Az — COS(:I:g(ﬂ - A3)] + Az(to). (5-3)

Poniewaz z warunkéw transwersalnosci Az(1;) = 0 wéwczas:

A(to) = (Spmaz (1 — co8 Aa). (5.4)
Podstawienie (5.3) i (5.4) do wyraZenia na \; daje:
Ar(t) = -1, (5.5)
a po scalkowaniu:
A1(t) = M(to) - 8, (5.6)

gdzie:
Ai(to) = (Va — Vo)/aza.

Rozwiazania ilustruje rys. 2a.

W powyzej przedstawiony sposéb mozna wyznaczy(¢ sterowania, dla dowolnie
zadanej wartosci A3 z przedzialu < 0,4y, >. Ukladaja sig one w charakterystyczna
strefe nazywana dalej pierwsza strefs sterowalnosci (rys. 2b). Otrzymane
rozwiazania w strefie pierwszej sa jedynymi rozwiazaniami ekstremalnymi (nie ma
dwéch wartosci A3 dajacych takie same rozwiazania). Sa one wigc rozwiazaniami
optymalnymi minimalno-czasowymi. '

C! Strefa 11

Dotychczas nie rozwazano nieciagtosci funkcji A1(2), A2(t) w chwili ¢,, podczas
przejicia ze sterowania u,(t) = 0™ na sterowanie uz(t) = a,4/Az? (twierdzenie
4.14 [3]). Oméwione wyzej rozwiazania nie posiadaly takiej nieciagltodci poniewaz
dla dowolnych Az z przedzialu < 0,4, > A; zerowala sie w czasie t < t,,, to znaczy
przed zmiana charakteru sterowania. Wobec warunku stalo$ci funkcji Hamiltona:

H(’\(tm - 0),I(tm - 0)’u(tm - 0)) = H(’\(tm + O)v:(tm + 0)’u(tm + 0))
oraz Ag(t > t,,) = 0, prawdziwa jest zaleznosé: \

Ai(tm — 0) = Ay(tn +0). (5.7)
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Tak wiec rzeczywiscie dotychczas nie trzeba bylo rozpatrywaé funkcji skoku (war-
toé¢ funkcji skoku wynosila zero).

Rozpatrujac A3 spoza przedzialu < 0,1, > funkcja ta nie bedzie si¢ zerowala.

Poniewaz wyznaczenie funkcji skoku jest klopotliwe, wykorzystuje sie dotych-
czasowe rozwigzania oraz twierdzenie 4 [2]. Twierdzenie to dowodzi, iz w przy-
padku koniecznosci przeprowadzenia obiektu przez obszar zabroniony, trajekto-
riami optymalnymi sa trajektorie pokrywajace sie z brzegiem tego obszaru. We-
jécie oraz zejécie z brzegu obszaru zabronionego odbywal sie musi stycznie. Role
obszaru zabronionego pelni strefa "n”. Z zasady addytywnosci kosztu przejécia z
punktu poczatkowego X© do punktu koncowego X! wynika, ze koszt ten wynosi:

K(X° - X)) = K(X° - X™)+ K(X™ — X1), (5.8)

gdzie X™ jest punktem trajektorii optymalne;j.

Oczywiste jest, ze punkt X™ , lezacy na brzegu strefy "n” jest punktem, przez
ktéry przechodza wszystkie trajektorie optymalne doprowadzajace do punktéw
lezacych poza pierwszay strefa sterowalnosci rakiety.

Poniewaz znany jest minimalny koszt przejicia rakiety z punktu X° do X™ ,
K(X® —- X™) = t,, pozostaje do okredlenia jedynie koszt K(X™ — X'). Tak
wiec, zamiast wyznaczaé funkcje skoku w chwili t,, wystarczy w dalszej czesci
rozwazan przyjal zalozenie: X™ = X9 pamietajac, ze faktycznie:

K(X%— X)) =t + K(X™ - X1). (5.9)

WprowadZzmy kolejny charakterystyczny punkt przestrzeni kanfiguracji
X4(Vy, s 24, ya) opisany réwnaniami:

Vi@ — dopuszczalna predkos¢ rakiety,

o | | Vel Va-W
Va = a4 [ln Vin + 2v2 |’
2y= Rya,q4cos(z24 — ) + 2Rma48i0(z2m — @) (5.10)
\/40,2‘ + “';2,& ’
_ Rdayd Sin("tZd - ‘P) - 2Rﬂna:d COS(.’L‘gm - SO)
Ya = ] 2 2 + Rﬂn
\/40,“ + aq

gdzie: Ry = V@ /ayi, Rm = V2 /a4, p = arctg(a,e/2a.q)-

Przyjmuje si¢ A3 z przedzialu (¢ , ¥4 >. W przypadku poszukiwania ste-
rowanl w pierwszej strefie sterowalnosci, pochodna A; byla ujemna (wynikalo to
z pierwszego réwnania ukladu (2.9) na zmienna A1). Z drugiego réwnania tego
ukladu pochodna )A; moze przybieraé wartoéci zaréwno dodatnie jak i ujemne.
Tak wiec poczatkowa warto$¢ zmiennej sprzezonej Ajo réwniez moze byé dodatnia
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i ujemna. Jest to o tyle klopotliwe, iz Ay(t) jest jednoczesnie funkcja przelaczania
o1(t). Brak jest zatem jednoznacznego okreSlenia sterowania u(t) juz w chwili
poczatkowej to . Niech:

Al(tl) = 0, (5.11)

co jest rownoznaczne z dowolnga predkoécia rakiety w punkcie koicowym. Zwroémy
jeszcze uwage na pochodna A, (drugie réwnanie ukladu (2.9)). Poniewai (1)
réwna sig zero oraz z(t;) = Az pochodna Ay — -1 przy t — t; . Ze znaku
pochodnej wynika, ze:

A(t ~ 0) > 0= 01(t1 — 0) > 0 = u1(t; — 0) = @zq. (5.12)

Sterowanie u; w koncu trajektorii jest wigc okreslone. Pozostaje do sprawdzenia
kiedy A; moze przyjaé wartoéé ujemna. Calkujac A, przy sterowaniach uy(t) = azq
oraz uz(l) = aye/Az} uzyskuje sig:

z3(t ) a,q(z))?
A2(t) = -—21()—— sinfz2(t) — A3 — ¢} + ‘—1#2—, (5.13)
azq vd a4 + ayd

gdzie: z,(t) = Viu + azat,

=1(‘)‘ L Va-W

Vn v2 |

Po podstawieniu (5.13) do drugiego réwnania ukladu (2.9) na A, i scalkowaniu
otrzymuje sie:

z5(t) = «% [m

2z l(t)

M) = _m cos(z2(t) — A3 — ) +

1\2,.2
(zl ayd :}

—. 5.14
z1(t)azq(4a2, + al) e (5.14)

. W wyrazeniu (5.13) tak dobrano A;(tp) aby wyzerowanie tej funkcji wystapilo
w chwili koficowej t; (rys. 3a). Jest to bowiem najbardziej niekorzystny przypadek.
Gdy zmienna sprzezona A;(t) zeruje si¢ wczesniej w chwili ¢, (chwili prostowania
steréw) tj. t, < t; wéwczas:

M(ty) = V(tl)a;v( ) (5.15)

i tym samym wartos¢ A;(¢p) wzroénie réwniez o wartos¢ opisana zaleznoscia (5.15)
(rys. 3b).
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Tablica 1.

1/SA = 6za/8y4] 10 11 12 13 14 15
Sv = Sag/Vim 546 6.26 7.5 811 9.6 10.28
1/54 = 6,af0,a | 16 17 1.8 19 20
Sy = Sag/Vem | 1148 12.76 1412 1557 17.09

Okazuje sig, ze przy zadanych wartoéciach Vi, , az4, 8,4 istnieje jedna predkosé
koricowa V (t1), przy ktérej A1(to) = A1(t1) = 0 (rozwiazanie na rysunku 3a). Dalej
predkoéé ta nazywana bedzie predkoscia dopuszczalna graniczng Vy,. Predkosc te
wyznaczy¢ mozna po przyréwnaniu (5.14) do zera w chwili ¢y . Ostatecznie po
przeksztalceniu otrzymuje sig:

S28% — Sv(4+ S%) + 4cos(Saln Sy) — 25,4 sin(S41n Sv) = 0, (5.16)

gdzie: Sy = Viy/Vim, Sa = ayifazq. Rozwigzanie réwnania (5.16) dla réinych
wartoéci stosunku przyspieszei S4 przedstawia tabela 1. .

Mozna obecnie zrezygnowaé z zaloZenia o dowolnodci z;(t3) tj. Ai(t;) = 0
zachowujac jedynie warunek aby A3 zawierala si¢ w przedziale prawostronnie
domknigtym (tm,¥q >, oraz V3 < V4, . Okazuje si¢ bowiem, Ze nie zmieniaja
-si¢ wéwczas rozwiazania minimalno-czasowe. Powyisze stwierdzenie mozna do- -
wies¢ nastepujaco:

a) Ai(t1) > 0, przypadku takiego mozna nie rozpatrywaé poniewaz wcze-
éniej z warunkéw transwersalnoéci stwierdzono, ze Ay(t1)ui(t1) = 0, co wyklucza
powyzsze zaloZenie; )

b) Ai(t1) < 0, aby rakieta mogla osiagnaé predkosé Vy (w innym przypadku
nie mozna rozpatrywaé Ai(t1) roznego od zera). Ai(t) = 01(t) musi byé dodatni
w czasie: -

' tg= (Vo= Vm) (5.17)
Qzd
\

W czasie tym A,(t) "zdazy sie¢ wyzerowal” poniewai maksymalna warto§é A3
zostala wczesniej ograniczona. Zatem Ap(tp) nie moze byé wieksza niz przyjgto
przy wyznaczaniu Vy, . Jeéli zatem V; jest Vy < Vg, to wowcezas A (fp) > 0. Je-
dyne ekstremalne, a wiec optymalne rozwiazania przedstawia rys. 4a. W podany
spos6b mozna przeanalizowal i wyznaczyé sterowania dla dowolnej wartoéci A3 z
przedzialu (¥m , ¥4 >. Ukladaja si¢ one w charakterystyczna strefe nazywana
dalej druga strefa sterowalnosci (rys. 4b).
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D) Strefa III

Niech A3 > 4 oraz predkosé koficowa rakiety z;(t;) nalezy do przedzialu
(Ven » Va). Drugie zaloZenie powoduje, Ze A1(t1) = 0. Wezesniej wykazano przy
identycznych zalozeniach, iz:

A3 € (Igm, To4> N Vg < Vdg - Al(to) > 0. (518)
Obecnie dopuszcza sie wieksze A3 , zatem:
A1(to) < 0. (5.19)

Poniewaz jest ustalony koniec zmiennej sprzeZonmej A;(t,) = 0 moina wyzna-
czyé jedyne ekstremalne, a zatem optymalne rozwiazania (rys. 5a). Otrzymane
rozwiazania ukladaja si¢ w charakterystyczng strefe nazywana dalej trzecia strefa
sterowalnosci (rys. 5b).
Nalezy zaznaczyé, ze w przypadku gdy nie jest ustalony koniec zmiennej
sprzezonej Ay(t;) tj.:
/\1(t|_) =0= Il(tl) =Vy (520)

istnieje wiele rozwiazan ekstremalnych. Bez dodatkowych sprawdzen nie mozina
stwierdzié, ktére z nich sa rozwiazaniami optymalnymi minimalno-czasowymi. Tak
wiec do pozostalego obszaru plaszczyzny z,0,y (poza pierwsza, druga i trzecia
strefa sterowalnosci) prowadzi wiele sterowan i jest to jedyny obszar, w ktérym
nie zostaly wyznaczone sterowania optymalne. Dalej obsza ten nazywany jest
czwarta strefa sterowalnosci.

E) Strefa IV

Wyznaczenie sterowan optymalnych w czwartej strefie sterowalnosci wymaga
pewnej modyfikacji zadania. Zauwazmy, ze w strefie tej predkos¢ lotu rakiety
jest stala i wynosi V; . Pomifimy zatem zmienna przestrzeni stanu z; oraz ste-
rowanie u;(t). Ponadto wykorzystujac zasade addytywnodci kosztu rozpatrzmy
minimlno-czasowe przejicie rakiety od brzegu strefy III/IV do rozmaitoséci kofico-
wej ©' opisanej zaleznosciami: )

z3—z =0,
zy—-zl=0. (5.21)

Nalezy jednak pamietac, ze czas dojicia do brzegu stref III/IV nie jest staly.
Dlatego wprowadza si¢ dodatkowa zmienna stanu z5 oraz stala &, (rys. 5b).

Zmodyfikowane zadanie na znalezienie sterowai optymalnych w strefie czwartej
przyjmie nastepujaca postaé:
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ZnaleZ¢ sterowanie u2(t) uktadu opisanego réwnaniami:

Uz
Ig = Qud3, Vd
z3 = Vycos zq, (5.22)

z4 = Vysinza,
z5 =0,
przeprowadzajace uktad od brzegu stref III/IV:
19 =z5 + &,
z3 = R, coszs, (5.23)

0_ .
zq = Rysinzs,

gdzie:

R, = \/13 +(ys — Rm)% (5.24)
QO = wd —_ arcth’
Zd

do rozmaitosci koricowej opisanej Téwnaniami (5.21) przy minimum kombinowa-

nego wskaznika jakosci:

zSVm
yd

133
1= / dt + (5.25)
Kombinowany wskaZnik jakosci (5.25) uwzglednia czas dojscia rakiety od rzeczy-
wistego punktu startu do brzegu stref Il i IV. Wykorzystujac transformate funkcji
Hamiltona 1 réwnan zmiennych sprzezonych otrzymamy:

H(O\z,u) = Ao+ Ag‘:;"ug + Vycos(z2 — ), (5.26)
d

oraz:

Xg = Vd sin(a:g - As),
Aa=Ag=As=0. (5.27)

Poczatkowy warunek transwersalno$ci (dla zmiennych sprzezonych nietrasformo-
wanych) wyrazony zaleznoéciami:

A28 + A3n8 + Adnd + And = (5.28)

‘—1 39k
L a ‘x_.ro")J =0, k=1,2,3,
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prowadzi do nastepujacych zwiazkéw:
% =15,
n3 = —n2 R, sin z5, (5.29)
73 = —n2R, cos zs.

Wob;ac dowolnosci 1,2 z pierwszego réwnania (5.28) oraz (5.29) wynika:

A2(to) = Rg(Azsinzs — Aqcosz5) — As,
Az(to) = Rysin(zs — A3) — As, " (5.30)

Koncowy warunek transwersalnosci (dla zmiennych sprzezonych nietransformowa-
nych), uwzgledniajacy kombinowany wskaznik jakoéci, wyrazony zaleznoéciami:

(to)—ns + A3m; + A3ms + Mg + Agns = 0, (5.31)

Qyd

5
00,
Za__ :=:17I}=0» k= 1,2’

1=2
prowadzi do zwiazkéw:
B =7n1=0. (5.32)

Wobec dowolnosci n} oraz 5} z pierwszego réwnania (5.31) po uwzglednieniu (5.32)
otrzymuje sie:

Aq(ty) = 0, (5.33)
/\5 = /\o‘—/,—n'
avd

Ponijewaz tak jak w poprzednich rozwiazaniach z,(t — t;) — A3 z funkcji
Hamiltona (5.26) wynikaja nastepujace zaleznosci:

Hyox(A,2,u) =X+ A u1 +Vy <:os(:r2 —A3) =0,

t=¢t;

(5.34)

Hpax(A, z,u)

= Ao+ A3 —ﬁul + Vycos(zh — As) = 0.

=t

Po przeksztalceniu (5.34) otrzymamy odpowiednio z pierwszego i drugiego réwna-
nia:
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h 1%
M(te) = ——4 cos(2d — A3) — A=,
2(‘0) ayd 003(32 3) I\and
Ao = ~Va. (5.35)

Po poréwnaniu (5.35) i (5.30) oraz podstawieniu zaleznosci na As (5.33), z5 (5.23)
otrzymuje sie koncowy warunek sterowania optymalnego dla sformulowanego za-
dania:

v,
R, sin(z] — z} — &,) + Rycos(z] — z3) = Ry(1 — —‘—/"—') (5.36)

d

Po przeksztalceniach z (5.36) ostatecznie otrzymuje sie:
A 1 o H Rd(l — L"”;
fa= % T % = TASWA RI+ RZ_2R.R,snd,
R,sin®, — Ry

- —_— . 37
arctg( R, cos & ) (5.37)

Przy zadanych staltych wartosciach Vo , Vin , V4, a; , ay z réwnania (5.37)
otrzymuje si¢ wartoéé zmiany kata wektora predkosci rakiety poruszajacej sie ze
stala predkoscia V3 przy minimalno-czasowym przejsciu z brzegu stref III/IV do
rozmaitoSci koficowej opisanej rownaniami (5.21). Istotnym jest fakt, ze Az jest
wielkoécia stala. Czwarta strefe sterowalnosci podzielié mozna na trzy strefy IVa,
IVb i IVc charakterystycznym punktem XP(Vy, ¥y, 2p, yp) gdzie;

Vo=V,
¥p = Y4 + Az,
zp = Rysin(sp) — sin(tq)] + z4, (5-38)
¥p = Rygfcos(1a) — cos(¥y)] + va,

oraz.

R, = \/22 + (3 — Rnm)?

Przykiadowe rozwiazania réwnania (5.37) przy Vo = 0, Vi, = 300[m/s], npq =
nyq4 = 10 oraz réznych wartoéciach V; przedstawia tabela 2. W tabeli tej przeli-
czono wartos¢ Az, na czas lotu rakiety, w ktérym dokonuje ona manewru.

Zwré¢my uwage na zwiazek pomiedzy rownaniem (5.37) oraz wczesniej
wprowadzong predkoécia dopuszczalng graniczna Vy, okreslona przez (5.16). Oka-
zuje sig, ze przy predkosci maksymalnej rakiety réwnej Vyy, Az, = 0. Ze wzgledu
na postal réwnai (5.37), (5.16) zaleznoéé te sprawdzono jedynie symulacyjnie dla
kilkudziesieciu réznych danych wejsciowych. Tak wigc, gdy Az, = 0 wéwczas w
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Tablica 2. V,, = 163Tm/s

Vaim/s] 400 500 600 700 800 900 1000
t=Az,Vy/a,. | 339 344 340 329 3.12 289 2.62
Va[m/s] 1100 1200 1300 1400 1500 1600 1637

t=Az,Vyfa,q | 231 195 156 1.14 0.68 0.19 0

czwartej strefie sterowalnoéci realizowany jest jedynie lot po prostej (znikaja strefy
IVa i IVb). Inaczej, wielkosé stref IVa i IVb zaleza od wartoéci V; w stosunku do
Vig -

Na rys. 6 przedstawiono plaszczyzne Ozy ze wszystkimi strefami sterowalnoéci
rakiet.

6. Wnhnioski

W artykule przedstawiono nietypowy sposéb rozwiazania zadania na wyzna-
czenie sterowa minimalno-czasowych metoda maksimum Pontriagina.

Niezmiernie trafne okazalo sie zastosowanie jako sterowan rakiety calkowitych
przyspieszeni [1]. Ponadto zastosowanie przeksztalcenia funkcji Hamiltona i zmien-
nych sprzezonych oraz ustalenie jednej zmiennej sprzezonej (A3 ) umozliwilo wy-
znaczenie sterowaii optymalnych. ;

Rozwiazania te ukladaja si¢ w charakterystyczne strefy nazwane strefami ste-
rowalnodci rakiet. W kazdej ze stref obowiazuje inny program sterowania. Oka-
zuje sie, ze osiagniecie maksymalnych predkosci nie zawsze jest korzystne przy
minimalno-czasowych przejéciach rakiety do celu (strefy III, IVb, IVc). Bardziej
?oplacalne” jest wéwczas wykonanie manewru z predkoécia Vi, . Dla tych stref
charakterystyczny przebieg predkoéci w czasie przedstawia rys. 7.

Istotnga zaleta stref sterowalnoéci rakiet jest mozliwoéé wyznaczenia na ich pod-
stawie konkretnych wartodci czaséw poszczegélnych sterowaii. Ponadto mozliwa
jest transformacja stref przy minimalno-czasowym przechwyceniu celu ruchomego.
Zagadnienia te oméwione zostana w kolejnym opracowaniu.
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Summmary

Minimum-time programs of target interception have been determined by means of
Pontriagin’s maximum principle. The programs consist of two or more segments of even
extremals, according to the range of desired change of flight direction. Particular programs
belong to different zones of controllability which were distinguished within the entire range
of possible changes of flight direction (from -x to +x). The construction of particular zones
has been discussed in details.

Pesioue

MeHEMATLRO-BpeMEHERIE TPOrPaMMAl HEPEXBATA Ne/ell OnpefieIeHO Ha OCHOBAHHH
OpEANEANA MakcEMY J[IoBTpATAHA. JKCTPEMANH KAK PellIeHHS eTOH 3aJJaYH COCTAAT H3
ABYX WIH Gonnllle XyCOYHO HEIPEPHBHBIX HPOMEXKYTKOB B 3aBHCHMOCTH OT Adama-
soga HeoSXOoNEMOro H3MeHHeHKS HAMPABIEHES HONETA, MHOXECTBO AHANIATHYECKAX
SKCTPeManell HPOR3BOAET HEKOTOPLIO SOHY YIPABINEMOCTH. B HoHOM AH¥anasoHe Bo-
SMOKBHX HADPABNECHEN (OT —7 0 -+7) HONYYEHO YeTRIPE XAPAKTEPHCTHYECKHAE SOHEI.
KoRcTpyXnaio BTHX 30H pPACCMOTPEHO B paboTe moppobro.

Praca wplynela do Redakcyi dnia 1 marca 1989 roku



