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1. Wprowadzenie

Orientacje przestrzenna obiektu ruchomego, tzn. polozenie ukladu 0Ozyz
zwiazanego z obiektem wzgledem ukladu normalnego ziemskiego 0z,y, 2, , okresla
sie poprzez podanie trzech katéw (rys. 1); ¥ — odchylenia, & — pochylenia oraz
& — przechylenia, przy czym zakresy tych katéw sa nastepujace:

vV — 0° = 360°,
6 — -90° + 90° (1.1)
& — —180° + 180°.

Wyznaczenie wartoéci tych katéw nastepuje na drodze calkowania rézniczko-
wych réwnaii ruchu. Z mechaniki klasycznej znanych jest wiele metod wykorzy-
stywanych do rozwiazania tego zagadnienia, m.in.: , .

3-parametrowe metody:
— katy Eulera

— nutacji 0, precesji ¥ i wlaéciwego obrotu ¢,
— odchylenia ¥, pochylenia 6 i przechylenia &,
— forma wektorowa,
4-parametrowe metody:
— parametry Eulera e, A,
— parametry Cayley - Klein’a,
9-parametrowe metody:
— cosinusy kierunkowe.
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Rys. 1. Katy orientacji

W zaleznosci od przyjetej metody oraz stosowanej postaci rownania (wektoro-
wej lub macierzowej) wspomniane réwnania przyjmuja réina forme, np.:
postacie wektorowe

klasyczna forma wektorowa:

ei = ei X w, 1= 1’2a3a (1.2)

parametry Eulera:

e=lexw+ j{w— (we)efcigd, x # 2,

Ymwxe, (1.3)

wektor skofniczonego obrotu :

=26 xw+ (W0)0 +u, (1.4)
gdzie:
6 =2 tgg,x # (2k + 1)%,

postacie macierzowe
cosinusy kierunkowe:

ét'q = U(wﬂ){iq! i= 1v2) 3, (1'5)
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gdzie:
0 ps —-m
Up)=|-,s» 0 p |,
2 - O
€in = a1, 02i, asi]”,

oraz

3

Mah=1, i=1,23,

=1

3 )

Eav'jakj =0, t,k=1,2,3, '# k,

j=1
katy Eulera .

b = Bw,, (1.6)
gdzie:
§ = [v,6, 9],
0 secOsin® secO cosd .
B = 0 cos —sind , @ #—+kn,
1 tgBsin® 1gBcosd 2
W, = [w, y Wy w,]T.

Przedstawione metody, mimo iz dotycza tego samego zagadnienia, réznia sie
znacznie pracochlonnosécia obliczedd, przy czym mniejsza pracochlonnosé uzyski-
wana jest za ceng pojawienia si¢ miejsc osobliwych réwnan. Metody (1.2)-(1.5)
wymagaja ponadto dodatkowych réwnan sluzacych do wyznaczenia katéw orienta-
cji. Z tego wzgledu korzysta sie czesto z réwnania (1.6) zawierajacego bezpoérednio
katy Eulera. Wadami tego algorytmu sa: istnienie punktu osobliwego (dotyczacego
przypadku lotu pionowego), niedokladnoéci pojawiajace si¢ podczas obliczer dla
znacznych wartoéci kata 6 oraz koniecznosé sprowadzenia wyliczonych wartosci
katéw orientacji do wymaganych zakreséw (1.1).

2. Zastosowanie kwaternionow do wyznaczenia orientacji
przestrzennej
2.1. Réwnanie ruchu

Kwaternionem 4 nazywamy liczbe o postaci:
A=Ai+ MG+ Ak + A, (2.1)
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gdzie:

i, j, k — wersory urojone,
A; — liczby rzeczywiste,

przy czym zasady mnozenia wersoréw urojonych wynikaja z ponizszych zaleznosci:

"2 =j2=k2=—1,

ij =-ji=k,
jk = -k=i, (2.2)
ki =—-ik=3j.

Réwnanie ruchu przyjmuje, przy wykorzystaniu kwaternionéw, postaé:

A= %1 ox!] (2.3)
gdzie:
A — Xwaternion opisujacy orientacje,
0= wzd + wy§ + w,k,
® — symbol mnozenia kwaternionéw .

Rozwiazaniem tego rownania jest kwaternion

A=40 eg, (2.4)
przy czym:
Ao — kwaternion reprezentujacy poloZenie poczatkowe ,
©® — symbol mnoZenia kwaterniondw ,
6 =6,i+6,5+6,k, (2.5)
gdzie:
6, = [wydt, 6, = [wydt, 6;= [w,dt, (2.6)
& - (6.i+6.+ eak)%%'i—) + cos(%), (2.7)
gdzie: ’

l 3
6, = 29?- (2.8)
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2.2. Zaleznodci pomocnicge

2.2.1. Macierz cosinuséw kierunkowych

Niech:
Ozyz — polozenie ukladu przed obrotem,
0z*y*z* —polozenie ukladu 0zyz po obrocie o kat A woké! osi v,
l,m,n  — cosinusy kierunkowe osi ¥ w ukladzie Ozyz .

Woéwczas macierz cosinuséw kierunkowych B reprezentujaca dany obrét mozna
zapisal w postaci: .
(2.9)
(1-cosA) 2+ cosA (1 —=cosA)ml+ nsind (1 — cosA)nl — msin A

B=| (1-cosd)im+nsind (1-cosA)m?+cosA (1—cosA)mn+Isind |,
(1 —cosA)in+msinA (1 —cosA)mn—1IsinA (1—cosA)n? + cos A

przy czym:
[z',y',z"]T =Bx [z,y,z]T.

Te sama macierz mozna zapisaé za pomoca katéw orientacji ¥,6,9
odpowiadajacych polozeniu ukladu 0z*y*2* wzgledem ukladu 0zyz:

(2.10)_

cosV cos & sin ¥ cos & —-sin @
B=| —sin¥cos®+cos¥sinOsin® cos¥cosP+sin¥sin@sin® cosOsind
sin¥sin® 4 cos¥sinOcos® —cosV¥Vsin® +sinV¥sin@ cos® cos O cos @

Macierz cosinuséw kierunkowych mozna wyrazié réwniez w zaleznoéci od
skladowych kwaternionu odpowiadajacego obrotowi o kat A wokét osi v:

i= (Pl»Pz,Pa’IM) = ipl +jp2 + kpa +P4, ' (2.11)
gdzie:
A
P11 =lsin—, p2 = msin —,
2 |2 2.12)
p3=nsm-2-, p4=c035,
Przykladowo:

2 2 2

2 ) \ )
41 2 s 2 2 2
" 2; +COS 2 sin 2 —2p1 + 2 coi =

B(1,1) = (1-cosA)?+ cos) = (sin® 4 + c:og2 o cos? A +

A
in2)2
+sm)2
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fi

20pi +93) - 1,

A A
(1 — cos A)ml + nsin A = 2sin? m/\ P1/\ Ps y2sin 5 cos ~ =
2sxn-2-sxn2 sin 3 272

B(2,1)

= 2(p1p2 + papa),
natomiast cala macierz B przyjmie postaé:

202+ p2) -1 2(pip2 + paps) 2(piP3 — P2pa)
B=| 2(p1p2 —psps) 203+ p3)~1 2(paps +pipe) | - (2.13)
2(p1ps + paps) 2(paps — prpa) 2(p3 + %) -1

222  Mnozenie dwich kwaterntondw

W celu obliczenia kwaternionu 4 z réwnania (2.4) nalezy zna¢ wartoéé iloczynu
dwéch kwaterniondw, ktéra wynosi:

($p1 + jp2 + kp3 + p4) © (S + Jg2 + kg + 1) =
—P1¢1 — P29z — P3g3 + Paga + §(P19s + Paqy + P2g3 — paq2) + (2.14)
+ J(—p1gs + p3g1 + p2q4 + pag2) + k(2192 — P21 + D394 + Pags).

POJ

2.2.8. Kwalernton optsujgcy poloZente

Kwaternion reprezentujacy polozenie ukladu obréconego o katy ¥,, &,
&, wzgledem ukladu 0zyz mozna obliczyé jako zloZenie trzech kwaternionéw
odpowiadajacych kolejnym obrotom:

—

=S Jor foRJoX 3 (2.15)

gdzie:

=(0,0,0,1) ) — po}oiem'e dla zerowych war- tosci katow orientacji,
q = (0,0, sm—n cos &) — odpowiada obrotowi o kat ¥, (I =0, m=0, n=1),
r=(0, sm —“ 0 cos =2) — odpowiada obrotowi o kat &, (I =0, ml, n =0),

-

8= (sm 0 0, cos £2) —— odpowiada obrotowi o kat &, (I =1, m =0, n=0).
Po wykonamu dzialan (2.14) otrzymano wartoéci sktadowych kwaternionu t:

P, ¥, . 6, &,

v, 6, . . .
t; = cos — cos — sin — - Sin — §lp — €05 —,
2 2 2

2 2 2
v, . 6 ¢ 6. . @
t; = cos — sin — cos — + sin — €08 — sin —, (2:16)

2 2 2 2 2 2

. WO o éo WD . 60 . QO

t3 = 8in — €08 — €08 — — CO§ — sin — sin —,
2 2 2 2 g 2

o P . Y . 6, . P

t4=msiws—ms—+sxn—snn—sxn-.
2 2 2 2 2 2
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2.3. Algorytm wygnaczania orientacji przestrzennej obiektu

W omawianym algorytmie, stuzacym do wyznaczenia orientacji obiektu na pod-
stawie skladowych predkosci katowej obiektu w = [wy, wy, w;]T (2.4) réwnania
(2.3). Zalozono stalos¢ predkosci obrotowej w w krétkich odstepach czasu At, a
zatem réwnania (2.6) przyjely postaé:

6; = w; At,

natomiast algorytm sprowadza si¢ do cyklicznego obliczania kwaternionu
reprezentujacego orientacje obiektu zgodnie z réwnaniem

E=Pog
gdzie:
P — kwaternion reprezentujacy orientacje
obiektu w chwili ¢,
6 — kwaternion reprezentujacy obrét
objektu w czasie At,
B — kwaternion reprezentujacy orientacje

obiektu w chwili £ + At,

¥5+€o, ¢o 3 1 Obliczenie
— | kwaternionu poczqgtkowego P
|
>~y

=
w, ,w @, |2 Obliczenie kwoternionu Q

AL reprezentujgoego obrdt

3 Obliczenie 4 Wyznaczenie )
kwaternionu wypadkowego R - ykqféw Y &
f orientacji

[ B-R |

Rys. 2. Schemat blokowy algorytmu.
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W algorytmie wydzielono pigé etapéw obliczen (rys.2), przy czym wylacznie
trzy (o numerach 2,3 i 5) sa wykorzystywane w petli. Etap nr 1 jest liczony tylko na
poczatku obliczefi, natomiast etap nr 4 wylacznie w razie koniecznosci wyznaczenia
katéw orientacji. Brak koniecznoéci obliczen etapu nr 4 w petli wynika z faktu, iz
informacja o biezacej orientacji obiektu zachowana jest pod postacia skladowych

“ kwaternionu. -

Kolejne etapy algorytmu obejmuja :

1. obliczenie na podstawie réwnah (2.16) kwaternionu P = (p1,p2,P3,P4)
reprezentujacego polozenie poczatkowe obiektu (obréconego o katy ¥,,6,,%,
wzgledem ukladu 0z,y,2,);

2. obliczenie kwaternionu 6 (ql,qg,q3,q4) reprezentujacego obrét obiektu w

czasie At:
a) w=,/wi+twltwd

b)) dla w>0 be) dla w=0
p=w- At ¢ =0,
¢ = %sin g, n =0,
92—"‘3111‘;3, 72 =0,
g3 = Ysin g3 =0,
94 =cos §, 9 =1

3. obliczenie na podstawie réwnaf (2.14) kwaternionu
E =(r1,72,73,T4) = j; o éa

reprezentujacego orientacje obiektu po czasie At ;
4. obliczenie katéw orientacji ¥,6,P na podstawie poréwnania elementéw macierzy
cosinuséw kierunkowych (2.10) i (2.13):

a)B(3,1) = 2(r113 — ror4), O = arcsin[-B(3,1)); :

b) dla cos & & 0 (dokladnoéé uzalezniona jest tutaj od rodzaju mikrokompu-
tera) polozenie obiektu jest pionowe, przy czym dla B(3,1) < 0 obiekt jest skie-
rowany do gory, natomiast dla B(3,1) > 0 do dolu. W tym przypadku wartosci
katéw @ i ¥ 83 nieoznaczone; ,

dla cos 6 # 0:

XM = cos 6 + B(3,3),

_ [0 dla XM =0
2arctg—;(T;)- dla XM #£0°
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XN = cos6 + B(1,1),

180° dla XN =0
vy={ v dla XN#£0 i¥v >0,
¥*4360° dla XN #0 i V<0
gdzie: . )
. B(2,1
¥* =2 arctg )(“’v),

5. podstawienie P = R — koficowe polozenie po obrocie jest poczatkowym dla
kolejnego At.

3. Wnioski

Do podstawowych zalet przedstawionego algorytmu naleza:

a) brak punktéw osobliwych — algorytm umozliwia wyznaczenie orientacji
obiektu dla dowolnego polozenia przestrzennego ;

b) dokladno$¢ — blad numeryczny wyznaczenia katow orientacji jest prak-
tycznie niezalezny od polozenia katowego obiektu i znacznie mniejszy w przypadku
duzych wartosci katéw orientacji niz dla innych metod. Lepsza doktadno$é uzyski-
wana jest poprzez efekt “normalizacji” wynikajacy z zakresu wartosci skltadowych
kwaternionu (p; €< —1;1 >). Ponadto dla innych metod blad obliczenia wartosci
funkcji tangens (lub dzielenia przez cosinus) powoduje kumulowanie si¢ bledu wy-
znaczenia kat6éw orientacji w kolejnych krokach, natomiast w omawianej metodzie
blad ten dotyczy wylacznie jednorazowego wyznaczenia orientacji i nie wplywa
na dokladnoéé dalszych obliczen, gdyz katy orientacji nie s3 wykorzystywane w
kolejnych krokach obliczer; } )

¢) duza szybko$é — czas obliczenia jednej petli wraz z wyznaczeniem katéw
orientacji dla najbardziej niekorzystnych polozeni obiektu nie przekracza, dla pro-
gramu w jezyku FORTRAN liczonego na mikrokomputerze kompatybilnym z IBM
- PC/XT (8 MHz) z koprocesorem, 4 ms. .

Przedstawiony algorytm moze byé wykorzystany do symulacji cyfrowej ru-
chu obiektéw (szczegélnie zlozonych figur akrobacji lotniczej) oraz w ukladach
bezwladnosciowych orientacji i nawigac’i typu AHRS.

Literatura

1. H.Fui,Review of Strapdown Systems (Kinematics, Alignment and State Estima-
tion), UTIAS Technical Note No.217, Institute for Aerospace Studies, Universily of



592 J.GAIDA

Toronto, March 1978

2. AJOVMnumackri, MeXaAAKa OTHOCHTEJILHOTO ABHKEHASK B CHNH mHepneH, Ha-
yka, Mocksa 1981

3. A.ISHLINSKY,Orientation, gyroscopes et navigation par inertie, t.11I, Editions Mir,
Moscou 1984 -

4. C.M.OpEmenxo, [IpAMenerne rEnepKOMIIEKCHRIX YUCENT B TEOPHH MHEPIMAIL-
HOi HaBEranum, ABTOHOMHLIe cAcTeMEl, Haykxona JJymka, Kues 1983

Summary

The effective algorithm of spatial attitude determining of moving objects on the base
of angular velocity components has been presented. This algorithm is faster and more
accurate than others, and it allows, to determine orientation at the arbitrary spatial
attitude of an object. These advantages have been achieved by the use of quaternions.
The algorithm could be used for the inertial navigation and reference systems.

Pesiome

Ilpencrasneno s¢gdeKTHBHEIN ANFrOPHTM Ha3HAMEHHSA NPOCTPAHCTEEHHOW ODHEHTA-
O¥H OOABHIKHEIX O06LEKTOB HA OCHOBE COCTABIAIONIAX YTIOBOHW ckopoctm. Ilo cpa-
BHEHHIO € IPYTHMHE AJITOPATM3AMHE OH OT/AHYaeTcH GOJNBLIOR CKOPOCTHIO H TOYHOCTHIO,
& TaK)Xe BOSMOJKHOCTHIO Ha3HAYeHHS OPHEHTANHWH [JId N60ro mMpoCTpaHCTBEHHOro
HoJIokKeHusd. DTH NPpeAMYILEeCTRA NONYy4YeBO 61arofapd NpAMEHEHAI0 KBATEPHEOHHOIO
HBCYHCIeHAS. AJIMOPHTM BOSMOXCHO HCIOJL3OBAThH B NUQPPOBOH CAMYNSIHAE ABHKEeHUS
JNeTAIUAX 06HeKTOB, & TAK)KE B HHEPIHANLHELIX CHCTEMAX OPHEHTANHA ¥ HaBUT AN HH,
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