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1. Matematyka a nauki techniczne

Celem pracy jest préba krytycznego spojrzenia na rolg wspodlczesnej matematyki
w formulowaniu teoretycznych podstaw nauk technicznych. Stale wzrastajacy stopien
integracji pewnych dyscyplin technicznych, nauk scistych i niektérych galezi matematyki
jest konsekwencja faktu, ze ,,dzisiejsza technika w coraz wigkszym stopniu staje si¢ naukg
a coraz mmiej sztuka i, Zze uczestniczenie w tym procesié wymaga lepszych podstaw mate-
matycznych”, [1], s. 11. Integracja ta dotyczy nie tylko podstawowych nauk technicznych
tradycyjm:e zwigzanych z matematyka (jak np. mechanika, elektrodynamika lub termo-
dynamika) lecz takZze nowych dyscyplin (jak np. sztuczna inteligencja). Wyrazem wsp6t-
dziatania matematyki i nauk techniczn;}ch jest powstanie dziedzin matematyki przeznaczo-
nych dla potrzeb nauk technicznych (teorie sterowania, optymalizacji czy tez analiza sta-
tystyczna danych dos$wiadczalnych). Spojrzenie inZyniera na matematyke ma na ogél
charakter utylitarny a matematyka w naukach technicznych jest najczesciej jedynie §rod-
kiem prowadzacym do rozwiazania problemu technicznego. Uzyskanie takiego rozwiazania
jednakze czgsto wymaga dysponowania teoria (w ramach ktérej problem da si¢ w. sposéb
poprawny sformutowaé) oraz algorytmem, ktéry doprowadzi do poszukiwanych wynikéw.
Tym samym, matematyka ingeruje w nauki techniczne co najmniej na czterech poziomach,
a mianowicie przy: (1) tworzeniu teorii, (2) formutowaniu problemu w ramach teorii,
(3) badaniu matematycznej poprawnosci sformulowanego problemu, (4) algorytmizacii
problemu i wykonaniu dzialad prowadzacych do wyniku. Podzial ten odpowiada w pew-
nym stopniu podzialowi zaproponowanemu w [2]. Problematyka zwigzana z (2), (3) i (4)
dotyczy przede wszystkim stosowania metod matematycznych (w szczegdlnosci nume-
rycznych) oraz maszyn cyfrowych w naukach technicznych i jest omawiana w wielu pod-
re¢cznikach i monografiach. W zwiazku z tym ograniczymy si¢ dalej do dyskusji nad (1),
tj. nad udzialem matematyki w tworzeniu teorii. Uwage zwrécimy, miedzy innymi, na
nieadekwatno$¢ teorii matematycznych do rzeczywistych badZ projektowanych przedmio-
tc’wy i proceséw opisywanych przez te teorie, a takZe na pewne proby przezwycigzania tej
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nieadekwatnosci. Dla uproszczenia nazewnictwa, przedmioty i procesy (juz istnicjace
badz dajace sig¢ zrealizowag), ktére sa tematem rozwazan nauk technicznych, bedziemy
nazywaé obiektami fizycznymi.

2. Matematyka a formulowanie teorii

Podstawa formulowania teorii majgcych znaczenie w naukach technicznych jest
zwykle: (1) obserwacja i eksperyment, (2) wyniki nauk $cistych, (3) hipotezy heurystyczne,
(4) abstrakcja i rozumowanie dedukcyjne i (5) przewidywana przydatno$¢ rezultatéw nie
tylko do opisu i wyjas$niania zjawisk lecz takZze do tworzenia nowych obiektéw lub pro-
ceséw w technice. Z ingerencja matematyki spotykamy si¢ majac do czynienia z (2), (3)
a zwlaszcza z (4); sa to bowiem te etapy formulowania teorii, w ktérych inZynier musi
mysle¢ matematycznie. Z uwagi na ogolnosé rozwazan nie bgda nas interesowaé dalej-
poszczegdlne metody matematyczne lecz tylko przedmiot rozwazan samej matematyki.
Nie wnikajac w szczegdly, przedmiot matematyki wspotczesnej bedziemy opisywaé za
pomocg pojecia systemu relacyjnego: wykorzysta¢ moglibysmy takze pojecie dziedziny
matematycznej, [3], s. 7, lub uniwersum, [4], s. 15. Systemem relacyjnym nazywamy
pare (X, T), gdzie X jest zbiorem tzw. elementéw indywiduowych oraz T jest pewnym
niepustym zbiorem relacji, ktéore mozna utworzy¢ z elementow indywiduowych. O ele-
mentach indywiduowych zaktadamy jedynie, Ze nie sa one zbiorami. Poza tym zaloZzeniem,
z formalnego punktu widzenia, nic o elementach indywiduowych nie wiemy. Jest to zgodne
.z aforyzmem B. Russela, Zze ,,matematyka jest dziedzina, w ktorej nie wiemy o czym mé-
wimy”’, por. np. [4] s. 12. Zbiér T moze zawieraé relacje miedzy elementami indywidu-
owymi, migdzy elementami indywiduowymi a relacjami, migdzy relacjami a relacjami,
mig¢dzy zbiorami relacji, miedzy zbiorami zbioréw relacji itd. Relacje sa tu rozumiane jako
relacje m-czioriowe, gdzie m = 1, 2, 3... (w przypadku m = 1 mamy do czynienia ze
zbiorami); $ciste okreslenie systemu relacyjnego mozna znalezé np. w [5], s. 21. Ele-
menty indywiduowe sg zwane relacjami typu 0, w zwiazku z czym dowolny element sys-
temu relacyjnego bedziemy dalej nazywaé relacja. _

Formulowanie podstaw matematycznych teorii przydatnej do rozwiazywania proble-
moéw techniki, sprowadza si¢ do konstrukcji pewnego systemu relacyjnego (X, T). Ele-
mentami indywiduowymi (tworzacymi zbior X) sg z reguly liczby rzeczywiste oraz obiekty
nie bedace zbiorami, jak np. zdarzenia, punkty przestrzenne, punkty materialne etc. Ko-
rzystajac z rezultatéw nauk Scistych, wprowadzajac pojecia fenomenologiczne i hipotezy
heurystyczne od razu w postaci relacji, tworzymy zbiér T. Czynno$é ta wymaga nie tylko
umiejetnosci w postugiwaniu sie abstrakcja i rozumowaniem dedukcyjnym, lecz takze
glebokiej znajomosci zjawisk i sytuacji fizycznych, wlasciwego uogdlniania wynikéw ob-
serwacji i eksperymentu oraz zdolnosci przewidywania procesow i obiektéw, ktdre teoria
ma opisywaé. Przy tworzeniu systemu relacyjnego z reguly korzystamy z poje¢ znanych
w matematyce, postugujac sie pochodna, catka, przestrzenia liniowa, przestrzenia topo-
logiczng itp. Formulowanie podstaw matematycznych nowej teorii to czgsto uogdlnianie,
specjalizacja badz modyfikacja teorii istniejacej, a wiec zastapienie znanego systemu re-
lacyjnego nowym systemem. Tworzac teorie majace znaczenie dla nauk technicznych
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stawiamy dodatkowo wymaganie, by systemy relacyjne bedace podstawa tych teorii
byly przydatne do formulowania i rozwigzywania problemdéw majacych znaczenie w tech-
nice. W dalszym ciggu pracy, dla uproSzczenia nazewnictwa, teori¢ bgdziemy utozsamiaé
z pewnym Ssystemem relacyjnym utworzonym celem matematycznego opisu obiektow,
zjawisk badZz proceséw majacych znaczenie w podstawowych naukach technicznych.
Stowo ,,teoria” odpowiada w tym kontekscie terminowi ,,model matematyczny”, gdyz
zwykle pod nazwg ,,teoria” rozumiemy nie tylko sam system relacyjny (stanowiacy w is-
tocie podstawe matematyczng teorii), lecz takze wszystko to, co z systemu tego mozna
otrzymaé droga dedukcji (twiefdzenia teorii).

3. Przyklad teorii jako systemu relacyjnego

Przedstawiony powyzej ogdlny schemat formulowania podstaw matematycznych teorii
jako systemu relacyjnego zilustrujemy przykifadem systemu, reprezentujacego podstawy
mechaniki Newtona. Ograniczymy si¢ do mechaniki swobodnych i izolowanych uktadow
punktéw materialnych o wylacznie dwupunktowych oddziatywaniach. W tym celu jako
zbiér X elementéw indywiduowych przyjmiemy sume teoriomnogosciowg X = RUEUVU
UMUF, gdzie R jest zbiorem liczb rzeczywistych oraz [6, 7]:

1° E jest czterowymiarowa elementarng rozmaitoscig rézniczkowa zwang przestrzenig
zdarzen,

2° V jest czterowymiarowa przestrzenia wektorowa, ktérej elementy nazywamy translac-
jami czasoprzestrzennymi,

3 M = {P,,P,, Ps, ...} jest zbiorem przeliczalnym, ktorego skonczone podzbiory
U= {P,,P,,..,P,}, n=1,2, .., nazwiemy ukladami punktéow lub krétko ukla-
dami, ;

4° F jest trojwymiarowa przestrzenia wektorowa, ktorej elementy nazwiemy sitami.

Zbiory X, R, E, V, M, F sa l-cztonowymi relacjami (jako podzbiory zbioru X); do-
datkowa relacja 1-czlonowa jest:

5° podzbiér S zbioru ¥V, S < V, stanowiacy tréjwymiarows przestrzen wektorowa
translacji czysto przestrzennych.

Jako relacje wielocztonowe wprowadzamy:

1° relacje funkcyjng g: Ex V — E, taka, Ze V dziatla w E jako abelowa grupa translacji,
tranzytywnie i swobodnie. Podzbiory £, = p+S dla kazdego p € E sa przestrzeniami
zdarzen réwnoczesnych ze zdarzeniem p.

2° forme¢ liniowg 7:V — R, spelniajaca warunek Kerz = S (j. 7{») = 0 dla kazdego
u €S, § < V); ktora nazywamy forma czasowa; liczba 7(p—q) jest odlegloscia czasowa
zdarzen p, g € E wyrazong wsekundachi,

3° iloczyn skalarowy h:SxS — R taki, ze liczba o(x,)) = Vh(x—y, x—y) jest
odlegtoscig przestrzenna zdarzen réwnoczesnych x, y € £, wyrazong w metrach,

4° iloczyn skalarowy k:Fx F — R taki, ze liczba Vk(/f, f) jest wielkoscia sity f wy-
razona w niutonach.

Jako relacje wyzszego rzedu wprowadzamy nastepujace zbiory relacji:
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1° Dla kazdego uktadu U = {P,,...,P,}, n=1,2,..., zbiér wszystkich relacji
funkcyjnych postaci:
u:UsP— u(P)eR,, 0]
ktére nazwiemy rozktadami masy w ukladzie U. Kazdg parg (U, ), w ktorej U jest dzie-
dzing funkcji 4, nazwiemy ukladem materialnym. Liczba u(P), p € U, jest masa punktu P
ukladu materialnego (U, u), wyrazona w kilogramach.
2° Dla kazdego ukladu U = {P,,...,P,}, n=1,2, ..., zbior wszystkich relacji
funkcyjnych postaci (symbol [Ux U] oznacza zbidr wszystkich takich par (P, Q) e Ux U,
dla ktérych P # Q):

@:[UxU]xR. 2 (P,Q,0) - ¢(P,0Q,0) €R, @
ktére nazwiemy rozktadami oddzialywan w ukiadzie U. Zakladamy, ze ¢(P,Q,0) =
= @(Q, P, o) dla kazdego o, P, Q oraz, ze ¢(P,Q, +) sa dla kazdego (P, Q) € [Ux U]
funkcjami ciagtymi. Kazda pare (U, @), w ktorej ¢ jest okreslone na [Ux U] x R, , nazwiemy
- cialem. Liczba ¢(P, Q, o) jest wartoscig oddziatywania migedzy punktami P, Q ciala (U, ¢),
odleglymi o o, wyrazona w niutonach.

W dalszym ciagu kazda trojke (U, u, ¢), dla ktérej (U, w) jest uktadem materialnym
a (U, @) jest cialem, bedziemy nazywa¢ cialem materialnym. Niech ponadto wskazniki
k, | przebiegaja ciag 1, 2, 3 (obowiazywa¢ bedzie umowa sumacyjna wzgledem tych
wskaznikow) oraz niech £y, €ER, po € E, e € V\S, e €S, a € F beda wybranymi
elementami odpowiednich zbiordw, takimi, ze ¢, < t;, z(eo) = 1, h(e,e) = oy,
k(ay, @) = 0. Wprowadzimy nastepnie:
3° Dla kazdego ciata materialnego (U, 4, ¢) zbidr wszystkich relacii funkcyjnych
postaci:
Ux[to, t1]5 (P, t) = po+teg+r5(P, t)e, € E,
Ux[ty, ,]12 (P, 1) = f5(P,)a, €F,

w ktorych r®(P, +), f(P, -), P € U sa funkcjami ciagtymi w [to, ¢,], funkcie r¥(P, ),
P € U maja ponadto ciagle pierwsze i drugie pochodne w [¢¢, ,], oraz spelniaja warunek:

3)

w® EEED e o, reto.n), Pev; @
i warunek:
fk(Pa t) =
= Y olp. 0. V@, D 1@, )P, =@, 1)
gel P

I %) bl s (250 N ()

V(P =@, 0)(r'P, =@, 1)
Kazdg pare odwzorowan (3) spetniajaca warunki t4) i (5) nazwiemy fizycznie dopuszczalng
ewolucja ciala materialnego (U, u, ¢). Wektory r*(P, t)ex i f*(P, t)a, sa polozeniem
punktu P i wypadkowa sila dziatajaca na ten punkt w chwili ¢. Reper (po; €, €3, €5, €3)
dla ktérego pierwsze z odwzorowan (3) spetnia warunki (4) i (5) (po wyrugowaniu f*(P, ¢))
jest reperem inercjalnym a bazg (a,, a,, as) W przestrzeni F nazwiemy zgodna z tym
reperem,
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Zbior zlozony z relacji 1-cztonowych X, E, V, M, F, S, R, z relacji funkcyjnych 7, g,
h, k, oraz ze zbioréw wszystkich relacji funkcyjnych postaci (1), (2) i zbioréw takich
relacji postaci (3) spelniajacych warunki (4) i (5), jest zbiorem T w systemie relacyjnym
(X, T), reprezentujacym podstawy mechaniki Newtona izolowanych, swobodnych ukla-
déw punktéw materialnych o dwupunktowych oddziatywaniach. Widoczne sa tu pojecia
pierwotne mechaniki (jako elementy indywiduowe), struktura czasoprzestrzeni Gali-
leusza, powiazanie mechaniki z jednostkami miary oraz aksjomaty (prawa) mechaniki
Newtona. W zastosowaniach teorii korzystamy najczeéciej z réwnan (4) i (5), traktujac
(1) i 2) w kazdym przypadku jako znane; niemniej jednak podstawy matematyczne re-
prezentuje tu system (X, T).

W podanym tutaj przykladzie formutowania podstaw teorii jako systemu relacyjnego
warto zauwazy¢, e ,juz same pojecia fizyczne sa podane od poczatku w matematycznej
postaci a matematyka stuzy do formulowania teorii”, [8], s. 17.

4, Teoria jako opis obiektow fizycznych

Niech system relacyjny (X, T) reprezentuje podstawy matematyczne pewnej teorii
przydatnej do formutowania, badania i rozwiazywania poblemdw o znaczeniu technicz-
nym (przyklad takiego systemu podano w poprzednim rozdziale). System (X, T) mozna
traktowa¢ formalnie, tj. jako pewna dziedzing matematyki, ktéra tym samym mozZe byé
badana metodami matematycznymi, niezaleznie od sensu fizycznego wystepujacych tam
relacji. Jednakze dla inzyniera zasadnicze znaczenie maja: (1) fizyczna interpretacja teorii,
tj. zwiazek wystgpujacych w niej relacji z obiektami fizycznymi, (2) przydatnosé teorii
do rozwigzywania probleméw w ramach nauk technicznych, (3) zakres fizycznej stosowal-
nosci teorii. W drugim znaczeniu matematyka jest tylko ,,narzedziem do rozwigzywania
zadan™, [8] s. 106, ktérym si¢ dalej nie bedziemy zajmowac. Matematyka nie odgrywa
tez praktycznie istotnej roli w ustalaniu zakresu fizycznej stosowalnosci teorii. Intere-
sowac nas tu bedzie natomiast fizyczna interpretacja teorii jako zwiazek miedzy relacjami
teorii a obiektami fizycznymi, ktére teoria ma przedstawiaé. Jest to wigc zwigzek migdzy
opisem pewnego obiektu fizycznego w ramach teorii (ktora dla uproszczenia utoZzsami-
liSmy poprzednio z systemem relacyjnym (X, T)) a samym obiektem fizycznym. Do opisu
obiektu fizycznego nalezy zaliczyé takze te wszystkie informacje o nim, ktore mozna otrzy-
maé z systemu relacyjnego droga dedukcji jako pewne twierdzenia matematyczne.

Kazdy opis, a wigc i opis obiektéw fizycznych w ramach pewnej teorii, moze by¢é
okreslony badz wieloznaczny, [9], s. 245. Latwo zauwaiyé, Ze:

1° Opisy matematyczne obiektéw fizycznych sa z reguly wieloznaczne, tj. teorie nie
opisuja wylacznie tych obiektéw fizycznych, ktére stanowia przedmiot naszego zaintere-
sowania, lecz takZe inne obiekty fizyczne; na przyktad rownanie rézniczkowe Poissona
opisuje wiele zupelnie réznych sytuacji fizycznych.

2° Nie wszystkie relacje w ramach danej teorii maja interpretacje fizyczna, tj. stanowia
opis pewnego obiektu fizycznego zaréwno w sensie aktualnym (jako istniejacego przed-
miotu badZ procesu) jak i potencjalnym (jako przedmiotu badZ procesu, ktéry moze
zostal zrealizowany), Wida¢ to wyraznie na przykladzie systemu relacyjnego podanego
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w poprzednim rozdziale; zadnych obiektéw fizycznych nie opisuja np. uklady materialne
(U, p), ktbrych punkty maja mas¢ rzgdu masy elektronu lub wszechéwiata. Méwiac
_ogolnie, teorie sluzace do opisu obiektéw fizycznych opisuja nie tylko te obiekty, lecz
takze pewne ,,obiekty niefizyczne”. Teorie takie mozemy nazwaé niekategorycznymi.

Poniewaz dla inzyniera pierwotny jest obiekt fizyczny a teoria ma charakter wtorny,
przeto wieloznacznoé€ teorii nie odgrywa istotnej roli w jej zastosowaniach. Niekatego-
ryczno$é teorii implikuje natomiast koniecznosé okreélenia zakresu stosowalnosci teorii.
Jest to problem bardzo ztozony (nmie bedziemy go tu omawiacd), gdyz z reguly zakres ten
ma ,,rozmyta” strukture i jest trudny do $cistego sprecyzowania. Bardziej ciekawe od
wymienionych powyzej wydaje si¢ jednak spostrzezenie, ze: '

3° Formulujac teori¢ opisujaca obiekty fizyczne wlaczamy do ich opisu cechy nie ma-
jace uzasadnienia empirycznego, takie jak np. ciagtosé lub gtadkosé. Zrédlem tego ro-
dzaju niefizycznych cech jest fakt, ze prawie wszystkie teorie (systemy relacyjne) majace
znaczenie w naukach technicznych korzystaja z pojecia zbioru nieskonczonego. Jedno-
cze$nie nie mamy zadnego uzasadnienia empirycznego, Ze np. ,,przestrzen i czas ciagna
si¢ w nieskoniczono$¢... w tym znaczeniu, w jakim przestrzen i czas sg faktami fizycznymi,
nie za$ fikcjami matematycznymi” a ponadto ,,Swiat, w ktérym wszelki ruch skladatby
si¢ z ciagu malych skonczonych drgnied, bylby empirycznie nieodréznialny od $wiata,
w ktérym ruch byltby ciagly”, [9], s. 207. Tym samym mamy do czynienia z pewna nie-
adekwatnoscia struktur matematycznych teorii stosowanych w naukach technicznych
(a takze w wielu naukach przyrodniczych) do obiektéw fizycznych, opisywanych tymi
teoriami.

Wymiienione powyzej spostrzezenia prowadza do konkluzji, Ze aparat matematyczny
stanowiacy narzedzie wielu dyscyplin technicznych wyprowadza nas czgsto poza fizyczna
tre$¢ rozpatrywanej klasy problemoéw. Fakt ten nie jest istotny dla inzyniera-matematyka,
zajmujacego sie¢ wylacznie badaniem matematycznych konsekwencji samego systemu
relacyjnego (formutowaniem twierdzen teorii). Taki czysto matematyczny kierunek badan
podstawowych w ramach nauk technicznych jest intensywnie rozwijany i pelni wazina
rol¢ w tych badaniach, miedzy innymi'dostarczajatc informacji 0 matematycznej popraw-
nosci probleméw formutowanych w ramach teorii. Warto jednak zaznaczy¢, Ze badanie
$rodkami czysto matematycznymi pewnego systemu relacyjnego jako podstaw teorii
opisujacej obiekty fizyczne, moze nam czgsto dostarczy¢é informacji nie tyle o samych
obiektach fizycznych jak o aparacie matematycznym teorii, opisujacym te obiekty. Nie-
adekwatno$¢ teorii do opisywanych przez nia obiektdéw fizycznych nie jest z reguly zauwa-
Zana przez inzynieréw, dla ktérych teoria jest jedynie punktem wyjscia do otrzymywania
efektywnych rezultatéw (zwlaszcza iloSciowych) o znaczeniu aplikacyjnym. Rezultaty takie
sa czesto weryfikowalne do$wiadczalnie i zgodne z intuicja oraz wynikami otrzymanymi
na innych drogach, co §wiadczy o ich wiarygodnoéci, Problem adekwatnosci o ktorym
moéwimy jest jednakze dosy¢ istotny na poziomie formulowania nowych teorii. Wskazuje
on bowiem na celowos$¢ zblizania matematycznej formy i fizycznej tresci teorii. Wydaje
si¢, 2e niezaleznie od celowo$ci mozliwie dokladnego okreslania zakresu stosowalno$ci
teorii (co jest konsekwencja niekategorycznosci teorii), zblizenia tego mozna dokonaé
na dwoéch drogach, a mianowicie przez, [10]: .

1° Wprowadzanie do rozwazan aparatu matematycznego ,bardziej adekwatnego”
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do opisu obiektéw fizycznych niz aparat dotychczas stosowany, w ktérym mamy do
czynienia z aksjomatem nieskonczonosci (,,istnieje przynajmniej jeden zbidr majacy
nieskoficzenie wiele elementéw”).

2° Zastapienie danej teorii pewna teorig ,,dokfadniejsza”, w ramach ktérej relacje
maja bardziej jasna interpretacje fizyczna, tj. lepiej opisuja obiekty fizyczne bedace
przedmiotem rozwazan. '

Drugie z wymienionych podej$¢ nie wprowadza niczego nowego do dyskusji bedacej
tematem rozprawy; ograniczymy si¢ tu tylko do uwagi, e teorie ,,dokladniejsze” badz
,,bardziej podstawowe™ sg na ogdét w naukach technicznych mniej przydatne do formulo-
wania i rozwiagzywania probleméw z uwagi na ich zlozono$¢ matematyczna. W nastgpnym
rozdziale oméwimy natomiast mozliwosci formutowania teorii ,,bardziej adekwatnych”
do obiektow fizycznych opisywanych przez te teorie. Mozliwosci te polegaja na wykorzysta-
niu aparatu alternatywnej teorii mnogosci, [11], lub® analizy niestandardowej’, [4, 5],
a formulowane na tej podstawie teorie nazwiemy opisami alternatywnymi.

5. Opisy alternatywne

Propozycja opisOw alternatywnych jest préba formutowania podstaw teoretycznych
niektérych dyscyplin technicznych przy wykorzystaniu aparatu matematycznego umozli-
wiajacego rezygnacje z aksjomatu istnienia zbioru nieskonczonego. Teoria mnogosci
wraz z aksjomatem nieskonczonosci, stanowigca podstawg wspolczesnej matematyki,
wprowadza bowiem do rozwazan ,,cala skalg przypadkéw szczegdlnych nieskonczonosci
aktualnej... z ktérych wigkszo$¢ nie znajduje sensownej interpretacji w rzeczywistym
$wiecie””. Ponadto ,,matematyka wspétczesna bada struktury, ktérych zwiazek z rzeczy-
wistym $wiatem jest co najmniej problematyczny” a tym samym matematyka ta ,,moze
by¢ zdegradowana do zwyklej gry realizowanej w pewnym sztucznym $wiecie”. Cytowane
tu za [11] stwierdzenia (mozZna je traktowaé jako sugesti¢, ze matematyka nie jest nauka
lecz sztuka) staly si¢ motywacja przeformutowania matematyki przez przebudowe jej
podstaw i zastapieniu teorii mnogos$ci przez tzw. alternatywna teorie mnogosci, [11].
Alternatywna teoria mnogosci jest pewna propozycja budowy matematyki na fenomeno-
logicznych podstawach. Tym samym mozna postawi¢ pytanie w jakim stopniu idee al-
ternatywnej teorii mnogosci moga usunaé dyskutowana powyzej nieadekwatnosé struktur
matematycznych do obiektow fizycznych opisywanych tymi strukturami,

W alternatywnej teorii mnogoséci wszystkie zbiory sa skoficzone w tym sensie, Ze mozna
je przedstawi¢ np. w postaci Z = {z,, z,, ..., z,}. Jednakze wskaznik n, ‘0znaczajacy
moc zbioru Z, nie musi by¢ zadna znana nam liczbg naturalna. Tym samym w alternatyw-
nej teorii mnogosci istnieja zbiory, ktore bedac z definicji zawsze skoficzone, zawieraja
Jjednakze ,,niepoliczalnie duzo” elementéw. Celem ich okreslenia wprowadza si¢ pojgcie
semizbioru; S jest semizbiorem gdy istnieje zbior Z taki, ze S = Z. Tak wigc kazdy zbior
jest pewnym semizbiorem. Aksjomat nieskonczonosci jest w alternatywnej teorii mnogosci
zastapiony aksjomatem istnienia wlasciwego semizbioru, tj. semizbioru nie begdacego
zbiorem. Tym samym zbiory zawierajace ,,niepoliczalnie duzo™ elementéw to takie zbio-
ry Z, ze S <« Z dla pewnego wlasciwego semizbioru S. Konsekwencja tego aksjomatu jest
istnienie liczb naturalnych nieskonczenie wielkich, ktorych odwrotnosci sa liczbami do-
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datnimi nieskonczenie matymi. Scisty wyklad alternatywnej teorii mnogosci oraz omo-
wienie pewnych struktur matematycznych zbudowanych na jej podstawie mozna znalezé
“w cytowanej juz pracy [11]. Pewna probe zastosowania tych struktur do formulowania
teorii opisujacych obiekty fizyczne podano w [12], gdzie, miedzy innymi, pokazano jak
mozna formutowaé¢ mechanikg Newtona bez wprowadzania pojecia ciagtosci i pochodne;j.

Struktury matematyczne podobne do tych, ktére-wynikaja z alternatywnej teorii
mnogosci, mozna takze otrzymaé w ramach analizy niestandardowej, [5]. Podstawa ana-
lizy niestandardowej jest matematyczny fakt, Zze dla kazdego zupelnego systemu relacyj-
nego M = (X, T) tj. systemu w ktérym T zawiera wszystkie relacje, ktore mozna utwo-
rzy¢ z elementéw indywiduowych (zadamy jedynie, by byly to relacje okreslonego typu,
por. [5]), istnieje system relacyjny *M = (*X, *T) (nie zupelny) bedacy tzw. powigksze-
niem systemu M. Oznacza to, 2e kazdej relacji ¢ w M odpowiada dokladnie jedna relacja
0w *Jl.l, zwana relacja standardowa. Ponadto gdy o jest zbiorem nieskonczonym, to
zbiér *p zawiera takze elementy, ktdre nie sa standardowe. Przyjmujac np. X = R, gdzie R
jest zbiorem liczb rzeczywistych, otrzymamy *X = *R, przy czym zbiér *R (zwany tez
zbiorem liczb hyperrzeczywistych), z uwagi na nieskofczonosé zbioru R, zawiera takze
liczby rzeczywiste niestandardowe. Liczbami takimi sg, mi¢dzy innymi, liczby naturalne
nieskonczenie wielkie, ktore pojawiaja si¢ takze w matematyce formulowanej na podstawie
alternatywnej teorii mnogosci. Ponadto kazde matematyczne stwierdzenie (dajace sig
wyrazi¢ w pewnym formalnym jezyku opisujacym M i * M), ktdére dotyczy M i jest praw-
dziwe, dotyczy takZe *M i takze jest prawdziwe dla *M. Tym samym np. wszystkie stwier-
dzenia dotyczace liczb rzeczywistych dotycza takze liczb hyperrzeczywistych. JeZeli system
relacyjny (nie zupelny) (X, T) jest podstawa pewnej teorii opisujacej obiekty fizyczne,
to zanurzajac go w zupelnym systemie relacyinym M = (X, T), T< T, a nastgpnie prze-
chodzac do powickszenia *M = (*X, *T) systemu M = (X, T), otrzymujemy tzw. nie-
standardowy model rozwazanej teorii. Na tej drodze mozemy otrzymat np. niestandar-
dowy model mechaniki Newtona, w ramach ktérego procz skonczonych uktadéw punktdw
o skoniczonych masach mozemy takZe rozwaza¢ uklady, w ktoérych liczba punktow jest
nieskonczenie duza lecz masa ukladu pozostaje skonczona, gdyz masy poszczegdlnych
punktéw materialnych moga by¢ nieskonczenie male, [7]. Podejscie takie umozliwia opis
matematyczny nowych sytuacji fizycznych w ramach ‘mechaniki Newtona oraz zbliza
matematyczna forme i fizyczng tres¢ teoril.

Alternatywne opisy obiektéw fizycznych pozwalaja na czg$ciowe usunigcie dyskuto-
wanych nicadekwatnosci teorii do opisywanych przez te teorie obiektéw fizycznych.
W szczegblnosci przeglad roznych zastosowar analizy niestandardowej do mechaniki
podano w [13]. Inne podejécie do formutowania teorii podano w [14], gdzie pojecia gra-
nicy i ciaglosci zastapiono pewnymi pojeciami nie wymagajacymi korzystania z aksjo-
matu istnienia zbioru nieskonczonego.

6. Uwagi korncowe

Zawarte w tej pracy spostrzezenia, wnioski i komentarze nie majg oczywiscie praktycz-
nego znaczenia dla inzyniera postugujacego si¢ matematyka jako narzgdziem stuzacym do
rozwiazywania zadan. Celem opracowania bylo natomiast zwrdcenie uwagi na pewne
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niejasnoéci i zapytania, ktore powstaja w sposéb naturalny, gdy nieco krytyczniej staramy
si¢ patrze¢ na rolg jaka pelni matematyka w formutowaniu teorii przydatnych do nauk
technicznych. Na uwagg zastuguja problemy wieloznacznosci, niekategorycznosci a zwlasz-
cza nieadekwatnosci struktur matematycznych do opisywanych przez te struktury rzeczy-
wistych badz projektowanych obiektow i proceséw. Formutowanie teorii alternatywnych
moze wprawdzie prowadzi¢ do opiséow bardziej adekwatnych, blizszych rzeczywistosci,
lecz moze takze zmniejszyé przydatnosé aplikacyjna teorii, odgrywajaca zasadnicza role
w zastosowaniach matematyki do nauk technicznych. Sytuacja taka ma miejsce gdy np.
mechanike Newtona formulujemy w ramach struktur matematycznych wynikajacych
z alternatywnej teorii mnogosci, [12], co z danej strony zbliza matematyke¢ do fizyki lecz
takZze wymaga rezygnacji ze znanych efektywnych metod rachunku rézniczkowego i cat-
kowego przy rozwiazywaniu poszczegdlnych probleméw. Jest jednakze prawdopodobne,
ze stale rozwijajace si¢ tendencje do coraz to wiekszej ,,komputeryzacji” nauk technicz-
nych moga wplynaé w przysziosci takze i na rozwoj alternatywnych sposobéw matema-
tycznego opisu obiektéw i proceséw bedacych przedmiotem rozwazan podstawowych nauk
technicznych.
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Pesome

O POJIM MATEMATHKH B TEXHHUYECKHNX HAYKAX

Hessro paGOTbI ABJSACTCA aHaJIM3 HEKOTOPbIX HECOOTBETCTBEHHOCTEH MOKAY MaTEeMAaTHYCCHHMH
CTPYKTYpaMH BCTPE€YACMBIMH B OCHOBHBIX TEXHHUECKHX HAyKax & ueﬁerﬂrem:m:xmﬂ O0BEKTaMH HITH
TIpOLECCaMM OTIMCHIBACMbBIMH 3THIMH CTPYKTYPaMH. Y}(asauo, YTO TaKHe HECOOTBECHHOCTH MOrYT CTaTh
YMCEHLUICHBI IIDH IMOMOIIH aJ'U.:TCpHaTHBHbIX METOJAOB OIIKCAHHSA (bH3H‘{CCKPlX—CHTyaL(Hﬁ, NOJIb3YACh TIPHH-
uHnamu aIIbTCpHZTHBHOﬁ TEOPHH MHOMKECTB HJIM HECTAHTAPTHOIO anasnusa.
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Summary

ON THE ROLE OF MATHEMATICS IN ENGINEERING SCIENCES

The main aim of the paper is to analyse certain discrepancies between the ‘mathematical structure
of some engineering theories and the real objects or processes that are described by these theories. It is
shown that the discrepancies under consideration can be diminished by using the alternative forms of”
description of the physical situations, which are based on the mathematics in the alternative set theory
or on the nonstandard analysis.

Praca wplynela do Redakcji dnia 4 pazdziernika 1988 roku.



