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Politechnika Warszawska

W pracy wyznaczono rdézne postacie rozwigzan pola przemieszczen w problemie
drgan strefy aktywnej statora turbogeneratora. Wyréznione postacie funkcji przemieszczen
przedyskutowano w zaleznosci od formy zwiazkéw konstytutywnych i relacji miedzy
stalymi materialowymi osrodka ustroju elektromagnetycznego maszyny i rzedu fal napre-
. "Zen wymuszajacych drgania.

1. Wstep

Rozszerzenie modelowania konstytutywnego rdzenia i strefy ztobkowo-zgbowej statora
turbogeneratora, jak rowniez uwzglgdnienie wymuszenn (obciazen) charakteryzujacych
si¢ wyzszymi rzedami fal przestrzenno-czasowych, sklania do formutowania ogdlniejszych
rownan elastokinetyki w problemie drgan turbogeneratoréw. Réwnania te z kolei wyma-
gaja stosowania niestandardowych metod poszukiwania rozwigzan. Wyznaczone zas
rozwigzania cechuja si¢ osobliwa forma zaleznosci od zmiennych przestrzennych i cza-
sowej, co znacznie uogélnia opis badanych zagadnien i sktania do rozszerzenia inter-
pretacji wyprowadzonych zaleznosci.

W pracy przedyskutowano rézne postacie funkcji przemieszczei w problemie drgan
rdzeni statoréw turbogeneratoréw. Szezegdélna uwage zwrécono przy tym na formy tych
funkcji w zaleznosci od relacji migdzy stalymi materialowymi oSrodka obwodéw elektro-
magnetycznych maszyny i wartosciami liczb falowych obciaZzen elektromagnetycznych
wymuszajacych drgania.

Niniejsza praca nawiazuje do artykutu autora [11] i stanowi rozwinigcie analiz przed-
stawionych tam zaleznosci.

2. Réwnania przemieszczeniowe

Réwnania elastokinetyki w rozwazanym problemie drgan statoréw turbogeneratorow,
przy zatozeniu ortotropii o§rodka rdzenia i strefy ztobkowo-zgbowej oraz przy pominigciu
sit objetosciowych, majg postaé:
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gdzie: E,, E, oznacza radialng i tangencjalng sktadowa modutu Younga, »,, », odpowied-
nie sktadowe statej Poissona, G, — modut na $cianie, o — gesto$¢ osrodka.

Jako determinanty rozktadu pola przemieszczen przyjmuje si¢ elektromagnetyczne
sity powierzchniowe, ktérym mozna nadal nastepujaca ogélna forme fali wirujacej*
[10, 11, 12]

Po= D P expi(dap— @0t 4, a=rp, ®

w ktorej: P, oznacza amplitudy harmonicznych naprezen, A,, £2, — liczby falowe i cze-
stodci przestrzenno-czasowej zmiennosci naprezen, v, — katy przesunieé fazowych.

W ogdlnym przypadku struktury pola elektromagnetycznego, a wieC pasmowego
i reluktancyjnego, liczby falowe i czgstosci naprezen elektromagnetycznych mozna okresli¢
wyrazeniami:
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A, n=0,1,2; N=0,1,2..

pn>

w
}»p" = p(2n+1), Wy —
P
przy czym: p — jest liczbg par biegundéw, w — czestoscia zmian parametréw elektro-
magnetycznych, Z; — liczba ztobkow statora maszyny.

1) Okre$lenie — fala wirujgca stosuje si¢ w miejsce nazwy fala obwodowa, uzywanej w mechanicznej

literaturze zagadnien falowych [7]. Pierwsza nazwa stosowana jest w okre§leniach zmiennosci przestrzen-
no-czasowej wielkosci elektromagnetycznych, ktoérych struktura przenosi si¢ wiasnie na efekty mechaniczne,
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Wobec zaleznoéci (2) przyjmuje si¢ analogiczna posta¢ przestrzenno-czasowa prze-
mieszczen:

U = Y Unn(r)expi(A,o—2,1). )

n

Na podstawie powyzszej zalezno$ci i rownan (1) otrzymuje si¢ ukiad réownan dla
funkcji Ugy:
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3. Ogolne rozwiazania dla funkeji przemieszczen

Przed rozwigzaniem ukladu réwnan (6) wygodnie jest dokonaé zamiany zmiennych

o(l=vmy) . . ; peset .
P =yl Ya =2, , 1 rownania te napisa¢ w postaci:

Trp

dzU,.,, 1 dU,.,, Aln' A2n qum' A3n
e r ‘df+(9*'7z Uadiess g 72 Um =0, ®
diBe il al Bln Byn dU, Bs,.
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gdzie oznaczono:
G, : 1
o AR g G
'Ql E,- L 2 l_vrv‘p
Rozwiazan ukladu réwnan (8) poszukuje si¢ w formie szeregéw potggowych:
Urn & Eakn(ynr)p"+k7 'Pn 24 bkn(ynr)p"+k (9)
k

ktérych struktura jest analogiczna do szeregéw funkcji Bessela.
Wspéltczynniki szeregéw potegowych (9) wyznacza si¢ ze zwiazkéw rekurencyjnych:
G (Pt K)? — Agn] + biea [(D +K) A2+ A3a] — 21 e 23 = 0,

(10
bkn [(pn + k)2 _-Bln] +akn [(pn"'k)BZn +B3n] —'QZ b(k—2)n = 0.
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W powyzszych zaleznodciach oznaczono przez p pierwiastki réwnania wyznaczajacego
dla uktadu rownan (8).

Réwnanie wyznaczajace wynika z (10) przy warunku a,, # 0 i by, # 0 i ma w ogdl-
nym przypadku postac:

prt+b.pite, =0,
(1)

b, = —[1+§f A2 gw —2/1?,v¢J, e = 2y,
Z powyzszych zaleznodci i uwag wynika, Ze szeregi (6) zawieraja tylko wspotczynniki
o wyrazach parzystych a cztery pierwiastki rownania wyznaczajacego nie zaleza od cze-
stodci drgan.
Ogdlne rozwigzania rownan przemieszczeniowych maja postaé:

4
U, = ZZFrngamzkn(’)”')p'""+2k expi(/lntp_gnt)a
m n k
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Z formy réwnania wyznaczajacego (11) i zwiazkow rekurencyjnych (13) wynika istotna
zalezno$¢ pierwiastkow py, i wspotezynnikOw @360, Pmais, @ wige funkcji zmiennej r roz-
wigzan przemieszczen, od parametréow materiatowygh osrodka oraz liczb falowych.

Tak wiec charakter zmiennosci przemieszczen jest jako$ciowo zroznicowany dla
poszczegdlnych harmonicznych i wlasnosci materialowych o$rodkow.

4. Uwagi o parametrach .materialowych

Przed specyfikacja rozwigzan funkcji przemieszczeniowych, ze wzglgdu na wskazane
parametry, wypada przedstawi¢ wyznaczone dotychczas (eksperymentalnie) przedzialy
warto$ci statych materialowych E, » i relacje migdzy sktadowymi E,, E, dla rdzeni statoréw
turbogeneratoréw [1, 3, §, 9, 12].

Jest rzecza oczywista, 2e wyznaczenie parametréw konstytutywnych ustroju stanowig-
cego kompozyt obwoddéw elektrycznych— uzwojen i obwodu magnetycznego — rdzenia
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maszyny elektrycznej jest niezwykle skomplikowane. Spowodowane jest to przede wszy-
stkim ortotropia mechaniczng blach spakietowanego rdzenia oraz kompozytowa kon-
strukcja (miedZz — izolacja — zelazo) strefy ztobkowo-zgbowej maszyny [4] (rys. 1).

Rys. 1. Szkic przekroju strefy aktywnej rdzenia statora turbogeneratora. I — obszar ziobkowo-zgbowy;
2 —pret uzwojenia (miedz); 3 — zab rdzenia (ferromagnetyk); 4 — obszar jarzma

Ponadto nalezy zauwazy¢, Ze zaréwno rdzen jak i przewody uzwojen sa niejednospdjne
geometrycznie (zawieraja kanaty lub kanaliki do przeptywu czynnikéw chiodzacych),
a sztywno$¢ catej konstrukcji ulega zmianie podczas eksploatacji maszyny.

Ze wzgledu na wskazane zlozonosci i osobliwosci konstrukcyjne obwoddéw elektrycz-
nych i magnetycznych turbogeneratoréw, wyznaczane parametry konstytutywne maja
znaczenie parametréw ekwiwalentnych. -

Na podstawie dostgpnych wynikow badan eksperymentalnych wilasnos$ci materiato-
wych rdzeni statoréw duzych maszyn elektrycznych [1, 3, 5, 9, 12] moZna okresli¢ naste-
pujace przedzialy wartosci dla moduléw Younga i wspélczynnikow Poissona tych rdzeni:

— jako o$rodkow izotropowych

E=<095+1.7,1.9)10° MPa,
vy = {0.27+-0.32),

— jako osrodkéw ortotropowych

E, {1.43+1.74>  dia blach zimno-walcowanych
E, =111 , dla blach goraco-walcowanych’

v, = 0.30,

dla modutu na $cinanie przyjmuje si¢ warto$¢ G,, = 0.81 10> MPa. Warto§¢ wspétczyn-
nika Poissona w kierunku tangencjalnym wyznacza si¢ z zaleznosci E,», = E v, [6].

Nalezy przy tym zauwazy¢, ze modut Younga dla pojedynczego pakietu lub blachy
oszacowuje si¢ wartosciami [12] E, = ¢2.02+2.25>10° MPa w kierunku prostopadtym
do kierunku walcowania i E, = (1.3+1.84) 10° MPa w kierunku walcowania.

Przy czym dolne wartoéci E, i gérne E, odnosza si¢ do blach goraco-walcowanych
a pozostale wartosci do blach zimno-walcowanych anizotropowych,

W zestawieniu powyzszych parametréw wypada zasygnalizowal pracg [3], w ktorej

podane sa odwrotne zaleznosci dla wartosci wspétrzegdnych E,, E,, a mianowicie E—’ =
@
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= 0.67, E, = 1.4210° MPa i wartosci wspotczynnika Poissona w kierunku radialnym
réwnego », = 0.3 oraz G,, = G = 0.81 10° MPa. :

Z powyiszych zestawien wynika, Ze relacje dla mechanicznych parametréw materia-
towych' zblachowanych rdzeni maszyn elektrycznych nie sg Jednoznacznyml danymi
i wymagaja dalszych uscislen. .

A ponadto w zaproponowanym schemacie obliczeniowym zachodzi potrzeba zrézni-
cowania parametréw materialowych dla poszczegdlnych podobszaréw statora — strefy
Ztobkowo-zgbowej 1 jarzma.

Brak jednoznacznych danych materiatlowych rozwazanych o$rodkow ustroju statora
turbogeneratora utrudnia niewatpliwie analize¢ ilosciowa funkcji przemieszczen, lecz
w pewnym zakresie mozZna przeprowadzi¢ dyskusj¢ wartosci pierwiastkéw réwnania(11)
w zaleznosci od wskazanych relacji migdzy tymi parametrami. I jednoczesnie przeanali-
zowaé pod wzgledem jakosciowym wyznaczone funkcje. Jest to o tyle interesujace, Ze
w przypadku istnienia pierwiastkOw zespolonych nastepuje istotna zmiana jakosciowa
w formie fali wirujace;j.

5. Charakterystyka pierwiastkéw réwnania wyznaczajacego

Przed ogdlna charakterystyka lokalizacji pierwiastkéw réwnania (11) nalezy okresli¢
przypadki rozwiazan tego rownania ze wzgledu na wyréznik 4 = b2—dc,.

W pierwszym przypadku gdy wyréznik jest dodatni 4 > 0, to z uwagi na relacje
—b, > V4 otrzymuje si¢ cztery rozne pierwiastki rzeczywiste:

=X A b —1A
pil = i _!)_"+]/A, 3 ﬁ} - i b" l’ A . (14)
P2n l 2 Dan 2
Gdy 4 = 0 to istnieja dwa podwojne pierwiastki rzeczywiste :
—bn bn
pln :p2n='Ta Dan = Pan =—§—5 : (15)

W przypadku gdy 4 < 0, to otrzymuje si¢ pierwiastki zespolone, ktére za pomocg wiel-
kosci:

=gV ~bAVTEA, fo=5)) e (16)

mozna okresli¢:
Pin = “nl+jﬂn: Dan = “n_iﬂn, Pan = _‘an+iﬂns Pan = _an_i ne (17)

Ze wzgledu na zgrubne oszacowania statych materialowych E, », ¢ mozna uznaé, ze
tylko przypadek pierwszy 4 > 0 trzeci 4 < 0 sa istotne, ale i w tych przypadkach szcze-
gétowa lokalizacja pierwiastkéw nie jest mozliwa.

Wobec relacji —b, > 0c¢, > 0, warunek 4 > 0 mozna sprowadzi¢ do warunku
b,—271 ¢, > 0, a wigc wyréznik jest dodatni gdy:



DRGANIA STATOROW TURBOGENERATOROW 641

E, - 1+1/I€)2 .
Gw>2kv,+21/k—( a4 ) (18)

. . _E
gdzie k = 7

r
Dla duzych wartoscei liczb falowy 4, > 10 mozna pomingé ostatni sktadnik po prawej

stronie powyzszej relacji (18).

Dalszg dyskusje szczegétowa utrudnia ,,nieokreslonosc” modutu scinania G.,. Przyjecie
natomiast tej wielko$ci rownej wartoéci 0.81 10 MPa nie wydaje si¢ stuszne wobec prze-
dzialéw zmienno$ci wielkosci E(E,) i E,/E,.

Pomimo wskazanych trudno$ci mozna stwierdzié, ze dla obszernego zbioru para-
metréw materiatowych wyrdznik jest dodatni dla podstawowej wartosci liczby falowej
Ao = 2p. Natomiast dla wyZzszych wartosci liczb falowych przy warunku & < 1 wyréznik
jest ujemny dla szerokich przedzialéw zmiennosci parametréw E,/E, iv,.

W przypadku k& > 1 wyréznik jest dodatni rowniez dla duzych wartosci liczb falowych.

Przypadek & = 1 odnosi si¢ do oSrodka izotropowego i wéwczas pierwiastki réwnania
(11) wynosza:

PJ:1=An+1’ PZn:An_la Pan = —An+1> Pan = _An"_l-

6. Charakterystyczne formy funkcji przemieszczen

Ogdlne rozwigzanie funkcji przemieszczen wyrazone jest wzorem (12) i w priypadku
pierwiastkéw rzeczywistych réwnania wyznaczajacego (11), postaé tej funkcji?? mozna
bezposrednio stosowaé do-dalszych obliczen. )

Skladnik funkcji przemieszczen uzalézniony od zmiennej radialnej ma forme analogiczng
do funkcji Bessela pierwszego rodzaju, lecz o zepolonych wspétczynnikach szeregu. Mozna
wykazaé, Zze szereg ten jest zbiezny jednostajnie w catym obszarze r < R. Trudno jest
jednak, na obecnym etapie badan, wybraé¢ postaé standardowa dla tego szeregu, ale obli-
czenia cyfrowe tej funkcji nie stanowia trudnosci.

Problem pojawia sie w wyznaczeniu rozwiazan funkcji przemieszczen w przypadku
istnienia pierwiastkéw podwoéjnych (4 = 0), bowiem wowczas rozwigzania liniowo nie-
zaleznego nalezy poszukaé w inny sposob.

Analogicznie jak w przypadku funkcji Bessela drugiego rodzaju, drugie rozwiazanie
(w rozpatrywanym przypadku) posiada osobliwo§¢ w punkcie r = 0 i ogdlna jego postaé
dla funkeji U,(r) (9) moze byé wyrazona wzorem:

x ,
Ual®) = Inr D) taaialry)t 4 2[ L (19)
k k

ap P=Pyy

i analogicznie dla przypadku p = pi, = p, (15).
Charakterystyczne rozwigzanie funkcji przemieszczen w rozwazanym zagadnieniu
odnosi si¢ do przypadku osrodka izotropowego. Odpowiednie réwnania przemieszczeniowe

2) W rozwiazaniach koficowych nalezy wzia¢ oczywidcie czgdé rzeczywista wyznaczonych funkcji.
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i wspolczynniki réwnafi mozna wyznaczy¢ na podstawie zaleznosci (1) i (2) w wyniku
podstawienia:

E ¢ v E
E=B=i s n=%=1 5 Ow=0=gyp, @0
Tak wigc wspélczynniki (2) przyjmujg postac:
= —1 a = 1——211_ a = ! — 3-4
ay = ’ 12 = 20—’ 13 = 2(1=9)’ g4 = T(l_—v),
2(1—» 1 3
a = —1, a22=1(——2v)’ 023=?2v, a24=l——2v’ . @n
2 __- o(1—=2v) (1+») _ 20(1+49)
5T gaoy 0 T TR

Wobec powyiszych zaleznoSci roéwnania przemieszczeniowe przyjmuja klasyczna
posta¢ réwnan elastokinetyki [8]:

1 . 20(1+v) *u -
= grad dlvu—ME——— 2 = 0. (22)

Vu+ _Allv_—

Ogolne rozwigzania powyZszego roéwnania (22), wyznaczone metoda przedstawienia
Lamego [8], dla rozwazanego zagadnienia drgan ustroju statora turbogeneratora wywola-
nych obciazeniami w formie (3), mozna przedstawi¢ w postaci:

A, - i4,
U, = ZiFI,,I:‘_TJA,,(ylnr)+y1nJA:—1(y1nr)]+F2"TJAn(y2"r)+

id,
r NA,,(yan)}'
- €Xp i(An(p—‘Qnt)y

id, 4, 23)
Up = Z {Fln VA,.(71;.")+F2"[—’_JA,,(‘}’z,.")-yz,,JAn_1(y2nr)] +

A,
+F3n[ —TNA,,('}’M")+‘}’1"NA,,— i (‘}’1:-")] +Fy,-

r

i4, 4,
+ F3, rNA,,(Vlnr)+F4n[' P ‘N/l,,(yan) - VanA,,—l(‘}’zn")“‘

-exp i(d,9—£2,1),
gdzie: y,, = 0, ]/a_l;, Yan = in/aés,
14,, N4, — funkcje Bessela pierwszego i drugiego rodzaju rzedu 4,
F,,—dowolnestale m =1, ...,4,n =0,1,2....
Znamienna posta¢ mozna nadaé funkcji przemieszczen w przypadku zespolonych
pierwiastkéw (17), bowiem cz¢sé wyrazenia tej funkcji uzaleznionej od zmiennej r mozna

wlaczy¢ do czynnika fali wirujacej: .
ul 3 . ‘
e = D) D) F D Gamatarar ) Hexpi( Ay = B yar = 2,1). (24)
m n k

Zatem w czynniku funkcji reprezentujgeym falg wirujaca (exp i (Ap—£¢)) pojawia si¢
sktadnik f,.lny,r zmieniajacy charakter rozprzestrzeniania si¢ tej fali. W bezposredniej
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interpretacji mozna to okresli¢ jako zmiang fazy fali wirujacej na liniach parametrycznych
r = const. Z drugiej strony wskazane wyraZenie oznacza falowe rozprzestrzenianie sig
przemieszczenh w kierunku radialnym.

Przez analogie do predkosci synchronicznych® harmomcznych fal wirujacych ws,, =
= 0,/A, mozna okre§li¢ predko$¢ zmienno$ci przemieszczen w kierunku radialnym
Visn = $2,7/Bun. 1 jest to element osobliwosci w tym efekcie ze wzgledu réwniez na zalez-
no$¢ tej predkosei od miejsca w przestrzeni.

Dlugosci fal propagujacych si¢ w poszczegdlnych kierunkach wynosza:
S T r(e%——l)' (25)
‘on A" H rnm

Z przedstawionych zalezno$ci i uwag wynika, Ze wskutek zréznicowania parametrow
materiatlowych oérodkéw w podobszarach (zeby, Ztobki — jarzmo) ustroju statora turbo-
generatora, sg rowniez istotnie zréznicowane, pod wzgledem jako$ciowym, rozwiazania
dla efektéw wibracyjnych w tych strefach.

Poza tym na jako$ciowy przebieg drgan w fych maszynach maja wplyw réwniez takie
parametry konstrukcyjne, jak liczby Zztobkoéw statora i rotora oraz struktuza uzwojen.
Bowiem parametry te decydujg o kompozytowej i materialowej strukturze podobszaréow
maszyny oraz o liczbach falowych i czestosciach drgan.

A

7. Uwagi koncowe

Przedstawione rozwigzania funkcji przemieszczen stanowia ogolniejszy opis drgan
ustroju statora turbogeneratora niz dotychczas prezentowane rozwiazania dla tego zagad-
nienia [3, 10, 11, 13]. Uogdlnienie to dotyczy ortotropowego modelu maszyny oraz roz-
szerzonego spektrum liczb falowych i czgstosci funkcji obciaZzen wymuszajacych drgania,
a tym samym dotyczy réwnieZ rozszerzonego zbioru tych parametréw dla pola przemiesz-
czen.

Rozszerzenie zwiazkéw konstytutywnych umozliwia w sposéb naturalny rozrézniaé
i jako$ciowo analizowaé efekty wibracyjne w strefie Ztobkowo-zgbowej i w jarzmie statora.

Na uwage zashuguje réwniez mozliwosé uwzglednienia w parametrach materialowych
uztobkowania cz¢sci rdzenia, a wigc struktury maszyny ustalonej w oparciu o kryteria
elektromagnetyczne. Zatem prezentowane podejécie pozwala analizowaé drgania maszyny
w zaleznoSci od konstrukcyjnych parametréw elektromagnetycznych.

W zakoriczeniu nalezy zauwazyé, ze prezentowane w literaturze [2, 13] wyrazenia na
amplitudy drgan statoréw, wyznaczone w oparciu o model statora w formie cienkoscien-
nego, izotropowego i jednorodnego pierscienia, i przy zatozeniu tylko obcigzeri w formie
naciggu magnetycznego p, = BF/2u, okreslonego indukcja szczelinowa B, chociaz maja
pewne zalety z punktu widzenia inZynierskiego, moga by¢ przydatne tylko do zgrubnego
oszacowania wspoétzaleznosci drgad od ramowych parametréw geometrycznych i fizycz-
nych turbogeneratoréw.

% Uzycie nazwy — predkosé synchronicz.a, ma uzasadnienie w stosowaniu tej nazwy dla przebiegow
elektromagnetycznych o analogicznej formie przestrzenno-czasowej zachodzacych w turbogeneratorze —
elektrycznej maszynie synchroniczne;j.
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Peszwome

OYHKIMU HEPEMELL[,EHI/II?'I B ITPOBJIEME BUBPALIMM CTATOPOB
TYPEOT'EHEPATOPOB

ITpencraBnensr pasnnuubie (HOPMbI nepeMeinenyii B GyHKUMOHANBHOM BHAE NPUMEHEHbI K Opod-
neme BUOpAUMHU AKTUBHOU 30HBI CTATOPA TYypOoreHepaTopa.

DyHKUMI! repeMellieHHH NPOaHaNU3MpOBalbl C YUETOM OTHOLUEHLN MEWAY napameTpaMH yupy-
TFOCTH IJIEKTPOMATHUTHOHM CHCTEMbI CEPOEUHHKA CTATOPa M NOPAAKA TAPMOHMK HANPF)KEHHH BbI3bIBa-
IOIHX BHOpaUMio CTaTopa.

Summary

FUNCTIONS OF DISPLACEMENT FIELD IN THE PROBLEM
OF VIBRATIONS OF STATORS TURBOGENERATORS

In the paper the different forms of displacement field in the problem of vibrations in active zone of
stator core turbogenerator are demonstrated.

The functions forms of displacement have been discussed depending on the constitutive equations
and the relations between the materials constants of electromagnetic bodies of stators core as well as the
order of stress harmonics produced by vibration of the stator.

Praca wplynela do Redakeji dnia 31 maja 1988 roku.



