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Wykaz wazniejszych oznaczen

Ar — pole przekroju k-tego elementu belkowego

C — macierz sztywnosci elementu sprezystego

¢ — wspdlezynnik sztywnosci

D, — funkcja charakterytyczna uktadu

D — funkcja wyznacznikowa grafu przeksztalconego

E — modut Younga na rozciagganie

I — geometryczny moment bezwladno$ci przekroju belki

K, K,, K, K, — funkcje Krylowa-Pragera

M — macierz bezwladnosci elementu inercyjnego

Sy —sila osiowa w k-tym przekroju

T — macierzowa waga krawedzi grafu drgad poprzeczaych

tf, — waga krawedzi grafu dla drgan wzdluznych

T* — macierz przejécia k-tego elementu belkowego

T* — waga krawedzi grafu zredukowanego

u, — przemieszczenie osiowe w k-tym przekroju

v, — macierz zmiennych w k-tym przekroju

1% — wierzchotek grafu odpowiadajacy k-tej zmiennej biegunowej
2%, — wierzcholek grafu odpowiadajacy k-tej zmiennej przeplywowej
Xt — oznaczenie grafu transformacji zmiennych

Xr — oznaczenie grafu przeksztalconego

Y, — macierz podatnosci w k-tym przekroju

Y, — podatnos$¢ przemieszczeniowa ukladu w k-tym przekroju
f — pierwiastek charakterystyczny -

A;; — funkcja wyznacznikowa grafu dla drgan wzdluznych

A;; — macierz wyznacznikowa grafu dla drgaii poprzecznych

8 —— transmitancja $ciezki gléwnej grafu zredukowanego
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A — macierz chakterystyczna ukiadun

e — gesto§¢ masy

0, — podatnos¢ katowa w k-tym przekroju

ue — wspdlczynnik okreslajacy iloraz pierwiastkow charakterystycznych
1 — macierz [1,0]

T — macierz [0, 1].

1. Wprowadzenie

W formutowaniu zadai modelowania drgan ukladéw o parametrach rozioZzonych
w sposob ciggly stosuje sig metody: klasyczna metoda rozdzielania zmiennych, macierzy
przeniesienia [10] oraz metodg elementéw skonczonych [1]. Niektore z tych metod sg
wygodnym narzedziem w analizie drgan ukladéw pretowych, co wymaga przyjgcia postaci
funkcji keztaltu.

W pracy sformulowano nowa interpretacjc modelowania drgan uktadow ciagtych
przy zastosowaniu formalizmu graféw [5, 7]. Metode graféw wykorzystano w agregacji
podukladow prostych, ktére moga byé zarowno ciggle jak i dyskretne. W przypadku ukla-
déw zioZzonych powstaje problem ustalenia warunkéw zgodno$ci przemieszczen i sit
pomiedzy podukladami nazywanymi prostymi o znanych podatnodciach dynamicznych.
Konstruujac grafy transformacji zmiennych elementu pretowego oraz podstawowych ele-
mentéw dyskretnych, spos6b modelowania sprowadzono do wyznaczania $ciezek giéwnych
w grafie uktadu [2, 3, 4]. _

Zastosowania graféw przeptywu sygnatdéw i reguly Masona znane sa w analizie ukla-
doéw elektrycznych [8, 9] i dotycza one réwnan czastkowych rzedu 2-go. W sformutowanej
metodzie opisuje si¢ uklady pretowe drgajace wzdluznie 1 skretnie, ktérych modelem
matematycznym sg rownania rzgdu 2-go oraz uklady wykonujace drgania gietne, modelo- -
wane rownaniami rzgdu 4-go. Zakres metody ograniczono do wyznaczenia réwnania
charakterystycznego oraz dynamicznych podatnoéei ukladéw ciaglych.

Dla ukladéw o strukturze szeregowej podano rekurencyjne zwiazki, umozliwiajace
redukcje grafu do grafu czwérnika z wierzchotkami brzegowymi. W grafie tym jedna
z transformacji zastgpczych okreéla rownanie charakterystyczne ukladu, Mozliwe jest
réowniez badanie postaci drgan wlasnych ukiadu na etapie kolejnych krokéw redukeji
grafu. Zakres metody rozszerzono na uklady o strukturze nieszeregowej dzieki zastoso-
waniu dekompozycji uktadu na podukiady oraz agregacja ich graféw. W tym przypadku
konieczne jest wyznaczenie dynamicznych podatnosci podukitadéw w punkcie sprzeze-
nia.

Ponadto rozwazono zagadnienie badania wrazliwosci strukturalnej czestosci wlasnych
uktadu ciagtego przy modyfikacji struktury ukiadu. W przedstawionym przykladzie badan
wplyw potoZenia punktu sprze¢zenia.podukladéw na wartoéci pierwiastkéw charakterys-
tycznych. Analiza wykazala, Ze w niektérych potozeniach czestosci wiasne ukladu gtéw-

nego sa niewraZliwe na modyfikacje struktury tego ukladu, przez przytaczenie drugiego
poduktadu.
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2. Grafy transformacji zmiennych elementéw

Uklady ciagle mozna modelowa¢ za posrednictwem belek prostych, wykonujacych
drgania wzdluzne oraz poprzeczne. W obydwu przekrojach brzegowych elementu wy-
réznia sie macierze kolumnowe zmiennych reprezentujacych wielkosci kinematyczne oraz
sitowe®. Pomigdzy zmiennymi wyodrebnionymi w przekrojach brzegowych zachodzi
relacja macierzowa:

v, =Tv,, )

gdzie: v; = col[u, y, &,s, 0, M];, i = 1,2, '

T = T(f) jest macierzg transformacji zmiennych elementu macierza przejscia ele-

mentu,

B jest pierwiastkiem charakterystycznym.
Dokonujac specyfikacji macierzy T oddzielnie dla drgafn wzdluznych i poprzecznych
otrzymujemy szczegdtowe jej postacie [1]
— dla drgan wzdhuznych:

cosp Ef4/3 sin
T - ) (2)
—E—IA sinf cosp
— dla drgan poprzecznych:
Ty Ty
21 T22
gdzie wyrdznione podmacierze sa nastepujace:
l
Kl FKZ
Tl.l = T22 = ﬂ ’ (4)
TK“ K,
-3 -2 —EIf?
L _|EE | S .
12 = _lzK IK 3 21 = —EIﬂZK —"E]ﬁK E] ()
EIp* " EIf * E T

gdzie przez K; = Ki(B), i + 1,2, 3,4 oznaczono funkcje Krytowa.

Réwnanie (1) mozna odwzorowaé geometrycznie w postaci grafu przeptywu infor-
macji elementu belkowego (rys. 1).
Odpowiednie grafy transformacji zmiennych elementu ilustrujg rys. 2a, b.

W tablicy 1 zamieszczono schematy fizyczne, postacie macierzy przejscia oraz grafy
transformacji zmiennych elementéw dyskretnych — sztywnoéci i masy, dokonujac ich
specyfikacji dla drgafi wzdluznych i poprzecznych.

*) Zmienne biegunowe oraz prchtywowc zgodnie z przyjgta terminologia zaproponowanga przez Fi-
restona [6).
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Y| Q1 l Y2 Q?
(= —— =~ 21U,
M, > UM, %2
1 T(ﬁ) _)?2
Rys. 1. Model elementu ciggtego
a b)
) AT B . T T %
ta bz T2 T,
O et cirne e >
bl tzz %2 24 T22 2%2
Rys. 2. Grafy elementu belkowego
Tablica 1
L schemat macierz przejscia. - graf transformaciji
P elementu elementy zmiennych elementu
o—AMW—0 1 1 % 7 1x2
1 1 C 2 ¢= 1o c 1
O——0 - 1°C
X1 [ XZ 1 2x1 2X2
1000
c= 0100 1,—(K
2 Cy 010 E
0 cg0 1
A %
g=| @ ° KTy 2K
0 ¢
1
X X
, | o o1 M=|:—:nu)z ?} 11§_mw;z
- M _
Koo N 24 ] 2%z
L 1 000 _ '
E——--_-J |0 100 *
M= _mw?0 1 0 &
4 0 -Iw?0 1
)O—F—OM o
x & " ~ ~-mw f =)
Xk M= , )1 Xk
0 -lw i

Dla ukladéw ztozonych z wigkszej liczby elementéw zachodzi potrzeba uzalezniania
ich pierwiastkdéw charakterystycznych, wykorzystujac wzory:
— dla drgan wzdtuznych:

— 2 QLIIZ
B 'l/w E,

E oxl?
s Bx = xxbi, Xx=]/ LOKK )

Exoql}

(6)
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— dla drgani poprzecznych:

) A 1
hy = ]/ I » Ak = Ay,

v — E I] QKA 11(

K EyIgo, A, I#
Gafezie grafu przypadku drgan wzdtuinych sa obciazone wagami w spostaci skalarnej
natomiast gatezie grafu modelujacego drgania poprzeczne maja reprezentacje macie-

rzowa. Zauwazmy, ze tak skonstruowane grafy posiadajg wiasnosci graféw przeplywu
informacii [5].

3. Redukcja grafu transformacji zmiennych ukladu ciaglego

Rozwazmy uktad zloZony z » elementéw kontinualnych (rys. 3), ktorego grafy dla
drgann wzdiuinych i poprzecznych ilustruja rys. 4a, 5a. Dokonujac redukcji weztéw
wewnetrznych (x, ,x, grafow otrzymujemy grafy czwornikowe przedstawione na rys.
4b, 5b o odpowiednich transmitancjach zastepczych.

'/ .ll ty ln
1 - ____2 .. _—3 ene _ - —

/ @--2[--@ = . - -®- ] o
EyliaA EJLeA; Enln3fn

Rys. 3. Uklad zlozony z n elementow

a)

m ‘(2) b)

X, X, f X m *
121 1 1% 9 i3 1’én ts 17c‘)n4 1% tyy 1n¢1

m M@\ ) "

th N e,/ ot th ‘(21) ty t;l
% WX VI o

X n

7ot 2 Y 5 a9 P B 1R K

m
T12

ST )
QQQ T 2 T 3

Rys. 5. Graf ukladu jako model drgan poprzecznych
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Redukeje grafu z rys. 4a przeprowadza si¢ wykorzystujac rekurencyjne zaleznosci (4):
AR = 1R A4+ 1B A%,
A = 1R Ak D 1R A%, @
A = 1 A4 1R A%,

b
193 = R AT P+ 18R A%,

~ =T

¥

gdzie: k. =2,3,...,n
AP =, ij=1,2.
Transmitancje krawedzi grafu zredukowanego (rys. 4b) wynosza:
ty =4, i,j=1,2.
Z uwagi na warunki brzegowe zachodzi: 4¢) = ALY = 0. W analogiczny spos6b dokonuje
sic redukcji grafu tancuchowego z rys. 5a, wykorzystujac rekurencyjne zaleznosci ma-
cierzowe:
AF) = TRAFP+THAYTD,
B = TEAK-D L TR AG-D, (8)
1) — Tg‘)A(" 1)+T(k)A(k 1)
AR = TRAL D+ THAL D,
gdzie: kK =2,3,...,n
AP =TF, i,j=1,2.
Z uwagi na warunki brzegowe zachodzi A{}Y = 0, A4 = 0. Transmirancje krawedzi
grafu zredukowanego (rys: 4b) wynosza:
Ty =A%, ij=1,2,
Rownanie charakterystyczne ukladu jest okreslone za posrednictwem transmitancji kra-
wedzi laczacej wierzcholek — Zrédio z wierzchotkiem — upustem i w rozwazanym przy-
padku posiada postacie:
1#,(f) = 0, detT:(f) = 0. @)
Dla uktadu z utwierdzonymi obustronnie brzegami (rys. 6) grafy zredukowane posiadaja
wierzchotki — upusty X, 5 i 1%,4; (tys. 7). W tym przypadku réwnania charakterystyczne
przyjmuja postacie:

200 =0, detTH(f) =0. (10)

% l'l IZ ln
143 -0 —2f @ —3)es [ —-@ —F 1
TELGQ A B LA, E Ay

Rys. 6. Model ukiadu

a) . t b) Th

7 = %
X O 8 Xpq 1% 8T 5 0%py

ty2 ta T2 Tz

2%, 0 0Xnu 2540 028 41
t 22

Rys. 7. Grafy zredukowane ukladu
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Réwnania charakterystyczne (9) 1 (10) rozwiazuje si¢ stosujac jedng z metod itera-
cyjnych np. metode siecznych. Przedstawiona metoda redukcji grafu z wykorzystaniem
rownan (7) i (8) posiada wiasnosci algorytmiczne i stanowi podstawe do opracowania
programow numerycznych.

Dokonamy modyfikacji réwnan (8) w przypadku analizy drgan ukiaddw ciaglych
z elementami dyskretnymi. Rozwazmy uvklad drgajacy (rys. 8), w ktérym w i-tym prze-
kroju wystepuje masa skupiona m oraz podpora sprezysta w przekroju k-tym.

4 L i k n
14 - D= 2{-- [ELHLE I®__..’.‘{ FoMEA
c ;

Rys. 8. Model ukladu

Przeprowadzajac reduksje grafu do przekroju i-tego vzyskujemy graf czeiciowo zre-
dukowany przedstawiony na rys. 9.

lxiol
o]

ti)
TZ’Z

Redukcje grafu w nastepnym kroku przeprowadza sig wedtug réwnan:
A§) = (T“)+T(”h7l)A“"”-|-T<">A<"—”
(12) (T‘"-[—T(”M)A(' ”-I—T“)A(’ D,
) = (T +THM AL D+ THALD, (11)
G = T+ TAM DGO+ THAG D,
W nastgpnych krokach redukcji dokonuje si¢ z wykorzystaniem réwnan (8) dochodzac

do przekroju k-tego, w ktérym wystepuje element sprezysty. Graf czgéciowo zredukowany
pokazano na rys. 10

i

B

i

2

>

W k-tym kroku redukcje przeprowadza sie wedtug réwnan:
A = (T(k)+T<k>é)A<k—1>+T<k>A<k—1)
AW = (TR + "‘)C)A“‘ D4 TR AR, (12)
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)
AY) =
&)
A%

(ZZ)C)A(k l)+T(Ic)A(k l)
(ng)A(k 1)+T(k)A(k 0

i

(T +
(TR +
Postacie macierzy MicC podano w tablicy 1. Redukcje pozostatych podgraféw przepro-
wadza sie juz dalej wg réwnan (8).

4. Metoda Sciezek glownych grafu transformacji zmiennych

W rozpatrywanej klasie graféw wystepuja jedynie sciezki otwarte, ktérych redukcija
polega na mnozeniu transmitancji sktadowych krawedzi. Przez sciezke gtéwna rozumieé
bedziemy tancuch w grafie prowadzacy od wierzchotka — Zrodta do wierzcholka —
upustu. Dokonujac geometrycznej redukeji sciezek gtoéwnych w grafie mozemy wyznaczyé
posta¢ analityczng réwnania charakterystycznego uktadu, ktére otrzymuje sig jako sume
transmitancji zastgpczych wszystkich $ciezek gtownych. Sposdb taki jest efektywny dla
ukladéw zlozonych z mniejszej liczby elementdéw a szczegdlnie w analizie drgan wzdtuz-
nych ukiadow dyskretno-ciaglych ze wzgledu na skalarna reprezentacje grafu. -

Rozpatrzmy w formie przykiadu uktad jak na rys. 11 wykonujacy drgania wzdhuzne,
ktérego graf ilustruje rys. 12.

, by [,
Cc

1 _5____.7®_.__..2 m L—-~—-@—-—-

EA g 3 - EAyg

NS
n

Rys. 11. Model ukladu

(2)

(2)
t(1) tyy
t(Z)

1
2X1 t§2) 2"3 1 Xz. t(zzz) zxs

Rys. 12. Graf transformacji zmiennych ukladu

W grafie daje si¢ wyodrebnié pieé Sciezek gléwnych pomiedzy wierzchotkami ,x,;
i 1x5, ktére przedstawiono na rys. 13. Wagi krawedzi grafu sa nastepujace:

1

1 .

4P = cosf, Y =_—pesing, 4P = 6 = cosp,
01,

1
12, — i 2 = — i 13
12 UCos - 6 Sl.nlu’ﬂ’ I3y lu’COZﬂS]nlu’63 ( )
EA EA
=0/, ¢ = - 5 Coz = —2, my, = 04,1,.
LL L2

Suma transmitancji zastepezych tych §ciezek generuje funkcje charakterystyczna ukltadu:

2
4 =13 [(1— = ) <1>+iz<l>]+t§2>(:<l> mw?t(Y), (14
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b)
2)
ty X
-—J—-o-—.n—l.s
)
12
(o]
> 23 2%
(2) (2)
c) by (X d)
ol _1g5 o o t”, 5
1 () (
A g
¢ % t € t 5
12 t,
Q—srr0 o o
1ty 2" ot
Rys. 13.

gdzie w miejsce czestosci w nalezy podstawic wyrazenie:

o _ o) E
‘“‘l/a;: Vi =

Podstawiajac do wyrazenia (14) zaleznosci (13), (15) i przyréwnujac je do zera wyzna-
czamy po prostych przeksztalceniach posta¢ funkcji charakterystycznej uktadu:

1 l mp
= ————— Qs fcos 1+ 15247 (1——-—tgﬁ)
TR peospp e ﬁ pp
c o Coy
b e (1T )] (16)
e gf e e p
oraz réwnania charakterystycznego:
/nﬁ M Coi py
i ;“C ﬁ g,uﬂ( gy tgf)’)+ 6'01/3 gﬁ( nig ¢ 4 ) an
Przyjmujac wartosci parametrow:
1
m = 2my,, ¢ =5 Cor, =1, co2= Co
otrzymujemy szczegdlowa postaé rdwnania (16):
pe*p+ (22 —Digh—p = 0. (18)

Z rownania (17) wyznaczamy wartoéci pierwiastkow charakterystycznych
B, =0,7475, B, =3,2044, B, = T(k—-Dxn, dla k=3
Na podstawie grafu z rys. 12 wyznaczamy réwniez warto$ci zmiennych biegunowych
1 przeptywowych uktadu a nastgpnie wspdtczynniki postaci drgan.
Ogolue wyrazenia na te wielkosci sa nastgpujace:
1) w przekroju 2:

1 .
Uy = tﬂ), S, = corf sinf3, S =1,
01

Sl = T(I)Sl = COSﬁ
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2) x =If w przekroju 3: uy = u,,
(1) 2 5 I .
Sy = t§{P S| ~mw?u, = cosf———— fsinf.
) Moy

3) w przekroju 4:

Uy = u3—|--i- Sy = (‘ollﬁ smﬁ+-— cosfl — —L psinfi],
S4, = S3. ’

4y w przekroju 5:
Us = 0

Ss = 1‘2’u4+t‘2’S4 = —ucoyasinuf - uyt+cosuf - Sy,
Wartosci tych zmiennych w przekrojach wewngtrznych elementéw 1 1 (2) wyznacza
sie na podstawie rownan ,,uzmiennionych”:
1) 0 € xy €/, dla elementu 1:

wD(E) = Y sinpé, §&=x//,

ot
S1(€) = cospE,
2 W (€) = cosupé 114%—7:1/;‘—9— sinpf€-S,, &= %’
: 0

S2(&) = —pcy, fsimufE - uy+cosupé- Sy,
Normujac przemieszczenia uktadu wzgledem warto$ci maksymalnej mozemy okreslié
wspolczynniki postaci drgar.

Zastosowanie metody S$ciezek g}ownych pokazemy réwhiez na przykiadzie drgan
poprzecznych ukiadu z rys. 14, dla ktérego odpowiedni graf pokazano na rys. 15.

1,_§ ..... ¢ m—— —— —— i —— — o — 2
EIQA ? c
Rys. 14
2
w
22 1 1‘3
Rys. 15.

Macierze wystepujace jako wagi krawedzi grafu wynosza:
I'm O c ~i~ 0 1 10 1)
10 m - o ol ~lo 1y
Redukujac graf metoda $ciezek gléwnych wyznaczamy macierz charakterystyczng uktadu:
A= (1-Mw2Q)T,,— Mw?T,,, (20)
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gdzie: .
o EI
w = ‘826()0, wg = —;10;— s Lo = 73—, My = QAI.
Uwzgledniajac zaleznosci (4), (5), (19) i obliczajac wyznacznik macierzy (20) wyznaczamy
postaé rownania charakterystycznego

L=z, 2y PY(KT =Ko Ky) =2, f(K, K3 —  Ky) = O, (21
gdzie:
<o m
Hy = %y = e

5. Wyznaczenie podatnosci ukladow ciaglych

Pod pojeciem podatnosci Y rozumiemy odpowiedz ukladu na wymuszenie jednostkowe
w przekroju x, co zapisujemy:
Y = Y(w, x). (22)
Przyjmujac x = x, wyznaczamy wartos¢ funkcji (22) w tym punkcie, ktéra umownie
nazywamy podatnos$cia podukltadu w k-tym przekroju i oznaczamy przez Y.
Mozna wykazaé, Zze podatnos§¢ daje si¢ bezposrednio wyznaczy¢ z grafu ukladu, przyj-
mujac nastepujgce okreslenie [5]:

D (w)
Y, = —£ 23
£7 D)’ @3
gdzie:
D(w) — jest funkcja charakterystyczng ukladu réwna funkcji wyznacznikowej gra-

fu Xy,
D (w) — jest funkcja wyznacznikowg grafu przeksztalconego Xop.
Zagadnienie wyznaczania podatnosci metoda graféw sprowadza si¢ do skonstruowania
grafu przeksztalconego Xy, ktéry otrzymuje sie z grafu X, stosujac proste topologiczne
przeksztalcenia.
Spos6b przeksztalcenia prowadzi do:
1° Przyjecia zerowego wierzchotka-upustu ,x;, odpowiadajacego przemieszczeniu
uktadu w k-tym przekroju.
2° Przyjecia jednostkowej warto$ci zmiennej przeptywowej w k-tym przekroju co
odpowiada przyjeciu wierzehotka-zrodla ,x;. :
3° Usunigcia wszystkich krawedzi grafu X, wychodzacych z wierzchotka ;x;.
4° Usunigcia wszystkich krawedzi grafu X, wchodzacych do wierzchotka ,x.
Opisany czynnosciowy sposéb wyznaczania podatnosci uktadéw ciaglych zilustrujemy
na przykladzie ukladu przedstawionego na rys. 11, ktoérego graf ilustruje rys. 12.
Wyznaczymy podatno$¢ ukladu w przekroju 2, generujac funkcje charakterystyczna
grafu przeksztalconego pokazanego mna rys. 16. Graf ten powstaje z grafu jak na rys. 12
przez prazyjecie zerowego wierzchotka ix, 5 oraz wierzchotka-zrédta ,x;. Wowczas graf
przeksztatcony przyjmuje postaé dwéch roztacznych graféw (rys. 16).
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Funkcja wyznacznikowa grafu przeksztalconego jest iloczynem funkcji wyznaczniko-
wych sktadowych podgrafow.

1’:2 121. th 1". 5
m § @
tl/ < /tw
o] O—w——==0
2% 2 1 2%,
Rys. 10.

Funkcja wyznacznikowa grafu przeksztalconego jest postaci:

1
A:(B) = 1P (f‘122>+‘ - tﬁ’) @4
a po wstawieniu wag krawedzi:
! 1 [ ucos B )
4 = e cosfcos £ l~vt +1]). 25
2(B) = g cosoosu o g f\ = T teub (25)
toraz funkeji (16), (25) okresla podatno$é dynamiczna uktadu obliczana w przekroju 2:
tgp (1 o ieoall tguﬁ)
1 ¢
Thef e s N e m o) O
- 14—t (1——'——t )+——‘t (1— oL 2)
4oz p gup Moy eb cor B eh My € p
gdzie w miejsce parametru f nalezy podstawi¢ wyrazenie:
Cor EA
[)) = Cl)/(()()lwol. = l/ ot s Co1 = l—l, Moy = QAI ll* (27)
Moy L

Rozwazmy z kolei model ukladu dyskretno-cigglego wykonujacego drgania poprzeczne
(rys. 17), ktérego macierzowy graf przedstawiono na rys. 18.

4 ~— L
14— ——®——-2|m[3—-—-@- — 4
El,gA, ElgA, £
EC
> 5
Rys. 17
_ (@) - '
X T X
1,23 ] 174 1 [y
1) @
T2 ~ ~ 2
M e
21
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Macierz charakterystyczna ukladu przedstawiamy w postaci macierzy o strukturze
blokowej:

A
A= [zA]’ ’ @)

gdzie podmacierz ;A jest generowana przez Sciezki gldwne grafu zawarte pomiedzy
wierzchotkami ,x, 1 ;Xx, i ma postaé:

A, = TTRTH+TRTY + (€4 M) TYT. @

Podmacierz ,A jest generowana przez Sciezki gtowne zawarte miedzy wierzchotkami
2X1, 2X; 1 ma postaé:

A, = T{TRTY+TRUC+MTL+ T} (30)

ZauwaZzmy, ze wymiar macierzy charakterystycznej A wynosi dimA = {2,2) a jej
wyznacznik przyréwnany do zera okresla réwnanie charakterystyczne ukfadu:

A(B) = detA(f) =0. (1)

Dla uktadow ciaglych wykonujacych drgania poprzeczne mozemy w kazdym przekroju
okresli¢ trzy niezalezne funkcje podatnosci dynamicznej, ktére generuja macierz podat-
nosci uktadu w k-tym przekroju:

[Y @k] 2
Y () = 8, 6, (
gdzie:

Y. i O, sa odpowiednio podatnoscia przemieszczeniowa i katowa, ktére wyznacza
si¢ przy jednostkowej wartosci sity skupionej &, = 1 oraz jednostkowym
momencie M, = 1 w tym przekroju,

O, jest podatnoécia przemieszczeniowa katowa przy jednostkowym momencie My
sile skupionej Q.

W rozwazanym przykladzie wyznaczymy macierz podatnosci ukladu w przekroju 2.
Odpowiednie grafy przeksztalcone umozliwiajagce wyznaczenie podatnosci Yk,@k,@,‘
pokazano na rys. 19a, b, c.

Redukujac przyktadowo graf z rys. 19a otrzymujemy pieé $ciezek gléwnych zaznaczone
na rys. 20.

Transmitancje $ciezek g%o’wnych WYynosza:

8, = T(llz),

82 = T{TRTR+TETE +(C+MTEI},
83 = T{TWITE+(E+ MTRI+ TR TR,
b1y = TTHT, 85 = 1TET.

3 Mech. Teoret. i Stos. 1/88
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Na ich podstawie konstruujemy macierz wyznacznikowa grafu z rys. 19a:

{821 022 |- (34)
023, )
a)
1 1%4
cg o,
1 4
b)
1 1%,
Y
c
T X4
'C Q e,
TN TTI 3 TS X T X
3
Rys. 19.
5, ) y‘:"l.
Y
- 21 [} '
P ®x, 745°
Ba ® K = 24
Rys. 20.

Obliczajac wyznacznik macierzy (34) 4,(8) = detA, i uwzgledniajac funkeje (31) wyzna-
czamy podatno$é przemieszczeniowa uktadu w przekroju 2:

Yl = o (35)

W podobny sposéb wyznacza si¢ pozostale podatnosci @, i 6, ukladu.
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6. Metoda dekompozycji ukladu i agregacji graféw

Metoda polega na dekompozycji, czyli podziale uktadu na prostsze poduklady, dla
ktérych niezaleznie sa konstruowane odpowiednie grafy transformacji zmiennych.
W przekrojach podziatu wyznacza si¢ podatnosci dynamiczne poszezegélnych podukiadéw.
Dokonujac agregacji podgraféw wyznaczamy podatno$¢ calego ukltadu w wybranym
przekroju. Dla ukladow sprzezonych poprzez tylko jedna zmienng kinematyczna (biegu-
nowa) wykorzystuje si¢ nastgpujacy wzor:

YDy
gdzie: YV, Y sa podatnoéciami poduktadéw w k-tym przekroju.

Réwnanie charakterystyczne otrzymuje si¢ przez przyréwnanie do zera mianownika
funkcji (36).

Istote metody zilustrujemy na przykladzie drgan wzdtuznych uktadu przedstawionego
na rys. 21. Uklad podzielono na dwa poduktady w przekroju 3, przedstawione na rys.

1 () = (36)

4 h 1 ¢ L, EA
1 - .,-._@_._..2 m [.__._.__®._.._..__ 5
EA, 3
e — e (D) ——- 7
= 1
3 EA3
Rys. 21.

22a, b. Pierwszy z podukladéw pokazany na rys. 22a byl analizowany w punkcie 4 pracy
jego graf ilustruje rys. 12. Dla tego podukiadu wyznaczono podatno$é dynamiczng
w przekroju 2, ktéra jest opisana wzorem (27). Konstruujac graf ukladu zlozonego zre-

a) b)
¥ h c l2 l5 E .
1 - 2w i@ —F 5 3w a7
e - EA, W EA, ¥
Rys. 22.

dukowano graf poduktadu pierwszego do jednej krawedzi o wadze réwnej podatnosci Y5V
(wzér 27), do ktérego przytaczono nastgpnie graf drugiego poduktadu. Generujac Sciezki
gléwne otrzymanego grafu, pokazanego na rys. 23 wyznaczono ogdlng posta¢ réwnania
charakterystycznego ukladu:

tﬁ’(Yé‘“rci) +1{9 =0, 7
1
gdzie;
1 .
1(3) = t(a) = "7 >
{1 =cosuf, 12 PR sing,

Ir



36 J. WoinArOWSKI, A. Nowak

Po podstawieniu do (37) wag krawedzi grafu otrzymujemy posta¢ rownania cha-
rakterystycznego:
1 1
YiP+—t ———tgu f =0, 38
2 ¢ ‘ul Cos 6 ‘u‘l ( )

gdzie Y{ jest podatnoscia pierwszego poduktadu okre$lona wzorem (27).

Rys, 23.

Wyznaczymy réwniez podatnos¢ ukladu ztozonego z przekroju 3, wykorzystujac
grafy drugiego podukladu przedstawione na rys. 24a, b, pray czym graf z rys. 24b jest
grafem przeksztalconym (przyjmujac zerowy wierzcholek ,x; oraz wierzcholek-zrodlo
2X3).

(3)

X X t X 1 X7
a) %3 1 %6 no%g b( ‘3 176 v,
1 ik
& ) & )
2t / th
# X
2 23

Rys. 24,

Funkcje wyznacznikowe podgraféow wynosza:

AP = 1P = cosu, B, (39)
1 1 C ﬂ
AR = ¢S 3 cos (t + M1 €o3 ) 40
3 b Cositi B piBltgp B T (40)
Na ich podstawie wyznaczamy podatno$¢ drugiego poduktadu:
AP 1 Cosf ‘
YO . 23 Hi1Co3 )
2 A Licos B (tglh /3‘1“?1 (41)

Wykorzystujac wzér (36) wyznaczamy podatno$é ukladu zioZonego:

C
o mpe el

T e IR @

gdzie:

1 M1 Co3f
— VD
A(B) = Y+ RN ( . +tgmﬂ)-
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Przedstawiony przyktad ilustruje sposob analizy ukladéw zioZonych o strukturze
nieszeregowej, polegajacy na dekompozycji uktadu na poduktady o strukturze szeregowej,
dla ktérych sa wyznaczane podatnosci w przekrojach sprzezenia. Dokonujac agregacji
grafow podukiadow mozliwe jest wyznaczenie w sposéb sekwencyjny réwnania charakte-
rystycznego ukladu zlozonego oraz jego podatnoéci dynamicznej wzgledem jednego
z punktow sprzezenia.

7. Przyklady liczbowe

Rozwazmy drgania wzdluzne ukladu przedstawionego na rys. 25, ktéry otrzymuje
sic przez modyfikacje ukiadu z rys. 21, przyjmujac nieskonczenie duzg sztywnoéé ele-
mentu sprzgzonego ¢ (¢ = o). Dla tak przyjetego modelu drgajacego sformutowano
zagadnienie oceny wplywu polozenia masy m, okre$lonego wspdirzedna x na wartosci
czgstosci wlasnych ukladu z jednoczesng zmiang diugosci /, elementu 3, przejmujac
l, =1,—

e X * ty-x
T 2 EA,
14 @_ o m[3 — — — @_.__._._;4
L, - EAq y F— S—
1 Ly EA3 3
Rys. 25

Rownanie charakterystyczne ukiadu otrzymujemy wykorzystujac zaleznosci (27),
(38) i po podstawieniu wartosci parametrow

c=00, A, =A4,=A4;, m=2my, my =04/, ¢y = 2¢o3,
cor = EA, [l
sprowadzono je do postaci:

tgBEtg(l — &) B+ (0,58 +tg(1 - H) flltg(1 - £) f+tg BE(1 —2B1g(1 - 5HP] = 0,  (43)
gdzie:

B =wlwe, wor =Y COl/m013 & =x/l,.

Rozwiazujgc réwnanie (43) wyznaczono wartodci pierwiastkéw charakterystycznych f
w funkeji wspdtrzednej &£, czyli potozenia masy m. Wyniki obliczed dla czterech poczatko-
wych postaci drgan opracowano graficznie w postaci krzywych, ktére pokazano na rys. 26.

W wyniku przeprowadzonej analizy stwierdzono, Ze w pewnych poltozeniach masy
dyskretnej cZQstoscn wlasne uktadu pokrywaja sig z warto$ciami czgstosci wlasnych belki
obustronnie utwierdzonej, ktére wynosza f = = oraz f = 2x.

Punkty niewrazliwosci czgsto$ci wlasnych ukladu na modyfikacjg strukturalna, po-
legajaca na przylaczeniu do niego innego podukladu sa okreslone wzorami:

I 2n?—1

E=— (=1,2,...,k=1) oraz tgkné= TR (45)

k
gdzie k oznacza numer postaci drgan.
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W pierwszym przypadku punkty te pokrywaja si¢ z weziami drgan belki obustronnie
utwierdzonej. _
Przyjmujmy umownie, ze belka z masg dyskretna m stanowi uklad gtéwny. Zbadajmy
réwniez przebiegi czestosci wiasnych uktadu gléwnego, pomijajac element sprezysty c,,
tzn. przyjmujac ¢; = 0. '
Rownanie charakterystyczne (40) dla ukladu gidwnego jest postaci:

tg(1-8) B +tgBE[l -2ptg(1-8p] = 0. (45)

Pierwiastki réwnania (45) w funkeji wspétrzednej & pokazano na rys. 26.

4

. . N N | L " . L I_i
0 05 1,0

Rys. 26.

Analizujgc wykresy pokazane na rys. 27 zauwaza si¢ dla wyZszych postaci drgan
zjawisko ,,dudnienia” czesto§ci wilasnych. Punkty nieczutosci pokrywaja sig rowniez
z wezlami drgan belki. Dotgczenie masy dyskretnej powoduje zmniejszenie czgstosci
wlasnych belki, co jest zgodne z ogdlnym stwierdzeniem, Ze ze wzrostem masy czgstosci
wiasne vkladu maleja.

B
Inf- !
_________________________________ 1
|
hoe any I
\\\ - By :
~ A2TTTN TS 1
\ d * ~ —— |
I
I
v & |
\\ .-—-""—-—--'~— :
Sl e 2 T
T e e e e ~1
!
I
|
I
I
. L&
0 05 1,0

’ ’

Rys. 27.
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Odwrotne zjawisko obserwuje si¢, gdy uktad poddamy dodatkowym wigzom sprezystym.
Rozwazmy ukiad zlozony z belki obustronnie utwierdzonej, do ktérej w przekroju x
przyltaczono element sprezysty ¢ (rys. 28). Uklad ten jest szczegdlnym przypadkiem mo-
dyfikacji modelu z rys. 25.

g;:.'__s\)q_.,..,z__.c_._‘__@_ ______ 7/3

Rownanie charakterystyczne ukladu ma postaé:

BigBE+(B+0,5tp8) - tg(1 -6 = 0, (46)
1
gdzie zatozono, Ze 7 Cos Co = EA/L
Zmiany czestosci wlasnych uktadu w funkceji wspdtrzednej przedstawiono na rys. 29.

pi

3n

Rys. 29.

Przy dotaczeniu do belki elementu sprezystego zauwaza sie wzrost czestosci wlasnych.
Zmiany czgstosci sa wigksze przy dotaczeniu do belki elementu masowego, co ilustruje
pordwnaunie krzywych z rys. 27 i 29.

8. Podsumowanie i wnioski

Przedstawiony w pracy sposéb modelowania drgan uktadéw ciagglych posiada wias-
nosci algorytmiczne w zakresie wyznaczania réwnania charakterystycznego i postaci
drgan ukladéw o parametrach roztozonych w sposéb ciagly. Trzeba zaznaczy¢, 2e w li-
teraturze analiz¢ drgan uktadéw mechanicznych na gruncie modeli kontinualnych prze-
prowadza si¢ na przykladach stosunkowo prostych modeli [10, 11]. Dla bardziej ztoZo-
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nych ukladéw analize prowadzi si¢ w oparciu o modele dyskretne, np. z zastosowaniem
metody elementéow skoniczonych. Niemniej istnieje potrzeba rozwijania metod analizy
drgan uktadéw na gruncie modeli kontinualnych, poniewaz wyniki tej analizy nie s
obarczone bledami aproksymacji. W pracy [10] przedstawiono metod¢ wyznaczania
réwnania charakterystycznego i dynamicznych podatnoici zlozonych ukladéw cigglych
Z zastosowaniem schematéw blokowych. W metodzie tej wymaga si¢ znajomosci po-
datnosci podukladéw w punkcie ich sprzgZenia.

W prezentowanej pracy wykorzystano réwniez ten sposob analizy formulujac metode
agregacji graféow poduktadow (rozdziat 6), przy czym podatnosci poduktadéw wyzna-
czane s3 na podstawie grafu przeksztatconego poduktadu metoda opisang w rozdziale 5.
W tym zakresie przedstawiony sposéb analizy jest rownowazny metodzie macierzy prze-
niesienia oraz metodzie ukladéw blokowych [10]. W literaturze nie spotyka sie jednak
préb zastosowan metody graféw przeptywu sygnatéw w modelowaniu drgan ukladéw
ciagfych. .

Zaleta przedstawionego w pracy sposobu modelowania jest mozliwos$¢ bezposredniego
wyznaczania réwnania charakterystycznego ukladu wprost z grafu, metoda poszukiwania
Sciezek gtéwnych pomijajgc etap okreslania warunkow brzegowych dla uktadu. Przedsta-
wione w pracy rekurencyjne zaleznosci stanowia podstawe do opracowania szczegdtowych
programdw obliczen.
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Peaswome

I'PADEI TPAHCPOPMAIIMNA IIEPEMEHHBIX KAK MOIENY KOJEBIIOMMNXCH
HEITPEPBIBHLIX CHUCTEM

B paGoTe npejcTaBieH aHANM3 KoneGaHui HENPEPLIBHBIX CHCTEM NP npumeHeHuH rpados Tpan-
copManuK nepeMeHHBIX. METOR 3aK/I0YaeTCsl B ONPEIeSIeHAH TIaBHELIX nyreit B rpade CHCTEMBY. DTOT
croco® TMPHMEHAETCA [JIA ONPENEICHHA XapaKTePHCTHUECKOro YPAaBHEHMS M AHHAMHUECKHX NOJATIH-
BoCTEi CHCTEMBI. B ClIyuae CIOYHBIX CHCTEM IPHUMCHEHO METOX MEKOMIIO3ULHK CHCTEMBI Ha TIOJCHCTEMbL
M arperamuy ux noarpados. IIpeacIapieHHbIE MPUMEPBI MIIIOCTPUPYIOT MCIIOIB30BaHKE METOJa B aHA-
JIM3E TIPOJONBHBIX 1KoNeOGaHU# HeNnpephIBHBIX CHCTEM.

Summary

GRAPHS OF VARIABLES TRANSFORMATIONS AS THE MODELS OF VIBRATING
CONTINUOUS SYSTEMS

A method of analysis of the vibrations of continuous systems has been presented by the application
of the graphs of variables transformation. The method consists in the determination of the principal paths
in the system graph, and has been applied in determining the characteristic equation and the dynamical
flexibility of the system. .

In the case of complex systems a method has been applied to the decomposition of the system into
subsystems and the aggregation of their subgraphs.

The examples illustrate the application of the method in the analysis of the longitudinal vibrations of
continuous systems.

Praca wplynela do Redakcji dnia 28 maja 1986 roku.



