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Rozwigzano ukiad réwnan, opisujacych statyke mostu pontonowego w zwarciu, sto-
sujac rachunek operatoréw do calkowania réwnan réZnicowych.

1. Wstep

Uktadem taficuchowym begdziemy nazywaé uktad pontonéw tworzacych most ply-
wajacy z ograniczeniami na wzajemne obroty w przegubach, zwierajacy si¢ pod wplywem
obcigzenia zewnetrznego. Strefa zwarcia przesuwa si¢ wraz z przemieszczajgcym si¢ obcia-
Zeniem, stanowigc w ten sposéb rodzaj mostu promowego, nieruchomego jednak jako
calosci. Po obu stronach strefy zwarcia reszta mostu zachowuje si¢ jako uklad polaczonych
przegubowo pontondw, nie przenoszacych obciazenia.

W pracy [2] rozwigzano zagadnienie poczatkowego zwarcia mostu, traktujac strefe
zwarcia i strefe rozwarcia jako dwa superelementy. Udalo si¢ przy tym zredukowal
sztywno$¢ calej strefy rozwartej do wezla brzegowego, dzigki wykorzystaniu rachunku
operatorowego zastosowanego do réznic skoficzonych, opisujacych réwnania réwnowagi
w tej strefie. Ograniczenie rozwiazan analitycznych wynikalo tylko z wielkodci strefy
zwarcia i dla diuzszych stref zwarcia nalezalo korzysta¢ z pomocy komputera przy ana-
lizie strefy zwarcia, traktowanej jako superelement [3].

Dla pewnych spotykanych w praktyce obciazen statycznych sitami skupionymi i przy
zaloZeniu regularnos$ci konstrukcji mostu mozliwe sg réwnieZ rozwiazania w strefie zwarcia
w postaci analitycznej, dzigki zastosowaniu rachunku operatorowego.

Tematem tej pracy jest analiza strefy zwarcia. Jest zatem ta praca kontynuacja idei
superelementu rozwinigtej w [2].

2. Sformulowanie problemu

Roéwnania statyki, opisujgce strefe zwarcia maja postaé [2]:

p=K-z+L-m,
foLTog 2.1
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gdzie: p — wektor obcigZzen zewngtrznych,
m — wektor niewiadomych momentéw zwarcia w przegubach,
z — wektor przemieszczen pionowych weziéw,
JF— wektor zadanych zmian katéw nachylenia migdzy pontonami w przegubach,
wynikajacych z luzéw miedzy pontonami w stanie nieobcigZonym,
K — macierz sztywnosci podloza sprezystego,
L — macierz ,,struktury” ukfadu (operator réznicowy).

Zaktadamy, ze strefa zwarcia obejmuje nieokreflona blizej ilo§¢ pontondw, liczbe
ktérych nalezy okresli¢ z dodatkowych warunkéw zwarcia (m > 0) i ciaglosci ugieé na
styku ze strefg rozwarcia. Dzigcki pasmowej budowie macierzy K i L mozna powyzszy uklad
(2.1) rozwiazaé metoda operatorowa [1], przepisujac go w postaci:

LT-z =f,

Lm=p—-K-z. @2

W ten sposéb po ,,scatkowaniu” pierwszej grupy uktadu réwnan (2.2) i wyznaczeniu
przemieszczen z mozna nastepnie ,,scalkowaé” druga grupg réwnan i w ten sposéb obli-
czy¢ momenty zZwarcia m w calej strefie zwarcia.

Niech uktad obciazony bedzie jedna sila skupiong przylozona do pontonu ,,zerowego”,
wokot ktérego rozcigga sig¢ po obu stronach strefa zwarcia, (rys. 1).
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Zanurzenia przegubdw pontonu ,,0”: Z, 1 z, okrelaja jednoznacznie poloZenie calej
strefy jako ciata sztywnego, mozna je wige traktowaé jako stale do wyznaczenia po roz-
wigzaniu ukdadu (2.2). Jednoczeénie sily wzajemnego oddziatywania pomiedzy pontonem
5,07 1 reszta strefy zwarcia: po, po oraz m,, m, stanowia obciaZenia brzegowe na koncach
obu czgéci strefy zwarcia, Z réwnan réwnowagi pontonu zerowego mamy nastgpujqcy
zwiazek tych obmqun z sila zewnetrzna P:

cil l‘—(3+o¢)k 20— (3—m)k-zo—fl°—‘l’f°—,

po =25 o (k- z— 20,

Po =
2.3)

2
.. _ yrab _(a
gdzne.k——b~—12 ,a_(l),
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a — dhugoéé pontonu,
b — szeroko$é pontonu,
! — odlegtos$¢ migdzy przegubami,
p — cigzar wlasciwy wody,
pozostale oznaczenia zgodnie z rys. 1.

3. Rozwiazania w strefie zwarcia

3.1. Ugiecia przegubdéw. ROwnania okrelajace ugigcia przegubdéw w  strefie zwartej,
rozciagajacej sig po prawej stronie pontonu ,,0”’, maja postaé LT -z = f, albo:
_1—2Z,+2,-+1 = —f‘l, (l= 1,2,...,’7———1), (3.1)
adlai=0:
Zzo—220+z, = —f 1. ‘ (3.2)
Réwnanie (3.1) jest réwnaniem réznicowym, ktérego rozwigzanie przew1dujemy
w postaci: z; = A(r)’, co prowadzi do réwnania charakterystycznego:
pP2—-2-r+1 =0, skad r, =r, =1.
Stad catka ogdlna rdéwnania jednorodnego ma postaé: z; = A+Bj. W celu obliczenia -
catki ogdlnej réwnania niejednorodnego nalezy z rozwiazania z; zbudowa¢ catke x; spel-
niajaca jednorodne warunki poczatkowe: x, = 0, x; = 1, stad x; = J.
Wtedy catka réwnania niejednorodnego ma postaé [1]:

J
Yy = Zxk'qj-—k'
k=1

Poniewaz g, = g;_x = —f! = const., stad;
" Zk l](]+1) (3.3)
Zatem rozwiazanie réwnania réznicowego (3.1) ma ostatecznie postaé:
z,=A+B-j—12i-j2. (3.4)
State A 1 B wyznaczamy z warunku brzegowego (3.2), stad:
A =z, B—zo—zo—% 3.5
Dla lewej strony strefy zwarcia mozna natychmiast napisac:
A= Zy E——zo’zo-—ﬂ (3.6)

2
pod warunkiem, Ze numeracja weztéw tej czeSci bedzie si¢ odbywaé w odwrotnym kie-
runku (w lewo) od 0 do 7.

Znajomo$¢ rozwiazan (3.4) z dokladnodcia do Z, i z, pozwala nam obliczy¢ rozklady
momentow w strefie zwarcia.

14 Mech. Teoret. i Stos. 1/88
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3.2. Momenty zwarcia. Rownania okreélajace momenty zwarcia L m = p—K.z dla
prawej strony strefy zwarcia maja nastgpujgca postaé:

Zi—y
my_y=2my+my,; = ki[(3—a), 2G+a), -] |z =45, (3.7)
24y

i=1,2..n—1

mo—m, = pol—KI[(3+0), (3~ ] [i] = 4,

; 3.8)
my_ = kl[(3—oc), (3+a)] [z"“lJ_p"[ = s
gdzie: po, mo, — obciazenia wezta 0, _
_ P, — obciazenia wezta n od strony strefy rozwartej.
Prawe. strony réownafh (3.7) i (3.8) po podstawieniu rozwiazan (3.4) maja postaé:
' g = kI{124+ 12Bi—fl[6i2 + (3 — )]},
’ 2
qo = pol~64kl—(3—a)Bkl+ kj;l (B—a)),
Gn = —DPul+64kl+ BEI[3(2n—1)+a] + (3.9)
Lk
+ ——j—;w [3—-w)(2n—~1)~ 6n*].
Postepujac jak w p. 3.1 znajdziemy rozwigzanie réwnania réznicowego (3.7):
2 2 2
my = C+Dj+ [6Akl—£g— (B—®)+ kJ;l ]j2+2Bklj3——’g21—j"'. (3.10)
¢

State catkowania C i D wyznaczone z warunkéw brzegowych (3.8) majg postaé:
' C = mo = pol(n—1)—p,l—6A4klb(n—2)+
—Bki2n(n—1)(n—2)— 3+ a)n] +

2 3.11
k'/;l [n(n—=12(n—2)— 3 +a)n?], G1D

D = —pol+ (1 —wa)Bkl.

+

W rozwigzaniach wystgpuje oprécz niewiadomych z,, po, mo, réwniez nieznana liczba
pontondéw 1 po prawej stronie strefy zwarcia, Sita p, wystepujaca na koncu strefy zwarcia
reprezentuje oddziatywanie reszty rozwartej mostu. Zgodnie z obliczeniami w [2], site
dzialajaca na czg$¢ rozwarta mostu mozna wyrazié nastepujaco:

¥ =kivz,, ky=2/3Vak. (3.12)

Roéwnanie ciaglosci sil na kohcu strefy zwarcia: pf + py = 0 pozwala obliczy¢ sil¢ p, = Py
dziatajgca na koncu strefy zwarcia:

Pn =Dy = —pi = —2'/—3_]/Ek'zn,
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gdzie z, jest ugieciem korica strefy zwarcia:

Z, = A+Bn———j;n2.

Podstawowy warunck pozwalajacy okreslic liczbg pontonéw n w zwarciu z prawej
strony pontonu §rodkowego, to warunek zerowania si¢ momentu na koncu strefy: m, = 0.
Warunek ten prowadzi do réwnania:

—pol+AkI(12n+2)/3 /o) + Bklén + (23 Y& )+

—kfiPn(2n> +1—y/3 yan) = 0.
Podobny warunek mozna napisa¢ dla lewej strony strefy zwarcia, podstawiajgc:

(3.13)

Do =Do, A=A, n =7 itd. .

Poprzez p, i p, zgodnie z rownaniami (2.3) wchodza do rozwiazania parametry z obu
stron zwarcia i przez to zadanie nie jest proste do dalszej analizy.

Stosunkowo proste rozwigzania otrzymuje si¢ dla symetrycznych przypadkéw obcia-
Zenia, ktére zostang przedyskutowane w dalszym ciggu.

4. Symetryczne przypadki obcigZenia

!
4.1. Sila skupiona w $rodku pontonu. W tym przypadku I, =/, = 3 (patrz rys. 1)

Strefa zwarcia musi by¢ symetryczna tzn: zo = Zo, Mo = M,, stad moZna rozpatrywaé
tylko prawa strone strefy zwarcia i na podstawie (2.3):

P
Po = —5——6k20. N (4'1)

1l

Poniewaz B = — 7zgodnie z (3.5), wigc rozwiazania w strefie zwarcia beda miaty postaé:

I, . ‘
2= 20=ZLL (1) 42)
Momenty gngce, zgodnie z (3.10):

kfl?
my = 7710—[pol+—f2— (l~o¢)]j+

e K 4.3)
+ [6klzo - - oo)] P—kf12P == j,
gdzie:
my = pol(n—1)—p,l—6kizo(n—2)+
2 2 4.3)
s -2- 2 G+ anin ),

n — liczba pontondéw w zwarciu po prawej stronje pontonu zerowego.
Odpowiednikiem rownania (3.13) jest teraz:

—pol+2y/3 Vokiz,+ 12klzon—kf?n(n+1)(2n+1) = 0, (4.5)

14*
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skad:

fk —2n(n+1)Q2n+1)f!

Z, = — = s 4.6
6(2n+1)+2)3 Ju (4.6)

oraz

Zg = Zn+ f (n+ I)ﬂ

Caltkowita dugo$é strefy zwarcia wyrazona w ilosci pontondw wynosi 22+ 1 (pontonéw).
Relacje (4.6) pozwalaja wyznaczyé zanurzenia Srodkowych przegubéw z, i konco-

wych z;, jesli znamy ilos¢ pontondéw w zwarciu. Nie mamy przy tym zadnej gwarancji, ze:

a) wszystkie pontony wewngtrz strefy sg zwarte (my > 0 dla i < n),

b) nie wystepuje zwarcie na styku strefy zwarcia i rozwarcia.

Warunki powyzsze mozna sprowadzié¢ do nastepujacych Zadarn:

a) m,.; > 0 — wobec monotonicznosci funkcji m; (4.3),

b) @, < f— gdzie ¢, jest katem zatamania pomiedzy pontonami na styku strefy zwarcia
i rozwarcia.

Nie speinienie warunku (a) oznacza odlgczenie sig ostatniego pontonu od strefy zwarcia,

za$ w przypadku (b) — dolaczenie si¢ nastepnego do strefy zwarcia.

. . 1 ..
Kat zalamania ¢, wynosi: @, = (—z,_+22,—Z,41)- 7 Podstawiajac z,_, ze strefy
zwarcia (4.2) i z,,, ze strefy rozwarcia: z,,, = z, - r, gdzie r zgodnie z formulami w [2]:

_V3-Va

r= ——————, otrzymamy:
V3+ya

- il"—(l—r)~fn. 47

Warunki (2) i (b) prowadza w rezultac1e do nastgpujacego ograniczenia na ugiecia kofica

strefy zwarcia:
V3V V3 +Va
21/— - fln < z, < ———W flin+1), (4.8)

lub w powiazaniu z silag P:

Pn,min <P < Pn,maxa

gdzie:
P'l-m n Pn, zer e — — ~—
”kﬂi = kfl *‘[}/3 (2n+l)+]/oz] (V3 -y «)2n, o
Pn. max -P" zer = — — — ’
kfl = k,fl +[l/3 (2n+1)+]/oc](]/3_—]/oc)Z(n-i-l),
Py, zer = dn(n+-1)2n+ 1) kf!. (4.10)

Py, zer jest sila, przy ktérej nastepuje ,,izolacja” strefy zwarcia (z, = 0). Wéwcezas sita
wzajemnego oddziatywania migdzy strefami jest réwna zeru, a most poza strefg zwarcia
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jest ptaski. Obliczajac Py, min i Py, max dla kazdego n znajdziemy przedzialty, w jakich musi
sie znalez¢ sita P, aby mozliwe byto zwarcie n pontonéw w prawej czgéci strefy zwarcia,
albo 2n+1 pontondéw w calej strefie.

W tablicy | przedstawiono bezwymiarowe wartoéci tych sit dla « = 0.91.

Tablica 1

Pn,mlu -Pn, zer —Pu, max

n — . - - .
kft kfl kfl

1 14.43 24 90.07
2 90.07 120 274.94
3 274.94 336 617.02
4 617.02 720 1164.3
5 1164.3 1320 1964.8
6 1964.8 2184 3066.6

Whioski do tablicy 1
1. Zwarcie punktowe n = 1 moze zaj$¢ dla sity Py, = 14.43 kfl.
2. Przedzialy (Py,min» P max) Wypetniaja catkowicie o8 P tzn. P, max = Puc 1, min-
3. Przy zadanej sile P mozZna natychmiast okresli¢ liczbe » pontonéw w zZwarciu na podsta-
wie tabl. I.
4.2, Sila skupiona w $rodkowym przegubie mostu Jezeli sila P dziala w przegubie o nr. O
(Iy =1, I, =0), wowczas nie istnieje ponton S$rodkowy okre$lajacy polozenie prawej
potowy strefy zwarcia z doktadnodcia do 4 i B (patrz rys. 1). Rozwiazania bedg jednak
nadal symetryczne i takie, ze z_; = z, (przegub o nr. O nie istnieje). Na podstawie (3.4)
otrzymamy w tym przypadku B = 0, stad:

f
T2

Sita P dzialajgca w przegubie 0 musi si¢ rozdzieli¢ po polowie na obie czesci strefy zwarcia,
stad:

Z; = Zp

2 (4.11)

= 4.12
Po 2 ] ( )

(réwnania 2.3 s3 w tym przypadku nieprzydatne).
Podstawienie (4.11) i (4.12) do relacji z rozdzialu 3.2 prowadzi do nastgpujacych wzoréw
na moment gnacy w strefie zwarcia:

T W1 kfi?
m, - mo—Po/./-Fle/zo+£2[— <2~a)]j2— I s, (“.13)
gdzie:

my = pol(n—1)+2/3 & klz,— 6klzon(n—2) +

kf1*

+- [n(n=2)(n—1)* = B +o)n?]. (4.14)
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Warunek zerowania sie momentu na koncu strefy zwarcia m, = 0 ma postac:

— pol+2V'3 Vo Klz,+12klzon—Kf1>(20% +1)n = 0 (4.15)
i prowadzi do wyznaczenia z, lub z,:
P 2
2 M
120423 Yo’ (4.16)
fl

Zo = Zy+-5- N7,

2

n

gdzie:
n — jest liczba pontondw zwartych po prawej stronie obcigZenia P, a diugosé
strefy zwarcia wynosi 2n pontondw.
Przeprowadzajac podobng analizg zwarcia w przedostatnim i ostatnim przegubie, jak
w p. 4.1 pracy otrzymymy odpowiednik relacji (4.8):
3—ta V34
_VBIVE G e < VY guing, 4.17)
4y/3 4y/3
Iub wprowadzajac site P,, .. odpowiadajaca odiaczeniu sig ostatniego pontonu i ¥ A —
odpowiadajaca dolaczeniu si¢ nastgpnego pontonu do strefy zwarcia, otrzymamy:

Pn,mln < P < Pn,nmxa

gdzie:
Prorte _ Pce _ (/5_/2) (/3 nty/2) @u),
kfl kfl .
Pn,nmx _ -Pn.zer IFy '~,— /T - v
KT~ kSl + (P 3 +]/ot) (.Zy 3n+ |/oz)(2n+l).
P, ser = 2n(4n*—1)kfl (4.19)

P, .or Zgodnie z (4.16), odpowiada z,,. = i jak poprzednio dotyczy izolacji strefy
zwarcia od reszty mostu. Wartoéci tych sit dla « = 0.91 przedstawiono w tabl. 2.

Tablica 2

n Pumin Payzer Puma
kfl kfl kfi

1 2.565 6 41.6

2 41.6 60 165.8

3 156.8 210 4232

4 423.2 504 862

5 862 990 1530

6 1530 1716 2475

7 2475 2730 3445
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4.3. Dyskusja wynikéw. Powyzsze dwa przypadki obcigZzenia sita skupiona obejmuja
réowniez te obcigzenia lokalne mostu, ktorych wypadkowa skupiona jest badz w $rodku
poitonu, badZz w przegubie. Poniewaz praktyczne przypadki obciaZenia nie przekraczaja
diugosci dwdch sasiednich pontonéw, wigc wyprowadzone tu formuly mogg stuzyé do
obliczen zanurzen mostu i rozkladéw sit wewngtrznych w strefie zwarcia w tych dwéch
charakterystycznych polozeniach obcigZzenia mostu. Jedynie moment gnacy bezposrednio
pod obcigzeniem bedzie zaleial od rozktadu tego obcigzenia.

Jezeli obciazenie bedzie sig¢ porusza¢ po moscie, to pomijajac efekty dynamiczne,
bedziemy mieli na przemian do czynienia z obu przypadkami opisanymi w p. 4.2 i 4.3
pracy. Z analizy wynikéw zamieszczonych w tabl. 1 i 2 wynika, Ze przy takiej samej siles
dtagosé strefy zwarcia wyrazona liczbg pontondw w zwarciu jest rézna w obu przypadkach,
Np. dla P/kfl = 500, w chwili, gdy sita znajduje si¢ w §rodku pontonu, dtugosé strefy
zwarcia wynosi 7 pontondw (2n+1), za$ w chwili, gdy sifa znajduje si¢ nad przegubem,
8 pontondw (2n), wigc jest dluzsza. Zmiany te beda zachodzi¢ okresowo i oznacza to
tylko, ze odlgczenie sig pontonu od strefy zwarcia z tylu za obcigZeniem nie odbywa si¢
w tym samym momencie co przylaczenie nastgpnego przed obciazeniem. Ta oscylacyjna
wlasnoé¢ dotyczy réwnieZ zanurzenia strefy zwarcia, (przy diuzszej strefie zanurzenie jest
mniejsze); ruchowi postgpowemu towarzyszy wigc réwniez ruch pionowy calej strefy jako
ciala sztywnego. Zjawiska te zaobserwowano przy okazji obliczen kontrolnych w pracy [3].
Jako ilustracje obu przypadkéw zwarcia przytoczymy wyniki obliczed, wedtug wyprowa-
dzonych formui, mostu pontonowego obciazonego sifg P = 600 kN. Wymiary' wszystkich
pontonéw byly identyczne:
dlugo$é @ = 2.2 m,
szeroko$é¢ b = 6.3 m,
wysoko$¢ ¢ = 1.0 m,
luz na zderzakach d = .01 m,
odlegtoéé przegubdw / = 2.3 m,
cigzar wlasciwy wody p = 9.81 kN/m?*.

Na tej podstawie parametry potrzebne do dalszych obliczen 54 nastepujace :

k=% 133 KkNm, a= (i)z 015, =212 03m,
12 I c
Tablica 3
P = 600 kN Sita w przegubie Sita w $rodku pontonu
liczba ponlondéw w zwarciu n 6 6
'dlugoﬁé strefy zwarcia L 27.6 m 299 m
zanurzenie pod silg Zo 503 m .499 m
momen_t;nqcy w przegu- o

bie 0 mg 1692.4 kNm 1382.2 *kNm

* w tym przypadku moment i, nie wystgpuje bezposrednio pod sila, lecz w sgsiednim weile o nr, 0
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kfl = 2606 kN, k—fl = 2302.47, stad na podstawie tabl. 1 i 2 mozna natychmiast ok-

re§lié liczbe » pontondw w zwarciu. Wyniki obliczen w obu przypadkach obciazenia
zestawiono w tabl. 3.

5. Podsumowanie

Formuly wyprowadzone w p. 4 pracy pozwalaja zorientowal si¢ w rozwiazaniach
w strefie zwarcia, a co najwazniejsze, obliczy¢ diugos¢ strefy zwarcia, ktora w przeciwnym
przypadku jest niewiadoma przy rozwigzywaniu numerycznym ukladu (2.1).

Analityczne rozquama choé nie wyczerpujace wszystkich przypadkéw, umozliwity
poréwnanie z rozwigzaniami modelu ciggtego [4] i oszacowanie przydatnoéci tego modelu
w obliczeniach numerycznych.
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Peszmome

OITEPATOPHBIA METOI PACURTA HEKOTOPOM IEITHON CHCTEMDI

Penleno CHCTEMY YDABHEHRM, OIMCHUBAIOM(MX CTATHKY ITOHTOHHOIO MOCTA B KOHTAKTE, IIPHMEHIT
ONEPATOPHOE MCUMCIIEHHE X HHTEIPUPOBAHMIO PASHOCTHBIX YDABHEHHI.

Summary

OPERATOR INTEGRATION METHOD OF SOLUTION OF A CATENARY SYSTEM

The system of equations governing the problems of ferry-bridge statics has been solved by means of
the operational calculus applied to the integration of difference equations.

Praca wplynela do Redakcji dnia 22 grudnia 1986 roku.



