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1.  Wstęp

Dotychczasowe  metody  obliczania  obcią ż eń  krytycznych,  powłok  dwuwarstwowych
pokrywają   się   ze  znanymi  metodami dotyczą cymi  konstrukcji  przekładkowych.  Ogólnie
moż na je  podzielić na dwie grupy.  Pierwsza  z nich dotyczy konstrukcji  cienkich, dla któ-
rych  zakłada  się   nieodkształcalność  rdzenia  w  kierunku  poprzecznym.  Oznacza  to,  że
moduł   Younga  w  tym  kierunku jest  nieskoń czenie  duży  a  przemieszczenie  poprzeczne
rdzenia jest  równe  przemieszczeniu  okładziny  fl,  2]. Druga  grupa  to  prace, w  których
moduł   rdzenia  w  kierunku  poprzecznym  jest  skoń czony  a  przemieszczenia  są   nielinio-
wymi  funkcjami.  Zagadnienie  statecznoś ci  cylindrycznych  powłok  dwuwarstwowych
w tym uję ciu  analizowano w pracach  [3, 7]. W  pierwszej  z nich wykorzystano  równania
równowagi  okładziny  uzupełnione o  siły  wynikają ce  z  oddziaływania  rdzenia  na  okła-
dzinę. W  drugiej  autorzy posłuż yli  się   modelem zbliż onym  do  sprę ż ystego  podłoża typu
Winklera,  wprowadzając  tzw.  współczynnik  podłoż a,  uwzglę dniają cy  jedynie  składową
promieniową   reakcji  rdzenia na okładzinę. Otrzymany w  ten sposób warunek  wyboczenia
nie  uwzglę dnia  wpływu  gruboś ci  rdzenia na  wielkość  obcią ż eń  krytycznych.

Niniejsze  opracowanie  zawiera  analizę   trójosiowego  stanu  przemieszczeń  w  wypeł-
niaczu powłoki dwuwarstwowei.  Rozpatrywany  cylinder  warstwowy  (rys.  1)  składa  się

Rys.  1.  Cylinder  dwuwarstwowy

x(u)



432  F.  ROMANÓW,  S.  DZIELENDZIAK

z cienkiej  powłoki zewnę trznej  (okładziny) i sprę ż ystego  wypełniacza  (rdzenia).  Okładzina
spełnia  założ enia  dwuwymiarowej  teorii  powłok,  rdzeń  (pełny  lub  rurowy)  założ enia
teorii  trójwymiarowej.

Założ ono, że obcią ż enie zewnę trzne przyłoż one jest jedynie do okładziny, moduł  Younga
rdzenia jest znacznie mniejszy  od modułu okładziny {E„   Ą   Et)  oraz, że podczas odkształ-
cenia  nie  ma  ruchu  wzglę dnego  pomię dzy  obydwiema  warstwami.  Dopuszczono moż-
liwość niesprę ż ystego  wyboczenia  okładziny. Zastosowano zwią zki  fizyczne  teorii małych
odkształceń  sprę ż ysto- plastyczaych  Henck'y- Iljuszyna  pomijając  efekt  odcią ż enia  czę ś ci
przekroju  i  przesunię cia  osi  oboję tnej.  Przyję to  warunek  nieś ciś liwoś ci  (yt  = 0,5).

D la  tak  okreś lonego  modelu wyznaczono  funkcje  przemieszczeń w rdzeniu. Z  zasady
prac  wirtualnych  wyprowadzono  równania  równowagi  i  zespół   naturalnych  warunków
brzegowych.  W  oparciu  o  otrzymane  rozwią zanie  analityczne  obliczono  obcią ż enia  kry-
tyczne  dla  osiowo  ś ciskanego  cylindra  z  pełnym  rdzeniem.  Rozpatrzono  stosunkowo
prosty  przypadek  wyboczenia  osiowo- symetrycznego.  Rozwią zanie  teoretyczne  porów-
nano  z  wynikami  badań  doś wiadczalnych.

2.  Przemieszczenia

2.1. Przemieszczenia okładziny. Zgodnie  z  przyję tymi  założ eniami  stan  przemieszczeń
okładziny  jest  zgodny  z  hipotezą   prostych  normalnych  Kirchhoffa- Love'a.  Przemiesz-
czenia w  kierunkach, x,  #, z, dowolnego  punktu okładziny, oddalonego  o  z—Rg  od po-
wierzchni  ś rodkowej  mają   postać:

(1)

W,— W.

2.2. Trójosiowy  stan przemieszczeń rdzenia. Rdzeń konstrukcji  znajduje  się   w  trójosiowym
stanie  przemieszczenia.  W  ogólnym  przypadku  przemieszczenia  rdzenia  w  kierunku
osiowym,  obwodowym  i  promieniowym  są   funkcjami  trzech zmiennych x,  $,  z  i  nie są
znane:

Vv  =  Vu(x,  0, *),  (2)

Mamy  wię c  do  czynienia z  trójwymiarowym  zadaniem teorii  sprę ż ystoś ci.  Przedstawienie
przemieszczeń  składowych  (2)  jako  iloczynów  przemieszczeń  okładziny  w  punktach

styku  obydwu  warstw  Itj.  dla  z  =  ^ - - y)  i  pewnych  nieliniowych  funkcji  zmiennej

z pozwala  na  rozdzielenie  zmiennych a  w rezultacie na sprowadzenie  zadania  trójwymia-
rowego  do  dwuwymiarowego:
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„ - * , ( *«*, - - U • *(*),  (3)

Nieznane  funkcje  ó(z), x{z),  ę (z)  moż na wyznaczyć  z warunków  równowagi  wewnę trz-
nej  elementarnego wycinka  rdzenia:

_J  _2_ Wu

"  \ - 2vu
  >z  z1  "'*  z2

gdzie:

Podstawiając  równania  (3) do  (4) otrzymujemy  warunki  równowagi  wewnę trznej  rdzenia
w postaci:

—  Q>l*).x#  + C*rj   (W- q>),x + C*(w  tp),xz  =  0,

(w •   ?>).„(1 + c*) +  —  (w •   <?),,  •   (1  + c*) +  (w •   <p) iXX +
Z

+   —a-   (w •   9P),W  r. (w  •   c?)+ c*fa1 d),xz+c*   —
z  z  z
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gdzie:

—(   1

Są   to równania róż niczkowe  drugiego  rzę du o pochodnych czą stkowych  zmiennych x, &,  z.

Rozwią zanie  powyż szych  równań  ze  wzglę du  na  funkcje  8  —  <5(z),  x  — K{Z), <p  =   <p(z)

staje  się   moż liwe  dopiero  po  przyję ciu  postaci  funkcji  u,  v,  w  zmiennych  x  i  d1.  Funkcje

te muszą   być  tak dobrane, aby  speł niały warunki  podparcia  cylindrów  na  ich  koń cach. Do

wyznaczenia  stał ych  cał kowania  niezbę dne  są   również  warunki  brzegowe  jakie  muszą

speł niać  funkcje  <5(z),  x(z),  <p(z).  Z  równoś ci  przemieszczeń  okł adziny  i  rdzenia  na  po-

wierzchni  ich  poł ą czenia, t j.  dla  z  =   Rg  — —  wynikają   zwią zki:

=  1.  (6)

W  dalszym  cią gu  założ ymy  swobodne  podparcie  obcią ż onych  brzegów  powł oki
Odpowiada  to  nastę pują cym  warunkom  brzegowym  dla  x  =  O i x =   1:  w  =  0 —  zerowe

ugię cie;  wtXX+vtw,M- ^2  =  0  —  zerowy  moment  gną cy.  Powyż sze  warunki  spełniają

przemieszczenia  okł adzin  w  postaci:

u  =   A  •  cos(/?;t) •  sin(rc# ),

v  =   B  •  sin(/3;c) •  cos(«# ),  v  (7)

w  =  E-   sin(/ fa)  •   sin(n# ).

Odpowiada  to  zał oż eniu,  że  powierzchnia  wyboczenia  cylindra  skł ada  się   z  m  pół fal
w  kierunku  osiowym  oraz  2n  pół fal  w  kierunku  obwodowym.

Podstawiając  wyraż enia  (7)  do  równań  (5)  i  wprowadzając  oznaczenia  A  =  rd(z),
2f  =  px(z),  0  =   E<p(z) otrzymujemy  ukł ad  równań  jedynie  ze  wzglę du  na  funkcje  A,
tf,  0  zmiennej  z.  Cał kami  ogólnymi  tego  ukł adu  są   funkcje:

A  =

~

0 =   c1/ fl '( ^)+ c 3J^( / ?z)+ CaK+ 10?z)- (2a- l)7B+ ]08z)]+   (8)

gdzie:  cc =  2( 1—  vu).
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Tn(fiz), Kni§z)  są   odpowiednio  zmodyfikowaną   / - cją   Bessela  pierwszego  rodzaju  i  / - cją
Mac  Donalda rzę du  n,  przy  czym:

Stałe całkowania c1}...,  c6  należy wyznaczyć z warunków  brzegowych. Trzy z nich okreś-
lone są   warunkami  równoś ci  przemieszczeń  rdzenia  i  okładziny dla  z  -   R+c  (6). Pozo-
stałe warunki  dla  przypadku  rdzenia pełnego (i? =  c) wynikają   z nieokreś lonoś ci  funkcji
Kn(l3z)  i  z K„(fiz)   dla  z -> 0,  stąd  c2  =  c* = c6  = 0.  W  przypadku  rdzenia  rurowego  na
jego  swobodnej  powierzchni  (z = R—ć )  zerują   się   naprę ż enia

Poniż ej,  jako  przykład,  rozpatrzony  zostanie  stosunkowo  prosty  przypadek  osiowosy-
metrycznego  wyboczenia  cylindra  z  pełnym  rdzeniem.  Dla  tego  przypadku  moż na
przyją ć:

u  =  u(x); w =  w(x); v  = 0.  (9)

Przyjmując  dalej  n =  0  dostajemy  z  (8):

Jf  = 0,  (10)

gdzie:

3.  Równania  równowagi  i  obcią ż enia  krytyczne

3.1.  Energia  potencjalna  odkształcenia  okładziny  i  praca  sił  zewnę trznych. W  dalszym  cią gu
dopuś cimy  moż liwość  utraty  statecznoś ci  przez okładzinę  poza przedziałem  sprę ż ystoś ci.
Energię  potencjalną   odkształcenia  okładziny  obliczymy  w  oparciu  o  teorię   małych od-
kształceń  sprę ż ysto- plastycznych  Henck'y- Ujuszyna  zkładają c,  że materiał  okładziny jest
nieś ciś liwy  (vt = 0,5)  oraz przy  pominię ciu  efektu  odcią ż enia  czę ś ci  przekroju  i  przesu-
nię cia  osi  oboję tnej  [6].  Dla  osiowo- symetrycznej  formy  wyboczenia  cylindra  ma  ona
postać:

u 1

o o

( U )
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gdzie:

D la  wyboczenia  czysto  sprę ż ystego:

Zakładają c,  że na krawę dziach  x  = 0, x  = /  działa  stałe obcią ż enie  osiowe Nx,  praca sił
zewnę trznych  na  okładzinie dana jest  zależ noś cią   [5]:

/   - aa

fL, -   - i  f  f  RMw,xxfdddx.  (12)
o  oo  o

3.2. Energia sprę ż ysta  rdzenia. Zgodnie  Z wcześ niejszymi  założ eniami rdzeń  Znajduje  się
w  trójosiowym  stanie  odkształcenia. Energia  sprę ż ysta  rdzenia  dla  osiowo- symetrycznej
formy  wyboczenia  cylindra  dana jest  zależ noś cią:

/  2n 2c

0  0  0

2va (13)

2  »zi  2  **" ]

gdzie:

z

y««  ==  Uu,2+  Wu,x, yx&  =  0, y»z  =  0.

3.3. Równania równowagi.  Uwzglę dniając  (11),  (12),  (13)  moż emy  zapisać  całkowity
potencjał   energetyczny  cylindra  jako:

n=  Ug+Au- Lz.  (14)

Z  warunku  minimum potencjału:

(5/2" = 0  (15)

znajdujemy  dwa  lokalne  równania  równowagi  powłoki  dwuwarstwowej:

2A7u- 2A1u,xx+(A9- As)w,x~A3w,xxx  =  0,

2A4.w+2(A6- A8)w,xx+2A2w,xxxx+(A9- As)u,x+   (16)

+A3u,xxx  =  NxwiXX,
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oraz zespół  naturalnych warunków  brzegowych  dla x  =  0  i x  = / :

2A1u,x+A3wtXX+wA5  =  0,

A9u- A3ulXX+2(A8- A6)w,x- 2A2w,xxx+N xw,x  =  0,  (17)

gdzie:
Ai,  ..., Ag  są  stałymi.

Przyjmując  dalej dla n = 0 przemieszczenia okładziny w postaci  (7), otrzymujemy  poszu-
kiwana  rozwią zanie:

1  ( A

+  (18)

J
l̂T~  2>"

gdzie:  rf  =   2c (70

2 - / ? )-

- ™7   = =
  " 2 ~ D
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2Ra  "

2c 2c

X, = /   z32(z)dz,  X2 =  /
0  0

X3  =  f  z«J(z)p(z).,<fe,  J
6 o

2c

),zfdz,  X6  =  f  z<p(z) 6{z),,dzt
0  0

f  1  2c

7  -   J  T 9 3

2(z) fi fe,  Z 8  =  /   <p(z)<p(z),tdz,

2c

2c

Obcią ż enie  iVxfcP  uzależ nione  jest  od  iloś ci  pół fal  m.  Najmniejszą  wartość  obcią ż eń
krytycznych  znajdujemy  z  warunku:

=  0 . (19)

Przykł adową  zależ ność  teoretycznych  obcią ż eń  krytycznych,  wg  (18),  w  funkcji  sto-
sunku  tjRg  pokazano  na  rysunku  2.  Do  obliczeń  przyję to:  /  =  1,0  m,  t  =  1 •  10~3  m,
Gu/ E, =  1,  2,  3,  4-   10-5,  v = 0,3,  vtt  = 0,45.

2

1,5

I
l = i m
vt=0,3
^ =0,45

=====
^ .i

—

1,5  2,5  3,5  4,5  5,5x10"

Rys.  2. Zależ ność  teoretycznych  obcią ż eń  krytycznych  (Wtr0  {<*<>   =  f*'*   \  w  funkcji  para-

metru

1 — Gu!E, m 10- 5,  2 — GujE, = 2 •  10- 5,

3 — Gul Et  -   3 •  10-5,  4 —G „ / £ t  =   4- 10-5
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4.  Badania  doś wiadczalne

Badaniom,  mają cym  na  celu  wyznaczenie  wartoś ci  obcią ż eń  krytycznych  powodu-
ją cych  utratę  statecznoś ci, poddano cylindry  z  pełnym rdzeniem  (rys.  3).

Oktadzina

Rdzeń piankowy

Rys.  3.  Cylinder z  pełnym  rdzeniem stosów, do badań

Rys.  4.  Schemat zamocowania i  obcią ż enia cylindrów

Okładziny zewnę trzne  wykonano  z  odcinków  rury  PA- 4N- tb  030 x 0,75  wg  PN- 70/
H- 74592  o  własnoś ciach  Et  = 0,72387 x 10s  MPa,  RB  = 0,153 x 103  MPa,  RQ,2  =
=   0,191 x 103 MPa, Rm  =  0,259 x 103 MPa. Rdzenie wykonano ze sztywnej  pianki poliu-
retanowej  o  gę stoś ciach  pozornych  100,  125,  150  kg/ m3.  D la  pianki  przyję to  vu  =  0,
Gu  =  19,4 MPa. Długoś ci cylindrów wynosiły  206,  515 i  772,5 mm co odpowiada  smuk-
łoś ciom  A równym  20,  50,  75  (smukłość graniczna  lgr  =   68,3)*.

Sposób zamocowania i obcią ż enia cylindrów pokazano na rys. 4. Przykładowe wykresy
obcią ż enia w układzie Al  [mm]—P  [kG] pokazano na rys.  5. Jako  wartość  siły  krytycz-

* '  Smukłość  liczona dla  samej  okładziny
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A  = 20

At

Rys.  5.  Wykresy  obcią ż enia

nej  Pkr  przyjmowano  maksymalną   wartość  siły jaką   był  w stanie przenieść cylinder  (war-
tość  siły po  przekroczeniu  Pk,  gwał townie  malała).  Pomiar umoż liwiał  dodatkowo  obli-
czenie  iloś ci  energii  potrzebnej  do  osią gnię cia  siły  krytycznej.  Otrzymane  wyniki  zesta-
wiono  w  tabeli  1.

T..p.

—

1
2
3
4

1
2
3
4

1
2
3
4

Smuklość

—

i

20

50

75

Tabela  1.  Zestawienie  obcią ż ei

G ę stość

rdzenia

[kg/ m3]

pusty
100
125
150

pusty
100
125
150

pusty
100
125
150

Ar
doś wiadcz.

[kN ]

13,4
14,9
15,1
14,8

11,5
11,8
11,5
11,2

8,3
7,8
9,0
7,6

kp doś w*

—

i, n
1,12
1,10

1,02
1,00
0,97

.

0,94
1,08
0,91

i  krytycznych

Energia

[Nm]

22,5
35,2
29,9
33,3

12,8
14,9
13,3
12,2

8,3
7,2
9,0
6,5

—

1,56
1,33
1,48

1,01
1,04
0,95

_ .

0,87
1,08
0,78

teoretycz.

[kN ]

12,26

14,17

—

,—,

—

1,15

—

—
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Z  przeprowadzonych  badań  wynika,  że  wzrost  siły  krytycznej  przenoszonej  przez
cylinder  z  pełnym  rdzeniem jest  zauważ alny  w  zakresie  małych  smukłoś ci. D la  X — 20
zaobserwowano  ok.  10% wzrost  Pkr  w  stosunku  do  rur  pustych.  W  zakresie  smukłoś ci
bliskich  granicznej  (A = 50  i  A = 75)  rdzeń  nie  ma  wpływu  na  wzrost  siły  krytycznej.
Podobnie  gę stość  zastosowanej  na  rdzenie  pianki  poliuretanowej  nie  ma  praktycznie
wpływu  na  wzrost  obcią ż eń  krytycznych.

Dla  małych  smukłoś ci  zaobserwowano  znaczne  zwię kszenie  energii  odkształcenia
potrzebnej  do wyboczenia  prę ta.  Dla  X = 20, w  zależ noś ci  od gę stoś ci  rdzenia, wynosił
on  od  33% do  56%.

Zaobserwowano  również,  że  cylindry  pełne  odkształcały się   w  inny  sposób  aniż eli
puste.  Widoczne  były  na  nich  liczne  lokalne  pół fale  przy  zachowaniu  kołowej  postaci
geometrycznej  przekroju.

5.  Porównanie  wyników  teoretycznych z  doś wiadczalnymi

Obliczenia  obcią ż eń  krytycznych  wg  (18)  przeprowadzono  jedynie  dla  cylindrów
o smukłoś ci A = 20. Wynika  to z warunku  (9), który może być spełniony jedynie w przy-
padku dostatecznie krę pych  cylindrów.  Ponieważ  dla  tej  smukłoś ci wyboczenie  zachodzi
poza  zakresem  sprę ż ystym,  energia  odkształcenia  okładziny  opisana  jest  zależ noś cią
(11).  Współczynniki <pc  i  <pk wyznaczono  z przebiegu  krzywej jednoosiowego  rozcią gania
przybliż onej  trzema prostoliniowymi  odcinkami. Wyniki  zestawiono w  tabeli  1. Jak  widać
współczynniki  kpdoiw,  i  kpteor.,  okreś lają ce  procentowy  wzrost  obcią ż eń  krytycznych  dla

12 xiO" 3[ m] 12  xiO 3[m ]

Rys.  6.  Wykresy  teoretycznych  funkcji  przemieszczeń  w  rdzeniu  dla  cylindrów  o  smukłoś ci  A =  20:  a-
przemieszczenie rdzenia w kierunku promieniowym, b —  przemieszczenie rdzenia w kierunku  psiowym

3  Mech.  Teoret.  i  Stos.  3/88
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cylindrów  pełnych w  stosunku  do pustych  są  zbliż one  do siebie.  Na rys. 6 pokazano

przebiegi  teoretycznych  funkcji  przemieszczeń

drów  o smukłoś ci  X =  20, wg wzorów (10).

A  0
przebiegi  teoretycznych  funkcji  przemieszczeń  <S = —  i  9> = - jr,  obliczone  dla cylin-

Oznaczenia

Ea,  Gu,vu  —moduł   sprę ż ystoś ci  podłuż nej,  moduł   sprę ż ystoś ci  poprzecznej  i wsp.
Poissona dla rdzenia,

—j.w.  dla okładziny,
—  współ rzę dne  walcowe,
—  przemieszczenia  pow.  ś rodkowej  okładziny w kierunkach x, • &,  z,
—  promień  pow.  ś rodkowej  okładziny,
—  promień  pow.  ś rodkowej  rdzenia,
—  całkowita grubość  rdzenia i okładziny oraz całkowita długość cylindra,

A,  B, E  — amplituda przemieszczeń  powierzchni  ś rodkowej  okładziny,

Di  TT"
Bx  =  Ett

t  t  1  '
2  2  Rg

%e, Ek  —moduły plastycznoś ci  dla okładziny

Ec  = —, Ą  =

• granica  proporcjonalnoś ci  i  umowna  granica  plastycznoś ci  dla okła-
dziny,
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P  e 3  IO  iw e

yCTOftoH BOCTB  flBYXCJIOftHblX   LJHJIHHflPJMECKHX OBOJIO^EK,
OCEBOMY  ©KATH I O

PaSoTa  coflep>KHT  an an n3  TpexocH oro  COCTOHHHH nepeMeineHHii B 3anojiHHTejie  flByxcuoiiHOH  060-
JIO ÎKH. PaCCMaTpHBaeMBlft  K0Mn03HTHBIH qHJIHHflp  COCTOHT H3 TOHKOH BHeillHeii  o6oJIOTH<H (oSjIHqoBKH)
H  yn pyroro  3anojniHTeJiH,  KOTopBie  ycnem no  B3aHMoaeJicTByioT  flpyr  c  flpyroiw  B COBMCCTHOH  paSo ie.
O6jiHijoBKa  yfloBJieTBopneT  OCH OBH KM  noJioHtenHHiw  flByxMepHon  TeopHH  oSoJio^eK.

TaK  rrpHHHTOH MoflejiH  onpeflejieHw  t$yma\vni  nepeMemeHHH B  3anonHHTeite. H a ocnoBe n o-
anajiHTH^ecKHX  peinem di  BbraHcneHbi  KpHTHtiecKHe Harpy3KH   RJIK  noflseprH yToro  oceBOMy

CHOTHIO HHJiHHflpa co  cnJiouiHbiM   3anoJiHHTejieM.  PaccMOTpeH  cpaBHHTejiBHo  npocTofi  cjiy^iaa
HO- CHMMeTpH^ecKoro npoflojiBHoro  H 3ra6a.  PeuieH ne  cpaBHeHo c  AocrynHBiMH  pe3ynŁTaTaMH

S u m m a ry

STABILITY  OF  TWO- LAYER  CYLINDRICAL SHELLS  WITH  AXIA L  COMPRESSION

Analysis of  three- axial displacements state in two- layer  shell  filler  is described.  Tested composite cylin
der  consists of  the  thin external shell  (lining) and elastic filler  (core) —  which are in ideal matching. Lining
assumptions of the  two- dimensional  satisfies  layer  theory,  and  the core- of  the  three dimensional  theory.
For  a  such model displacement  functions  in  the core were  determined. On  the base  of  analytic  solution
we  have  obtained critical  load  for  full  core  cylinder  with  axial  compression.  Relatively  simple  case  of
axial- symmetrical  buckling was examined. Theoretical solution was  compared with accessible  experimental
tests  results.

Praca wpłynę ła  do Redakcji  dnia 5  lutego 1986 roku.


