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1. Wstep

Zejécie rakiety z prowadnic wyrzutni posiada istotne znaczenie w dynamice rakiet
zaréwno sterowanych jak i niesterowanych. W przypadku rakiet sterowanych decyduje
o wejéciu w pole sterowania, a wigc o realizacji zadania w ogdle, W przypadku natomiast
rakiet niesterowanych wplywa w sposéb istotny na rozrzut.

Proces dynamiczny po zejéciu z wyrzutni zalezy w zasadniczy sposéb od predkoséi
zejécia, a ta z kolei od dhugosci prowadnic i przyspieszenia zespolu napedowego, oraz
charakterystyki aerodynamicznej. Okreélenie zatem wiasciwej dtugosci prowadnic wyrzutni
odgrywa zasadnicza role w badaniu dypnamiki ruchu. Rozwiazanie tego problemu jest
przedsigwzigciem bardzo skomplikowanym ze wzgledu na koniecznoét spelnienia wieln
kryteridw ograniczajacych. Przyjeta diugo$¢ prowadnicy powinna zapewnié osiagnigcie
przez rakiet¢ pewnych poczatkowych parametréw lotu, z ktérych najwazniejszym jest
predko$¢ poczatkowa rakiety Vp. Parametr ten determinuje w znacznym stopniu zacho-
wanie si¢ rakiety po zejéciu z prowadnicy wyrzutni na niekierowanym, aktywnym odcinku
toru. :

Zasadnicze kryterium wedlug Helmholtza [1] wymaga pelnej stabilizacji lotu zaktéco-
nego rakiety po zejéciu z wyrzutni.

Jako kryteria ograniczajace przyjeto:

1. Stateczno$é dynamiczna rakiety po zejsciu z prowadnicy wyrzutni, ktéra dla ruchu
przyspieszonego w zakresie M = 0+0.5 sprowadza si¢ do zachowania oscylacyj-
noéci zmian kata natarcia «.

2. Zachowanie dopuszczalnych wartoéci kata przepadania i pochylenia stycznej do
toru 4y przy zadanej predkosci kotcowej V.

Warunek oscylacyjnosei ruchu rakiety po zejsciu z wyrzutni byt wykorzystywany jako
kryterium doboru dlugoéci prowadnic, ale przy zastosowaniu znanej metody zamrazania
wspélczynnikéw réownania wahan podluznych [2]. Zasada zamroZenia eliminowata wpltyw
przyspieszenia zespotu napedowego, ktory jest bardzo wyrainy, szczegdlnie przy matych
predkodciach ruchu. Nic tez dziwnego, Ze otrzymywano dlugosci prowadnic niepomiernie
dlugie i rzadko spotykane w praktyce. Wiadciwa g@owiedi daje badanie statecznoéci
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ruchu nieustalonego, a wiec ze zmiennymi wspolczynnikami réwnania. Problemowi temy
poswiccone jest niniejsze opracowanie.

2, Wyprowadzanie réwnania ruchu rakiety

Rozwaza sig plaski ruch rakiety w plaszczyZnie pionowej, ograniczajac sie do zakresy
katéw natarcia «, umozliwiajacych linearyzacj¢ charakterystyki aerodynamicznej. Przy-
jeto réwniez, ze w przedziale 0 - 0.5 M wspdlczynniki aerodynamiczne sg niezaleZne od
liczby Macha.

Przy zaloZeniach tych mamy:

Cx CxO:
C,=Clu, 2.1
< du = (da d 3 do
CM = C:I‘Q'I”CM —[11—+C}8{))' (7+‘7};‘)+CL(5+C?W7]—

Uktad rownain opisujacych ruch rakiety w plaszczyZnie pionowej jest nastepujacy:

dv .
m— = —mgsiny+7Tcoso—~P,,

dt
dy ' .
mV'iF = —mgcosy+Tsina+P,,
d*a  d*y .
dl dh . dx
—21}— = V, W = Vslny, TI = VCOS'}’,
dm _
a = T

Oznaczenia podano na rys. 1. Ponadto:
m — masa rakiety,

Rys. 1
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o — gestosé powietrza,
S — powierzchnia nos$na (odniesienia),
C., C,, Cpyy — wspblczynniki sit i momentdw aerodynamicznych.,
Dla zakresu malych katéw natarcia umozliwiajacych linearyzacje charakterystyki
aerodynamicznej mozna przyjaé:

cosax ~ 1,
. 2.3)
sina & «o.
Wprowadza si¢ oznaczenia:
P
m
St
= g‘;_ly‘ (2.4)
T
aT = —
m
- h
5= o(h)
fo

i po dokonaniu przeksztalcen z uwzglednieniem zaleznosci (2.3) i przejéciu na droge jako
zmienng niezalezna otrzymuje sie:

/A A KL
a’y _ _ gcosy A_ .
A gty ot 8Ck,
‘de  div 1 4V (da dy —
az TV ar (dl + dl) = Q. 23)

= du de dy
M 3
[Ca CZ+CM dl +CM’ ( dl + —= dI )],

o dx cos dm _ —m,
=siny, —r= Y T —V
&, 3, w, — wzgledne predkosei katowe.

W trzecim rownaniu ukladu (2.5) z prawej strony pominigto czlony zalezne od kata wy-
chylenia steréw J i pochodnej %6— gdyZ bezposrednio po zejsciu z prowadnic wyrzutni

stery aerodynamiczne sa zablokowane ze wzgledu na maly efektywnosé, wynikajaca
z malej predkoséci rakiety.

Poniewaz bezposrednio po zejéciu rakiety z prowadnic wyrzutni zmiana wysokoéci
Jest nieznaczna, pociaga to za soba réwniez nieznaczng zmiang gestosci wzglednej po-
wietrza. Dopuszczalne jest wige przyjecie w dalszych rozwazaniach:

do

¢ = const, = 0 (2.6)
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Rézniczkujac drugie réwnanie ukladu (2.5) i przy podstawieniu pierwszego i drugiego
réwnania ukladu (2.5) oraz uwzglednieniu (2.6) otrzymamy trzecie rownanie rézniczkowe
ukladu (2.5) opisujace zmiang kata natarcia rakiety o w postaci:

da

gdzie:

Calv(hy, y(0, 11 = Ku(D+ %ZT—Vé;SiﬂV_’

Y T -
K,() = 5 0(C3~C)—#0(Cy+ Cip»)

GV, (), 1 = k() F—A—Q(C“-{ Ce— } Cm) V§‘+

2gsin
+g Y —dar

“j'/z—'—'Tﬁ+C [V(I) 1] (2.8)
ar 1 mg\ 1 4_ ., my
G0, 0= V3 ( a T m )"f/— 2 ecs n
2
K(l) = —#gC% —i—zca(c + 2 cMy)
cosy [ ar—2gsin A
S0, 70, 1= ~ 5T (420 2 g 1)

Jak wynika z zaleznosci (2.8) wspolczynniki C,[V (), y(1), 1], Cs[V(]), y(I), I1 oraz funkcja
wymuszajaca f[V(]), (), /] nie sa jawnymi funkcjami drogi, lecz poprzez predkos¢ i funkcje
trygonometryczne kata pochylenia stycznej do toru.

Ze wzglgdu na wolnozmienng prawg strong réwnania (2.7) rozpatrywany problem
sprowadza si¢ do zbadania warunku oscy]acyjnoéci rozwiazan réwnania:

((1”2 +Cd(1) +C (Do =0 (2.9)

Wprowadzimy nowa zmienng z(/):

a() = z() - exp(——% de(s)ds), (2.10)

tak, aby w powstalym z zamiany zmiennej «(/) przez z(/) réwnaniu rézniczkowym znikly
wspdlczynniki przy pierwszej pochodnej:

d2
i ~—=—+®P()-z =0, 2.1

dzie:

1 dC()

D = C.l)- Cih—5- L @12
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Wykonujac wskazane dzialania mamy:

oV = % (AV+BV3+CV2+DV+E) (2.13)
gdzie:
A= —ngCi= g G G- Cic
2
16 & (G- x)z—m 2(Cl + Cip) + (2.14)

Ax _ - —
+ 5 G(C- (Gt O

m, % 1

B=— vy 9(C°‘+Cx) —-»;"(CM+C‘”)— — (2.15)
}'
gy . A 2% T
C = arxpCi+gsiny %@ Ci+ Cx—-—}—- (Cy+Cg» (2.16)
D=0 2.17)
5 1
= 02| 2 ginZy—-—
E—g(4 sin®y 2) (2.18)

Qdrzucajac cztony, w ktérych wystepuja wspélezynniki 12, »* 1 Ax, jako bardzo mate
otrzymamy w przybliZzeniu:

A —xpCe. (2.19)

2. Warunek oscylacyjnosci ruchu rakiety

Warunkiem oscylacyjnosci rozwiazan rownania (2.11) wedlug twierdzenia Szturma
[4] jest, aby @ (I) byta funkcja dodatnia, rosngca i ograniczona dla wszystkich 7 >/,
Poniewaz

4 3 2
lim &() = lim AV*+BV*+ CV?+ DV+E

=4d - 3.1
l—> o V({l)—o ye ( )

i dla rakiety majacej spelniony warunek statecznosci statycznej Cyy < 0 a wiec zgodnie
z zaleznoscia (2.14) lub (2.19) "

lim &) = 4 > 0 (.2)

1w

Wtedy warunek oscylacyjnoéci rozwigzan (2.11) sprowadza si¢ do:

AV4+BV3 4+ CV2+DV+E
SV = 74 > 0,
‘ (3.3)
, BV342CV24-3DV+4E dV
DY) = — 73 - >0

R Meceh, Teoret. i Stos. 1—2/87
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W najczesciej spotykanych przypadkach przy pracujacym zespole napcdowym% > 0.

Uwzgledniajac ponad to, ze ¥ > 0, otrzymamy warunki (2.23) w postaci:
F(V)= AV*+ BV3+CV*+DV+E > 0,
F,(V) = BV3+2CV2+3DV+4E < 0.

Aby okreslié Vo, dla ktérej warunki (3.4) sa spelnione, rozpatrzmy przebieg D[V (/)]
dla réznych, technicznie mozliwych przypadkéw warunkujacych wielko$¢ i znak wspdl-
czynnikéw A, B, C, D i E. Jak wykazano wyzej, dla wszystkich rakiet majacych zapewnio-
na statecznosé statyczna 4 > 0.

W najczeéciej technicznie spotykanych przypadkach wspélczynnik B jest ujemny,

dr,

(3.4)

natomiast, wiel-

) . . , My

gdyz zazwyczaj projektuje si¢ rakiety w taki sposob, aby o
y

kosci pozostalych wspélczynnikéw wyrazed (2.15) sg tego samego rzgdu. Wspdlezynnik

C dla rakiet z pracujacym zespolem napgdowym jest przewaznie ujemny, ale nie wyklu-
czoune s tez i takie przypadki, np. dla ap = gsinyg, lub Ci =0, e otrzymamy C > 0.
Wielko$é i znak wspélczynnika E zalezy od kata nachylenia stycznej do toru.
W zakresie:
—arcsin /0,4 < y < arcsin /0,4 (3,5)
mamy: E < 0, dla pozostalych katéw E > 0.
Poniewaz dla E # 0:

lim @[V()] = o -signk, (3.6)
Yih—~0
lub w przypadku, gdy £ =0 .
lim @V ()] = oo -signC. 3.7
Yy —0

Mlejsca zerowe @(V) i @' (V) pokrywaja sie z odpowiednimi zerami wielomiandéw
F (V)i F,(V). Zgodnie z reguly Descartesa [6], w zaleznosci od ilosci zmian znaku wspolt-
czynnikéw A, B, C i E wielomian F\(V), a wiec réwniez i @(V) moze mieé trzy, dwa,
jedno lub nie mie¢ wcale rzeczywistych zer dodatnich (dla ¥ > 0). Wobec powyZszego
wykresy (V)i &' (V) dla réznych, technicznie mozliwych przypadkéw beda mialy charak-
ter przebiegdw jak pokazano na rys. 2a, 2b, 2c. A

Z ukiadu nierdwnosci (3.4.) wynika, Ze istnieje pewna minimalna predkosé rakiety
Vomins PO przekroczeniu ktérej zmiany kata natarcia o spowodowane zakléceniami po-
czatkowymi beda mialy charakter oscylacyjny, gdyz zostana spelione warunki (3.3)
wynikajace z twierdzenia Szturma. Rozwigzanie ukladu (3.4) w celu wyznaczenia ¥V
mozna dokona¢ metodami numerycznymi lub graficznie przyjmujac:

. VOmln = n;la:,x {VOI’ VOJ}’ (38)
gdzie: ’
Vo1 — miejsce zerowe F;(V),
Voj — miejsce zerowe F,(V).

Projektowana dtugo$¢ prowadnicy musi by¢ tak dobrana, aby gwarantowala osiag-
nigcia tej predkoscei przed zejsciem rakiety z prowadnicy wyrzutni.
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E'tvy

v

|
\
} E>0 B<O0 C<0
| wb E>0 B>0 C<0
''\Wwb E=0 B<O €>0

®'tv)

3!

vin
Ez0 B<O C<0Q
lub E20 B>0 C<D

c)
L0V ')

Vo7 Voo il

E<0 B<0O C<0
lub E<0 B>0 C<0
lub E<0 B<0Q C>0
lub E<0 B>0 C>0

Rys. 2
4. Okreslenie minimalnej dlugo$ci prowadnic wyrzutni

Minimalng dhugo$¢ prowadnic wyrzutni mozna okreslié znajagc zmiang predkosci
rakiety w czasie ruchu po prowadnicach wyrzutni.

Réwnanie rézniczkowe opisujace ruch rakiety po prowadnicach jest analogiczne do
pierwszego réwnania ukfadu (2.2) (przy stalej sile tarcia podpér rakiety o prowadnice

wyrzutni). Pominigcie pozostatych réwnan wynika z istnienia réwnowagi sit normalnych
z reakcjami belki wyrzutni:

m %’; = T—mgsin@,—P,—R, 4.1
gdzie: R —sila tarcia podpér rakiety.
Réwnanie (4.1) po uwzglednieniu zaleznoéci (2.4) mozna przedstawié w postaci:

av . R A_, .
7= aT——gsm@o—Zz —79CxV . 4.2)

8+
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Rys. 3
Jezeli oznaczymy:
a; = 2(ap—gsin@y)—2 % 4.3
1 przejdziemy na drogg jako zmienna niezalezna otrzymamy:
fl%ﬂ =a,—C,V?, (4.4)

.gdzie: C, = ApCs.
W przypadku ruchu rakiety po prowadnicach mozna przyjaé:
a; = a4 = const., 4.5
C. = const.
Rozwiazanie réwnania (4.4) z uwzglednieniem (4.5) przy zerowych warunkach po-
czatkowych jest nastgpujace:
A = - (1-e). 4.6)
Cx

Majac okreslong wg zaleznosci (3.8) Vomis moZzemy po podstawieniu do wzoru (4.6)
obliczy¢ dlugosé prowadnic wyrzutni /y:

a —
Vmin = — (1 —e~Calo) (X))
C.
skad:
L, = F_l—ln ———IT (4.8)
SV
1
poniewaz:
ng(n Cx <1 (49)
a

to rozkfadajac logarytm naturalny na szereg potggowy [5] i po uwzglednieniu tylko pierw-
szego wyrazu tego szeregu zalezno$é okreslajaca minimalna diugosé prowadnic‘wyrzutni
pizyimuje postaé [7]:
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Vi

Qi min

o =

(4.10)

Zalezno$¢ (4.6) opisuje zmiang predkosci takiety zaréwno w ruchu po prowadnicy
wyrzutni jak i w locie swobodnym. JeZzeli rozlozymy wystegpujaca we wzorze (4.6) funkcije
wykladnicza w szereg potegowy i uwzglednimy tylko dwa pierwsze wyrazy tego szeregu
to otrzymamy:

V(D) = ayl (4.11)

Zalezno$é (4.1) po podstawieniu do (2.8) pozwala wyznaczy¢ bezposrednio minimalna
diugo$é prowadnicy wyrzutni. Otrzymamy wtedy:

1

CiD) = Kg+—, (4.12)
: A 2 11 11
= K+Zolcrrc, - co) o — o
CS(I) S+ 4 9( Z+Cx A CM) 1 4 12 +
ar
AL seems L1 dt  m) ] 413
2 Ve Cmyr s \ T m |y 1
1 geosy 1  gcosy A ) ]
S = 2 a, 2 + a, TQC::"'"‘QCM’ T . (4.14)
Po zastosowaniu podstawienia (2.10)
1
-} [ cysas T —}Ka-1
o) = z(-e o =f(1)]/f-e Lt @15)
otrzymamy réwnania (2.7) w postaci:
d*z v ' .
S oz = £, (4.16)
gdzie o(I) wyznaczono z zalezno$ci (2.12):
B* C* D*
Hh=da*+"+ & 7
A* = Ks——-_,li—K,,2 ~ —xpCh > 0, (4.18)
A1 m
B¥ = — —_ pC*—, 4.19
2 Va, oG, (4.19)
A x _ T )
* — 5 2 50%
C 5 QC,,—{- 5 6C%, (4.20)
dar
1 dr . m,
AU S Y 421
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Warunek oscylacyjnosci rozwiazan rownania (4.16) wynikaigcy z twierdzenia Szturma
to:

AYT +B*1+ C* Y1 +D*

) = o=t
o) Iy

> 0,

AP @.22)
o) = —L BH+2C VI+3D*

3 2yl

Oznaczajac 1/]_ = x warunki (4.22) dla / > 0 sprowadza si¢ do ukiadu nieréwnosci:

Fi(x) = A%+ B*x? + C¥x+D* > 0,

. (4.23)
Fa(x) = B*x?42C*x+3D* < 0,

Poniewaz 4* > 01 B* > 0; C¥ < 0; D* > 0 to zgodnie z regulg Descartesa F,(x)
posiada jeden lub dwa pierwiastki rzeczywiste dodatnie. Natomiast F,(x) moZe mie¢
dwa pierwiastki rzeczywiste dodatnie dla A4 = 4(C*—3B*D*) > 0 lub nie mieé ich wcale.
Wobec tego przebieg (/) moze mie¢ charakter jak na rys. 4a, 4b, 4c.

a) by -
foll) plh

X

N . e

Rys. 4

5. Przyklad obliczeniowy

Obliczono minimalng diugos¢ prowadnicy dla rakiety o nastepujacych charaktery-
stykach:
kg
my =75 [kg]; m, = 10,25 < Jyo = 70 [kgm?];

d{y_ _ _S[I(gmz

By ]; s = 0,256 [m?]; ¢, =047 [m];
dat s

Cyo = 0,0293; C%=1,514; C% = —1,755;
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Cé = —201; C@ = —597 T = Tpa = const

np= 1 _ 40,0; 26,7; 23,3; - 200
mg

Wyniki obliczen pokazano na rys. 5 i rys. 6.

Lo, Im)

min

10

¥ I/
2

081
ol L0

14 04

R

02

6. Wnioski

W niniejszej pracy rozpatrzono problem wyznaczenia dtugosci prowadnicy wyrzutni
akiet, przyjmujac jako kryterium oscylacyjno$¢ zmian kata natarcia o rakiety po zejéciu

z prowadnicy. W dostepnej literaturze jest mato materiatéw analizujacych warunki startu
pociskéw rakietowych z wyrzutni prowadnicowych. Dotychczas jako kryterium okre$lajace
dhigo$¢ prowadnicy przyjmowano predko$é, przy osiagnigciu ktorej sita noéna rakiety
P, przewyzszy jej cigzar Q [1] lub tez przyjmujac jako kryterium oscylacyjnosci ruchu
rakiety wokot §rodka cigzkosci, traktowano predkos¢ rakiety jako parametr oraz zanied-
bywano wplyw wielkosci kata pochylenia strzaly wyrzutni na pregdko$¢ minimalng pocisku
(PAREEIR _

Przeprowadzona analiza wykazala, Ze minimalna predkos$¢ rakiety a zatem i minimalna
dtugo$é prowadnicy wyrzutni, przy. przyjetym kryterium zalezy nie tylko od takich para-
metréw rakiety jak jej charakterystyki aerodynamiczne, geometryczne, cigzarowe oraz
wielkosci sity ciagu silnika startowego, lecz takze od kata pochylenia prowadnicy wyrzutni
w chwili startu.

Poniewaz najczgéciej ta sama wyrzutnia zabezpiecza start dla réznych katéw pochyle-
nia, zatem nalezy przyjaé dtugosé prowadnic dla warunkéw dajacych jej warto$é najwigk-
sza. Jest to warunek o istotnym znaczeniu.

Proponowany sposéb wyznaczania minimalnej dlugosci prowadnic daje wyniki bardzo
bliskie spotykanym w praktyce. Spotykane dotychczas kryteria w literaturze dawaly
wyniki znacznie przekraczajace dtugoéci w rozwiagzaniach praktycznych i to nawet kilka-
krotnie. Tak na przyklad warunek oscylacyjno§ci pomijajacy zmiang predkosci (zamra-
Zzanie wspolezynnikéw réwnania) daje diugosci okolo 4 - 5 razy wigksze od diugosci wy-
znaczonej dla lotu nieustalonego.
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Kryterium oscylacyjnosci dla lotu nieustalonego nalezy traktowaé jako warunek
konieczny, choé¢ w wielu przypadkach jest decydujacy. Dodatkowym warunkiem moze
by¢ ograniczenie zmiany pochylenia stycznej do toru lotu, lub polozenie i wielko$¢ obszaru
sterowalnoséci, do ktorego rakiete doprowadza si¢ lotem niesterowanym [8]. Stanowi to
jednak oddzielny problem.
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Pesome

VCJOBHME OCUMIIALIMMHOCTU KAYAHUSA PAKETEHI KAK KPUTEPHI ITOJBOPA
IJIMHBI HANPABJISIOMWX IYCKOBOI'O YCTPONMCTBA

CopepycanueM CTATH ABJIeTcs npobiema ONpEeNeNICHHS MHHMMANLHON ~JUIMHLI HANPABJLAIOWMX
TNYCKOBOIO YCTPOMCTBA paKeTHbIX cHapapon. Kax KpUTepHM NPHHATE OCUMIULIUNAHOCTE HBIYKeHHS
PAKETHI II0 OTHOLIEHUIO K LIEHTPY MAacChl IOCJIE BBIXOAA H3 HANpaBAAIOLIMX ITYCKOBOIO YCTPOHMCTEA.
Hcenenys ypaBHeHMsI OBIDKEHHA pPaKeTbl BBIBEAEHBI 3ABHCHMOCTH ONPEACHAIOIIME: MUHHMATLHYIO
CKOPOCTh BBIXOA K3 HANPaBASIOWMX (1Y Vg 00ECHEUHBAOMYIO OCIMUIALHINHOCTE HSMEHEHHH YIila
aTaKkd o, & TAIOKE MHUHHMAJIBHYIO [JIMHY HANPABJUSUOMIHX /omin 0BECIICUMBAIOLIYIO JOCTHDKEHME 3TOM
CKOPOCTH.

Summary

CONDITION OF AN OSCILLATORY MOTION OF A ROCKET AS A CRITERION FOR THE
DETERMINATION OF THE LAUNCHER LENGTH

The paper deals with the problem of determination of the minimum guide length of a rocket missile
launcher of variable velocity. As a criterion, the oscillability of the rocket motion with respect to the mass
center after leaving the Jauncher guides has been assumed. Investigating the equations of the rocket motion
we have derived the relations from which we can determine:
~— the minimum velocity Vg min of the missile, when it leaves the launcher guides, ensuring the oscilla-

bility of variation of the angle of attack;
— the minimum guide length /ym which allows to obtain such a velocity.

Praca wplynela do Redakcji dnia 7 kwietnia 1986 roku.



