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Modelowano programowy ruch samolotu w petli. Postulowano by §rodek masy samo-
lotu opisywat podczas ruchu okrag o stalym promieniu. Przedstawiono model matema-
tyczny wyznaczania funkcji sterowania sterem wysokosci zapewniajgcej $cista realizacje
natozonego warunku wigzu programowego. Samolot potraktowano jako sztywny obiekt
tatajacy ze sztywnymi ukladami sterowania.

1. Wstep

Typowym zagadnieniem symulacji nieustalonych ruchdéw samolotu jest badanie od-
powiedzi zamodelowanego ukladu na narzucony model sterowania [1, 7, 8]. Warunkiem
symulacji danego manewru czy figury akrobacji lotniczej jest jednakze przyjecie odpowied-
niego modelu sterowania. Najczgsciej jednak znane sa tylko ogdlne zasady sterowania przy
wykonywaniu poszczegblnych manewréw, Sciste wartosci parametréw sterowania oraz
ich przebiegi czasowe moga by¢ trudne do ustalenia.. Geometria symulowanego ruchu
zaleze¢ moze natomiast silnie od nieduzych zmian w modelu sterowania.

W pracy podjeto aspekt zagadnienia odwrotnego. Nakladajac na ruch samolotu od-
powiednie warunki (wigzy programowe [2, 3, 5]) poszukiwa¢ mozna takiej funkcji stero-
wania, ktora zapewni realizacj¢ zalozonego ruchu programowego. Ograniczono si¢ do
modelowania programowego ruchu samolotu w petli. Jako wigz programowy przyjgto
warunek pozostawania $rodka masy samolotu na okregu o zadanym promieniu, zawartym
w plaszczyinie pionowej wzgledem ziemi.

Samolot traktowano jako sztywny obiekt latajacy o trzech stopniach swobody (tylko
ruchy symetryczne). Sterowanie samolotem realizowano poprzez zmiang ciggu silnika
oraz zmiany wychylen steru wysokosci. Przyjeto przy tym, ze wychylenia steru maja para-
metryczny wplyw jedynie na warto$é aerodynamicznego momentu pochylajacego.

Ze wzgledu na istotne uproszezenia w formutowaniu zapisu modelu matematycznego
rozwazanego ruchu programowego, dynamiczne réwnania ruchn samolotu zapisano
w formie [4, 6]:
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m-V = —P,+T-cos(a+x)—m-g-siny, )
m-V.y=P+T sin(fe+x)—m-g-cosy, 2)
JO = M+T-e, (3

gdzie: m — masa samolotu, J— moment bezwladnosci, V' — predko$é samolotu, y — kat
nachylenia wektora predkoéei do poziomu, T — ciag silnika, y — kat pomiedzy wektorem
ciagu i osig Ox, e — odlegloé¢ linii dzialania wektora ciggu od $rodka masy, g — przy-
spieszenie ziemskie, P, P,, M —sila oporu aerodynamicznego, sita nos$na i aerodyna-
miczny moment pochylajacy, ¢ — kat natarcia samolotu, Q — predkos¢ pochylania samo-
lotu.

Rys. 1 Stdsowane uklady odniesienia: Oy x,z; —ukiad inercjalny o osi 0,z; pionowej, Oxz — uklad
wiasny samolotu, 0x,z, — uklad aerodynamiczny o osi Ox skierowanej wzdluz kierunku wektora predkosci
catkowitej, Ox,z, — uklad grawitacyjny, réwnolegly w kazdej chwili do ukladu 0 x z,

Réwnania (1)~ (3) uzupelniaja zwiazki kinematyczne

%, = V- cosy, 4)
, z, = —V-siny, ®)]
| 6-0 | ®
oraz zaleznos¢ pomocnicza (rys. 1)
@=0-y, ' 0

gdzie: x,, z; — wspdirzgdne $rodka masy samolotu w inercjainym ukladzie odniesienia
0,x,z,, @ —kat pochylenia samolotu.

Wystepujace w réwnaniach ruchu sita oporu, noéna oraz aerodynamiczny moment
pochylajacy sa ogdlnie znanymi zalezno$ciami:

1 1 1
P, = TQSVZC_,, P, = —2——QSV2CZ, = —-2—QSV2C,C,,,,

gdzie: o — gesto$¢ powietrza, S — powierzchnia noéna, ¢y, ¢,, ¢, — wspélczynniki sily
oporu, sily noénej i momentu pochylajacego, ¢, — $rednia cigciwa aerodynamiczna.
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W pracy przyjeto prosty model oddziatywan aerodynamicznych. ZatoZono, Ze wspol-
czynniki sily nosnej. i oporu aerodynamicznego zaleza tylko od wartoéci kata natarcia,
natomiast wspolczynnik momentu pochylajacego przyjeto jako zalezny od kata natarcia,
katowej predkosci pochylania i kata wychylenia steru wysokosci. Dodatkowo zalezno$¢
c.{(o0) potraktowano jako liniows.

Cx = cx(a)a C;=a-a, Cm = Cm(a’ Q’ 611)’ (8)

gdzie &;; — wychylenie steru wysokosci. Dla zmniejszenia skomplikowania zapisu dalszych
wyprowadzen przyjeto tez, Ze warto$¢ gestosci powietrza jest ustalona, ¢ = const.

2. Sformuwlowanie zagadnienia

Postulat azeby w kazdej chwili lotu srodek masy samolotu 0 znajdowat sic na okregu
petli 0 zadanym promieniu r réwnowazny jest z natozeniem na ruch ukladu wigzu progra-
mowego o postaci

1 1
= 5 (x}+22)—7r2 =0. )

Rys. 2 Geometryczna ilustracja nalozonego wigzu programowego

Jezeli w chwili poczatkowej uklad spelnia wiez, tzn
S(x105210) = 0, (10

to warunek (9) réwnowazny jest jego formie rézniczkowej [2,3] f = v, ¥ +z,2; = 0,
ktora po uwzglednieniu (4) i (5) moze by¢ zapisana jako

7* = V(x,cosy—z;siny) = 0. an

17+
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Podobnie jak poprzednio, zadajac azeby w chwili poczatkowej spelniony byt warunek (11),
ozyli ' )

J*(x105 2105 Vo, ¥0) = 0, (12)
w dowolnej chwili czasu spelniony bedzie warunek (11), gdy w kazdej chwili czasu spel-
niany bedzie warunekj"'* = 0. Stosujac analogiczne podstawienia i wykorzystujqc zalez-
nosci z rys. 2, réwnanie to mozna sprowadzi¢ do postaci

JE=Vi—p.r-v=0. (13)

Przeksztalcony warunek wiezu (13) interpretowaé nalezy nastgpujaco. Jezeli w chwili
poczatkowej stan ukladu spetnia warunki (10) i (12), to spelnianie przez ruch samolotu
warunku (13) jest rownowazne z realizacjg wigzu w postaci (9). Z drugiej strony, jedli ruch
samolotu ma by¢ zgodny z nalozonym wigzem (9), zmiana kata y zwigzana jest réwnaniem
(13). Odrzucajac przypadek zerowej predkosci lotu, postulowanie realizacji rozwazanego
ruchu programowego jest rownowazne warunkowi

14

p=— (14)

Jezeli w kazdej chwili rozwaZanego ruchu programowego spetniona ma by¢ zalezno$é
(14), z réwnania (2) wynika, Ze spelniony musi by¢ warunek

L2
m-V —%QSVZ(:,—T-sin(oc+x)+m--g-cos‘y=O. (15

Rownanie powyisze wyraza soba warunek réwnowaZenia sig¢ wszystkich sit czynnych
i bezwladnosci na kierunku promieniowym. Oczywistym jest, Ze realizacja tego warunku
implikuje stalg warto$¢ promienia petli, a spelnienie dodatkowo warunkéw (10) i (12),
wykonywanie przez samolot konkretnie narzuconej petli.

Reasumujac, z punktu widzenia realizacji ruchu programowego opisanego réwnaniem
wigzu (9), model sterowania samolotem winien by¢ dobrany tak, azeby odpowiedz ukladu
opisanego réwnaniami rézniczkowymi:

V= %(——;—QSVZC,C-}- T-'cos(a+x)—m'g-sin7.l), (16)
' .
0= 1 —LQSVZc twtTe (18)
J 2 a~m " 2

uzupetnionymi zwigzkami (4)=-(6) oraz dodatkowo (7), w kazdej chwili ruchu speiniala
warunek (15). Wartoéci poczatkowe sktadowych wektora stanu tak okre§lonego ukladu
réwnan rézniczkowych musza przy tym byé dobrane tak, aZzeby spelnione byly réwnania

(10) i (12).

3. Modele sterowania samolotem w petli

W rozwazanym przykladzie ruchu programowego sterowanie samolotem realizowano
poprzez zmiany wychylenia steru wysokosci 8y oraz poprzez zmiany wartoéci ciagu sil-
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nika T. Model zmian tych parametréw dobrany musi by¢ przy tym tak, azeby w kazdej
¢hwili zachodzit warunek (15). Przy uwzglednieniu poprzednich zatozeh o statej wartosci
o, zaleznosci ¢, tylko od kata « oraz biorac pod uwagg zaleznos¢ (7), réwnanie (15) jest
ogblng zaleznodcia typu

w¥V,y,0,T) =0, (19

Réwnanie powyzsze zalezy wigc jawnie tylko od jednego parametru sterowania — ciggu
silnika 7. Zadanie sterowania w zadanym ruchu programowym rozwiazane mogloby by¢
nastgpujaco. Przy dowolnie dobranej (z punktu widzenia realizacji wigzu (9)) funkcji
zmian wychyle steru wysokosci &y, zmiany wartosci ciggu silnika mozna wyznaczaé
bezposrednio z réwnania (15) w zaleznosei od aktualnych wartodci V, » i @, Inaczej méwiac,
wyliczong z réwnan (15) funkcje

T = T(V,y,0) (20)

wystarczy podstawi¢ do prawych stron réwnan (16) i (18). Niezaleznie od modelu sterowa-
nia sterem wysokosci, odpowiedz rozwazanego ukfadu réwnan rézniczkowych (16)-+ (18)
i (4)+(6) realizowaC bedzie wowczas narzucony ruch programowy. W kazdej chwili
bowiem realizowany bedzie warunck (15).

Chociaz przedstawiony powyzej model sterowania polegajacy na nalozeniu warunkow
od wigzu programowego na funkcj¢ sterowania ciggiem silnika jest poprawny od strony
teoretycznej, w praktyce realizacja takiego modelu sterowania moze okazadé sie niefizyczna.
Sterowanic w petli realizowane jest bowiem gléwnie poprzez zmiany wartosci wychylenia
steru wysokosci [1]. Zmiany ciagn silnika dokonywane sg zwykle dla zapewnienia odpo-
wiedniej predkosci lotu, a petla wykonana moze réwniez by¢ przy stalej wartosci ciggu.
O wiele ciekawszym zagadnieniem wydaje si¢ wigc narzucenie (niezaleznie od warunkéw
wiezu programowego) pewnego modelu zmian ciggu silnika i poszukiwanie modelu zmian
dy zapewniajacego realizacje programu ruchu.

Formalnie warunek (15) nie zalezy jawnie od 0g. Aktualne wartosci ¥, y 10 zaleza
jednak od przebiegu zmian tego parametru sterowania. Warto$¢ kata wychylenia steru
wysokosci wplywa bowiem poprzez wspdiczynnik momentu pochylajacego ¢, (wzory
(8)) na zmiany wartosci katowej predkosci pochylania Q. Co za tym idzie, funkcja zmian
8y decyduje o aktualnych wartosciach kata natarcia «, a wigc posrednio wplywa na prze-
biegi czasowe wszystkich elementéw wektora stanu odpowiedniego ukladu réwnan rézaicz-
kowych. PoniZej przedstawiono sposéb wyznaczenia funkcji zmian gy zapewniajacej
§cisly realizacje rozwazanego ruchu programowego. Dla skrdcenia zapisu, w dalszej czgdci
pracy przyjmowano przy tym stala warto$¢ ciggu silnika T = const.

Réiniczkujac po czasie warunek (15) otrzymamy:

2erV —QSVVaa—% oSV *ab— Tacos(a+ y) —mgysiny = 0. 1)

Je$li w réwnaniu powyzszym V i y zastapimy zalezno$ciami (16) i (17), natomiast zgodnie
z (7) oraz (6) i (17), & przedstawimy jako

W= O = Q—_-,K, 22
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przeksztalei si¢ ono do réwnania o nastgpujacej ogdlnej formie

w,Q,7,0) = 0. (23)
Poddajac kolejnemu rézniczkowaniu po czasie rownanie (21) otrzymamy

2 (21 V)~ oS (P2 + VP ) an— 205V Vi~ - 0SVaii +

o . . 24
—Técos(a+ y)+ Tasin(o+ ) — mgysiny —mgp?cosy = 0. @4)

Jesli zapewnimy, Zze w chwili poczatkowej o spetnione bedg zwiazki (15) i (21), czyli
w(¥s, ¥o, o) =0 (25)
oraz
w(Vo, Qo, Vo, @) = 0,

to realizacja w kazdej chwili ruchu warunku (24) zapewnia¢ bedzie, ze warunek (15) bedzie
© zachowany. ' _

Réwnanie (24) interpretowaé mozna jako warunek nakladany m.in. na druga pochodng
kata natarcia «. Jezeli z rownan (16) i (17) wyznaczymy Vi y jako:

cf;; 4—Td sin{a+ )+ mgycosy|, (26)

. 1 . 1 )
V= P (—QSVVCX-—T oSV

.V »
¥=- @n
oraz uwzglednimy zaleznoéci na ¥, ¥ i « identyczne jak przy przejsciu od wzoru (21) do
jego postaci (23), druga pochodna kata natarcia « otrzymana z réwnania (24) bedzie
funkcja

a=uV,0,y,0). (28)
Z drugiej strony z zaleZmosci (22) wynika, Ze

0 = b2+—i/—. (29)

Réwnanie powyzsze traktowaé mozna jako tozsame z réwnaniem (18) réwpafd ruchu,
Postulowanie realizacji wigzu (9), ktérego rownanie przeksztalcono przy odpowiednich
zatoZeniach do postaci (24), implikuje Scisla zalezno$é na & zgodnie z (28). Wynika stad,
Zze jezeli w rownaniach ruchu réwnanie (18) zastapimy tak okreslonym réwnaniem (29),
ruch opisany tymi réwnaniami realizowa¢ bgdzie zalozony program. Wartosci poczatkowe
Vos Yo, Qo, X105 210 1 &y muszg byé dobrane przy tym tak, by spelnione byly warunki
(10), (12) i (25). .

Tozsamos¢ rownad (18)1 (29) mozliwa bedzie wowczas, gdy model sterowania zmianami
wychylen steru wysokosci dobrany bedzie tak, ze w kazdej chwili lotu prawe strony réwnan
beda sobie réwne, czyli

[ LV
J, "Z—QSV-CaCm(a, Q, 6[,)+TH = oc+-r—-. (30)
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Z rownania tego w kazdej chwili wyznaczy¢ mozna aktualng warto$é wychylenia steru
wysokosci. Tak wyznaczona funkcja 8,4(¢) bgdzie poszukiwanym modelem sterowania
sterem wysokosci w narzuconym ruchu programowym.

4. Uwagi koncowe

Jak wynika z przedstawionej pracy, warunek realizacji wigzu programowego narzuca
odpowiednie ograniczenie na model sterowania zamodelowanym samolotem. W przypadku
jednego wiezu determinowane s3 przy tym przebiegi tylko jednego z niezaleznych para-
metréw sterowania. W danym przypadku sg to odpowiednio warunki (20) i (30), w zalez-
-noéci od tego, ktéry z parametréw sterowania obrano jako przyjety arbitralnie. Przyjety
a priori model sterowania jednym z parametréw sterowania ma oczywilcie wplyw na
model sterowania drugim parametrem wyznaczanym z warunkéw wiezéw. Ten ostatni
,»dopasowuje” jakby odpowiedZ ukladu tak, by w kazdej chwili realizowany by} wigz (9).
Podobnie, wyznaczany model sterowania zalezny jest od wartosci poczatkowych stanu
lotu. Spelnia¢ one musza przy tym odpowiednie warunki (10), (12) i (25).

Przy wyznaczaniu modelu sterowania &y zalozono T = const. Przyjecie dowolnej
innej funkcji zmian ciggu silnika podeczas ruchu spowoduje, Zze w rownaniach (21) i (24)
pojawia sie cztony z pierwszymi i drugimi pochodnymi po czasie wartosci ciagu T. Przyjeta
‘arbitralnie funkcja zmian T musi by¢ wiec odpowiedniej klasy.

W rozwazonym przypadku ruchu sterowanego poprzez zmiany dwu niezaleZnych
parametréw sterowania, ilo§¢ nalozonych na ruch ukdadu wigzéw programowych nie
moze by¢ wigksza niz dwa. W ogolnym przypadku ilo$¢ wiezéw programowych nie moze
przekroczyé ilodci niezaleZnych kanalow sterowania. Jest to oczywiécie tylko warunek
konieczny realizowalnoséci sterowania w ruchu programowym.
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Peaxomc

MATEMATHUYECKAST MOIEJIb OHPE,IIEJIEHI/IH OYHKLHH YIIPABJIEHHH
CAMOJIETOM B IIETJE

Mopemmpyercs ynpasnsemoe Remxerne camonéra g netie. ITocrasneno rpeSonamite, T106L1 nexrp
TSDKECTH CaMONETA BBINOMHAI BEPTHUKAILHYIO HETHO NOCTOSHHOIO pamuyca. IlpeacraBnena matemary-
UecKast MOAEJb ONpeRemneHus (hYHIIMM YNpPaBNEHWS DYIEM BBICOTHI, o0eCneunBAaroWiel peamMsarmo
MPHHATON Iporpammoii cBsiaH. CaMoNeT CMONENHPOBAH KaK SKECTHHH JIeTarou(il 06BEKT C IKECTKHMA
DYJIAMA YOpaBIEeHUsT.

Summary

A MATHEMATICAL MODEL FOR DETERMINING THE FUNCTION
OF AIRPLANE CONTROL IN LOOP

An airplane programed motion in loop has been studied. The airplane center of gravity has been
postulated to perform a vertical lpop as an ideal circle. A mathematical model for finding such a function
of horizantal tail controlling that the motion be compliant with the program constraint is presented. The
airplane was modelled as a rigid body with rigid flying controls.

Praca wplyngla do Redakcji dnia 6 lutego 1986 roku.



