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1. Wstep

Zasady wariacyjne zajmuja jedno z centralnych miejsc w zadaniach mechaniki i fizyki
oérodka ciagtego. Wynika to z kilku przyczyn, z ktérych najistotniejsze to mozliwosé
wyprowadzenia réwnan mechaniki oraz konstruowanie przyblizonych metod rozwigzan
szczegblnie istotnych przy rozwiazywaniu zadad numerycznych. Stad problematyka
formutowania zasad wariacyjnych dla zadan poczatkowo-brzegowych w ramach coraz to
ogdlniejszych teorii bytazawsze przedmiotem intensywnych badan. I tak wramach teorii ter-
mo sprezystosci do pierwszych prac teégo typu zaliczy¢ nalezy prace Biota [3, 4]. Rozszerzenie
zasad wariacyjnych proponowanych przez Biota znalezé mozna w pracach Herrmana [11
Ben-Amoza [2] i Bao-Liana [1]. Wszystkie te prace opierajg si¢ na zasadzie Hamiltona.
Istotnym krokiem naprzéd pozwalajacym na bezpoérednie wiaczenie warunkéw poczat-
kowych do réwnan pola sa zasady wariacyjne typu splotowego zaproponowane przez
Gurtina [9, 10]. Prace Gurtina daja’ moZliwo$é stosowania zasad wariacyjnych w dyna-
micznych zagadnieniach lepkosprezystoéci. Obecnie twierdzenia wariacyjne lepkospre-
zystosci. znalezé mozna w licznych opracowaniach, Ze wymienimy tu prace Christen-
sena [5], Onata [2[], oraz Olszakai Perzyny [20]. Rozszerzenie zasad wariacyjnych typu
Gurtina na zadania termosprezystoéci znajdujemy w pracy Nickella i Sackmana [19].
Z kolei bardzo ciekawa i przegladows pracge dotyczaca twierdzenn wariacyjnych
termo-lepkosprezystoéci zaprezentowal Reddy [22]. Natomiast wciaZ jeszcze znikoma
jest liczba prac dotyczacych wariacyjnego ujecia termodyfuzji lepkosprezystej i sprezy-
stej. W zakresie sprezystym wariacyjna forme réwnan termodyfuzji uzyskali Podstri-
gacz i Szewczuk [29], lecz najbardziej bogate ujecie’ tej problematyki znale3¢ mozna
w pracy Szweca i Dasjuka [31]. Natomiast w zakresie lepkosprezystym — korzystajac
z metod analizy funkcjonalnej i wykorzystujac metodyke postgpowania Gurtina[10] —
interesujace wyniki uzyskal Wyrwat [24]. W opracowaniu tym zaprezentujemy budowg
funkcjonalu dla zadan sprzezonej termodyfuzji lepkosprezystej. Otrzymany funkcjonal
postuzy do analizy sprzezed przeplywéw termodyfuzyjnych z polem naprezen na przy
kiadzie pewnego problemu poczatkowo-brzegowego. Wydaje si¢ ze analiza taka moze by¢
celowa, gdyz autorzy niewielu publikacii z zakresu termodyfuzji spreZystej i lepkosprezy-
stej skupiaja uwage na teoretycznych podstawach problemu [13, 17, 18, 29, 31]. Znane
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sa rozwigzania pewnych zagadnien brzegowych [6, 8, 14, 23] lecz brak jest tam pray-
kiadéw liczbowych obrazujacych rozwazane procesy i mogacych postuzy¢ do analizy
sprzezen rozpatrywanych wielkosci polowych.

Wprowadzamy w analizowanym zadaniu nastgpujace oznaczenia:

Rys. 1. Cialo lepkosprezyste

U¥, PF — wektory przemieszczen i sit zewngtrznych zadane odpowiednio na brze-
gach A, 1 A, ciala 8
oF, — sita masowa jednostki objetoéci ciata f
T,, C, — odpowiednio temperatura i koncentracja w chwili ¢
T,, Co — odpowiednio temperatura i koncentracja stanu naturalnego
O=T~-T,, C=C—-C,
K;;, Ki; — odpowiednio tensory przewodnosci cieplnej i dyfuzyjnej
Eijur, @ij, Piy — tensory funkcji relaksacji
M — potencjatl chemiczny
O*, M* — roznice temperatur (&%) i potencjat chemiczny (M*) dane na brzegach
Ay 1 Ap ciala f
ry, ry — odpowiednio Zrédto masy i Zrédio ciepta w jednostce objetosci i na jed-
nostke czasu
S — entropia
/, m, n — funkcje relaksacji
gi, ji — odpowiednio strumienie ciepla i masy
* — symbol oznaczajacy mnoZenie splotowe

fiwdfs = [f=0df(D);  fixdfs = fo  df;
0

(...).;i — oznacza pochodna czastkows
(...) — oznacza pochodna wzgledem czasu il(d—t)—
H(t) — jest funkcjg Heaviside’a

2. Budowa funkcjonalu dla zadan sprzezonej termodyfuzji lepkospredystej

Punktem wyjscia do budowy funkcjonatu sa nast¢pujace réwnania sprzezonej termo-
dyfuzji [13, 17, 18]:
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0 = Eijiy * deyy— @y % dO+ Dy % dC, 2.0
oS = @ *deyj+m = dO+1 % dC, (2.2)
M= ;xde;~1xdO+nx*dC, (2.3)
9, 07
oS+ - T -« H(1) = T, 2.4)
ie: _Q_?.‘E___gi; +Y.
gdzie: Pl H(t)+0S5(0%) - H(),
Cjii—r =0, (2.5)
g = —K;,0,,, (2.6)
Ji = _Ki’j M., (2.7)
0yt ok =0, (2.8)
1 ;

Ei] = 'A—2_(Ul,j+ Uj, 1), (2'9)
oyn; = P¥ na A,x [0, 0], (2.10)
g = gy na 4,x [0, o], (2.11)
Jine = jif na 4;x [0, o], (2.12)
U, = UF na A,x [0, o], (2.13)
M = M* na Ay x [0, o], (2.149)
c(O*)=C, mE, (2.15)
0S(0%) = oS, na E. (2.16)

Gdzie uklad réwnan problemu (2.1-(2.9) jest spelniony w obszarze Ex [0, o), przy
czym E jest regularnym obszarem tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowskiej, natomiast
[0, o0] jest przedzialem czasowym.

Budowe funkcjonatlu rozpoczniemy od mechanicznej czgsci problemu. Wstawimy na-
prezenia (2.1) do warunku brzegowego (2.10) oraz do rénania réwnowagi (2.8), ktére
nastgpnie mnozymy splotowo przez (—ddU;) i catkujemy po objgtosci V. Wykorzystujac
twierdzenie Gaussa-Ostrogradzkiego o zamianie calki objetosciowej na powierzchniowa
po odpowiednich operacjach uzyskujemy rownanie

[ [Euyer # degs = dSU, j— gy % dO % dBU, ;+ By » dC + dOU, ;—
1 4

~oF, +doU)dV — [ [P¥ * d8U)dA = 0. 2.17)

Ag

Z kolei warunek brzegowy na przemieszczenia (2.13) mnoZymy spIotowa przez (OdP;)
i catkujemy po powierzchni A otrzymujac:

[ WUF—U) *dsP)dA = 0. (2.18)
All
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Aby zbudowaé dyfuzyjna czg$¢ funkcjonatu podstawiamy potencjat chemiczny (2.3) do
strumienia masy (2.7) a strumiei masy do warunku brzegowego (2.12) 1 bilansu (2.5).
Otrzymany bilans masy mnozymy splotowo przez (—0M) = 0(—Dyxde;+h dO+
—n x dC) i catkujemy po objetosci V. Po przeksztatceniach otrzymujemy:

J. [—®,, % dC # ddey;+1 + dC = dd@ —n + dC + dSC+ Co(Dy; % ddey,— 1 + dOO +
v

+1k dOC)—Ki ( Py + Dy # degy, y % dbg,, | — Dy + [ # deyy ;% doO +
+Duxnxdey ;xddC — Dy xI%dO ;% ddey, +1+1+dO ; xddO ;+
—lanxdO ; xdOC +DyyxndC ;#ddey ~1%n*dC ;ddO ;+
+nxnadC ;xdoC Y+r, « (P xdde;—1% ddO+n«* déC)dV+

(2.19)

— LU * 0(®yy + deyy—1 % dO+n % AC))dA.
Ani
Dla uzyskania cieplnej czgsci funkcjonalu wyrazenie na gestos¢ entropii (2.2) mnozymy
splotowo przez (0d®) i catkujemy po objetosci V otrzymujac

[ [0S * d6@ —qy; + de,y + d3O ~m % dO » d36 — 1+ dC + d6G1AV = 0. (2.20)
| 4

Z kolei strumien ciepta (2.6) wstawiamy do warunku brzegowego (2.11) oraz do réwna-
nia (2.4) ktére nastgpnie mnozymy przez (0d®) i catkujemy po objgtosci V. Po prze-
ksztalceniu otrzymujemy

f[g"z 5 H() x d50+ oS, H(t) *dcs@—a(lf“(i-i* H(t) * d6, +
5 T, 2 TQ
—oS * db@] av— f [q,:“ * ET(D— * dé@] d4d =0 2.21)
0
Aq

Dodajemy teraz do siebie stronami zaleznoéci (2.17), (2.18), (2.19), (2.20), (2.21) wsta-
wiajac w nich zamiast tensora odksztalcenia gradienty przemieszczen (2.9). Wykorzystu-
jac symetri¢ tensordw Ejj, ¢i;, Dij, Kij, Kij mozemy po redukcji wyrazéw podobnych
wylaczy¢ znak wariacji przed wyrazenie okreflajace otrzymang sumg. WyraZenie to jest
poszukiwanym funkcjonatem termodyfuzji lepkosprezystej

1

FIU, C, 6] = f[z

4

E[ﬂ“ * dUk.l * dUl’J—(p“ * dUl,j * d@— %n * dc* dC+

1 1
_— -E—m * d@ * dQ_‘Kij(E—d}kl* ¢DI‘ *dUk,U*dUp.rl_ékl*l*dUk,lJ*d@.i-i_

1
+ Dy xnxdU,, ;%dC + 71*l*d@,,*d@,,-l*n*d@,J*dC,+

1 ~
+ 5w nedC ;% dC, i+ Co(®yy % AU, ;— 1 % dO+1n  dC) +0So H(1) x dO+  (2.22)
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(2.22)
[cd.]

+ &2 W H() + dO 41y (B + AU, — 15 dO +nwdC)— T, Ku g
T, 2 To

w0, oF v avifav— [ 1oy vavyaa- [ twr-v)«aprgaas
Az Ay

H(t

- {[q,’f* T( ) *d@]dA— f [k (D« dU; j— 1 +dO+n + dC)]d 4.
Ay ° Aj

Nalezy zwréci¢ uwage, ze funkcjonal powyiszy otrzymany zostal przy zalozeniu, Ze

potencjat chemiczny okreslony jest rownaniem konstytutywnym (2.3), a zwigzki geome-

tryczne dane sa réwnaniem (2.9). Zbudowany funkcjonal wykorzystany bedzie dalej do

rozwiazania pewnego zadania poczatkowo — brzegowego sprzezonej termodyfuzji.

3. Zastosowanie — o pewnym zadaniu sprzezomej termodyfuzji w warstwie

Sformulujemy teraz zasadniczy w calej pracy PROBLEM: Nalezy wyznaczyé pola
temperatury, koncentracji i przemieszczen, a w dalszej kolejnosdei odksztalcen i naprezen
w warstwie zdeterminowane przez zadane na brzegach wartosci temperatury i koncentracii,
oraz okresli¢c wplyw wzajemnych sprz¢zen miedzy rozpatrywanymi polami na ich rozkiad.

Rozpatrzmy wigc warstwe o grubosci A, w ktérej wystepuje pole temperatury &, kon-
centracji C i przemieszczen U;. Zakladamy, ze zagadnienie przez nas rozpatrywane jest
jednowymiarowe, tzn. wszystkie pola zaleza od jednej zmiennej przesirzennej x;, oraz
7e $rodek jest izotropowy, brak w nim zrédet ciepla i masy oraz sit masowych (rys. 2).

@ HIY

Cy HIB

_h et b
3 I

Rys. 2. Warstwa z polem temperatury, koncentracji i przemieszczenia

Przyjmujemy nastepujace warunki brzegowe pierwszego rodzaju

@(i%,t} = O, H(t), C(—_I—%,t) = C,H(?), 3.1

natomiast za warunki poczatkowe przyjmujemy warto$¢ entropii i koncentracji na calej
grubosci warstwy réwne zero

C(x3,0) = Co =0, 0S5(x3,0) = gSo = 0. (3.2)
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Wtedy funkcjonat (2.22) dla sprzezonych pdl temperatury, koncentracji i przemieszczenia

przyjmie postac
hi2

FO, C, Us] = r [;— Es333 % dUs 3% dUy 53— @33 % dUs, 3 % dO+

~ip
1 1 K’
-5 dC + dC — o d® x dO — —2—(2333 # Day ok dU; 33 % dU5, 33+
—K'@y3 % 1% dUs 335 dO, 3+ K'Py3+nxdUs 33 %dC 5+ (3.3)
_fg_/*/*d@_s $dO s+ K'Txn+dO 5% dC 5+

K’ KH(t
._-—2—n*n*dc‘3*(lc'3'—“ 21_2))

%6 3% dO 3]c[x3.

Powyzsze zadanie poczatkowo-brzegowe rozwigzemy zmodyfikowang metoda bezposred-
nig Ritza [30]. Przyjmujemy do rozwiazania nastepujace funkcje bazy
— dla koncentracji:

n(2k—1) n(2k=1) . w(2k-1)

Silxs) = cos *’T’“xﬁ S, a(x3) = — TTp Sm—*;} X3, (3.9
— dla temperatury:
2k—1 - —1
se) = cos TN g ey = = TR PORED
1 h h
— dla przemieszczenia:
. 2k—1 — -
Up(x3) = smeg; 1y, 3(x31) = m(2k—1) * €08 72k —1) X3,
h ’ h h
(3.6)
n?(2k—-1)* . #w(2k—1)
Uy, 33(X3) = — B sin 7 X3,

Wartosci funkcjonatu (3.3) bedziemy poszukiwali na kombinacjach liniowych majacych
postaé:

n

O"(x3, 1) = go(1)+ Zak(’)gk(xa), (3.1
k=1
C'(x3, 1) = fo)+ D, buld)fulxs), (33)
k=1
US(es, 1) = uo()+ D, cu(t)u(xa), (39)
gdzie: -
go(t) = 6, H(1), (3.10)
Jo(t) = C,H(t), (3.11)

ug(t) = 1—1—:“[(% Cot+orOp) H(t)x3] = U, H(t) x5. (3.12)
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Funkcje go,fo 1 Uo Spelniajg niejednorodue, natomiast funkcje g, fi i ux — jednorodne
warunki brzegowe; a.(f), b(f) i ¢, (¢) sa tutaj poszukiwanymi funkcjami czasu.

Dzieki zastosowaniu zmodyfikowanej metody bezposredniej Ritza zadanie szukania
ekstremum funkcjonatu & [0, C", U%] sprowadzito si¢ do zadania poszukiwania ekstre-
mum funkcji, ktérej argumentami sa poszukiwane funkcje czasu a.(z), be(r) i ck(2).
Warunek istnienia ekstremum tej funkcji prowadzi do nastepujacych réwnan Eulera-

-Lagrange’a

m2QRk—-1)* _, 2(2/C ) h
__‘_2I'1 Kl*l*dak—_ 2IT KH([)*a,\——z—nl*dﬂk‘f‘ (313)

2 _1\2
= (212ch D ks mn s O n(2/c

B (__1)k+12/1
T ak—-1)
7?2k —1)? n2(2k—1)*

"’ 7 l
T K'l«xn % da,— Y K'nxnxdb,— S n ® b, —

m*(2k—1)°

AT - K'p3a » I x dey, =

@33 E de+

(@33 * dU,+m + dO,) H(1),

Pk=1)° . (=1
—T—K¢33*n*d6k = m Zhﬂ*(ZCbH([), (3.14)

w(k—1) 7*(2k—1)°

. 3
_M_K'@ * | x da,— — g Va3 day, — "")_/—Z_Kl@sa*”*dbk"'

2h?

?(2k 1) w2k —1)*

TTThR Ej333 # dog— ——5_]13_]{"—2533 # Dyy * dey = 2(— IF*t.

(@33 # dOy— Eaaas + dU,) H(1). (3.15)
Wystepujace w zadaniu funkcje materiatowe /, m, n przyjmujemy za stale w czasie:
I(6) = lH(t), m@)=mH@), n{)=nH(@), (3.16)
-oraz zgodnie z [6, 13,17, 18, 24]:

1

5 3
Ej333 = - G(t), P33 = < drFBiz3z = TQTG(I)>

U’l‘\]

K
D= K 3.17
TS Ty p n ( )

Natomiast z analizy funkcjonatu danego zaleznoscia (3.3) badZ ukladu réwnan (3.13)+

+(3.15) wynika kilka funkecji sprzegajacych pola termiczne, dyfuzyjne i mechaniczne,

ktére po uwzglednieniu (3.16) i (3.17) mozna przedstawi¢ w postaci wspotczynnikow:

1° wspétczynnik sprzegajacy pole mechaniczne z cieplnym zwigzanym z przeptywem
ciepla

3 (3.18)
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2° wspblczynnik sprzegajacy pole mechaniczne z cieplnym zwigzanym z przeplywem
masy

3 .
Hep = —2—-K'/ozc, (3.19)
3° wspodtczynnik sprzegajacy pole mechaniczne z dyfuzyjnym
3
Hy = _"'Dcdc) (320)
2
4° wspolczynnik sprzegajacy pole cieplne z dyfuzyjnym
s, = D.l. (3.21)

Wyznaczanie pola temperatury, koncentracji 1 przemieszczenia w warstwie sprezystej.
Dla ciala sprezystego funkcja relaksacji jest stala w czasie:

G(t) = EH(1), (3.22)

a jej transformata Laplace’a ma postaé:
— 1
G(p) = E?, (3.23)

gdzie p jest parametrem transformacji. Dokonujac na ukladzie réwnan (3.13)=+ (3.15)
transformacji Laplace’a i uwzgledniajac zaleZznosci (3.16)+(3.23) obliczamy wartosci
poszukiwanych funkcji w przestrzeni obrazu. Dokonujac nastgpnie retransformacji Lapla-
ce’a po wstawieniu do (3.7)+(3.12) otrzymujemy poszukiwane wielkosci polowe @",
c" U3

n

4 2k—1
O (x3,1) = @,,[H(z)+?2 a,(t)cos it 7 —) x3], (3.249)
k=1
4 O 2%—1
C'(x3,1) = C,,[H(t)+—9_;_J bk(t)cosﬂ 7 ) x3], (3.25)
k=1
Y ] 2 —
Ul(xs, 1) = U,,[H(z)xﬁ%)u ck(t)sml(%l—)—h], (3.26)
k=1
gdzie:
I ph+pud +4 PouADad, + 4
a(t) = A 1k T P1rAy 2 eputy 2k T D2 A,y 2
* I. (Prx=P21) (Pric—P31) (P2k— P11 (P2 —P31)
Pix+psdi+4, ]
-ePad g epakt | 3.2
(P3k—P1e) (P3x—P2x) ( 7
T+puB+B Dai+Ppa B+ B
b(t) = B[ PikTP1x Dy 2 _aput g 2k TP By T Bs
* (Pre—P2x) (Prx—Pas) (P2—P1x) (P2—P31)
P3x+pa B+ B; ]
.ePaf | epand | 3.28
Pax—P1) (P3x—P2x) ( )
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= Pl +pC +C, Pi+p2C+Cs

4 ([) = C eplkf .
% L (Pre—P20) (P13~ P3i) (Por—D1x) (ka—I?sk)
P§k+P3kC1+C2 ]
sePakl NZIT
(P3x—Pux) (Pak—P2x) (3.29)

Wystepujace w zaleznosciach (3.27)=-(3.29) wielkosci A4, A,, 4,, 45, B, B,, B,, B;, C,
C,, C, C3safunkcjamistatych materiatowych oraz wspétczynnikéw sprzegajacych (3.18+
+(3.21). Natomiast wielkosci py, (i = 1, 2, 3) sa pierwiastkami rownania trzeciego stop-
nia, ktore rozwiazano metoda Cardana.

Pole odksztalcen otrzymamy z zaleinosci na tensor odksztalcenia Cauchy’ego (2.9),
a pole naprezen z rownania tworzacego na tensor naprezenia (2.1). Po rachunkach i prze-
ksztalceniach otrzymujemy '

2k =1) xa], (3.30)

e33(x3, 1) = U,,[H(t)-}- —:Z 2k —=1) ¢ (t)cos =2 A
k=1

E
01 (635 1) = 0a(x3, 1) = 55 {*1"3’; £33 (xs, 1) — [t C"(x3, 1) +trO" (x5, f)]}, (3.3D

ohs(x5,1) =0, (3.32)

gdzie wystepujace w (3.30) i (3.31) wielkosci dane sa odpowiednio zaleznosciami (3.29)
oraz (3.24) i (3.25), natomiast » jest wspoiczynnikiem Poissona.

4. Realizacja numeryczna i zestawienie wynikow

W oparciu o przedstawione rozwigzanie analityczne opracowano program na EMC
- ODRA 1204 w jezyku Algol 60. Do przeprowadzenia obliczesi wykorzystano nastgpujace
warto$ci odpowiednich wspétczynnikéw (po sprowadzeniu do jednostek SI):
— wspdlczynniki dyfuzji D, [12, 25, 26] 1 przewodnosci ciepinej Dy[7, 16]

D, = 6-10"[m?/h], Dy =4-10"% [m?/h], “4.n
— wspdlezynniki materialowe m [7, 16] », I [27, 28] '
m = 7862,5 [J/m*K?], n = 34,2 [J/m%kg?], (4.2)

I = 13054 [J/kgK],
—— wspdlczynniki rozszerzalnosci cieplnej a[7, 16} i dyfuzyjnej o, [12, 15]
dr = 4,7-107[1/K], o = 1,25+ 1075 [m®/kg], “.3)
— modul sprezystoscei podtuznej E [16] i wspéiczynnik Poissona v [15]

1

?[—], 4.4

E =2-10" [Pa], »=

— warunki brzegowe [7, 15]
0, = 400 [K], C, =108 [kg/m®. (4.5
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Wyniki numeryczne przedstawiono w postaci graficznej na rysunkach 3-+15. Majae
na uwadze ograniczons objeto$é pracy zilustrowano tu tylko najistotniejsze z nich. Ze wzgle-
du na symetrie zadania (rys. 2) na wykresach przedstawiono jedynie wyniki przebiegu
proceséow dla polowy rozpatrywanej warstwy. Aby umozliwié lepsza analize ilosciowa
prezentowanych wynikow wprowadzono nastgpujace zmienne bezwymiarowe
X5 e C o

= (Z)=@‘;: C=¢ 7= 4> (4.6)
przy czym dla temperatury i koncentracji poziomem odniesienia sa zadane wartodci
temperatury i koncentracji na brzegach, natomiast dla naprezen poziom ustalonych napre-
zen osigganych w rozpatrywanym procesie.

W trakcie analizy prezentowanych wykreséw korzysta¢ nalezy z wprowadzonych
wspdlczynnikow sprzegajgcych (3.18)= (3.21). Kazdy z nich w zaleznosci od rozpatrywa-
nego zadania przybiera¢ moze bowiem warto$¢ réwna lub rézng od zera. W ten sposob
zadanie ogolne w sposob naturalny dzieli sig¢ na szesnascie elementarnych przypadkow.
I tak np. zadaniu zupetnie rozprzezonemu odpowiada przypadek x, = xy = 3.5 = #,,
= 0, natomiast zadaniu w ktorym wystepuje petne sprzgzenie rozpatrywanych pol — przy-
padek s, # sy # %oy F %y # 0.

Brak pelnego kompletu danych dla innych technologii sprawit, ze przyjeto beton
jako rozpatrywany osrodek. Nalezy jednak pamigtaé, ze w toku rozwiazania postawionego
problemu poczatkowo-brzegowego poczyniliSmy szereg zalozen upraszczajacych, z kté-
rych najistotniejsze to pominigcie zrddet ciepta i masy, oraz przyjecie stalych {usrednio-
nych) funkcji materialowych okreslajacych wilasnosci fizyczne betonu. Okazuje sie, Ze
w sytuacjach, gdy zmiany temperatury i koncentracji wywolane reakcjami hydratacji
sa male w poréwnaniu ze zmianami tych wielkoéci spowodowanymi przeptywami ciepla
i masy, to zaniedbanie Zrodet ciepta i masy jest uzasadnione. Przyjecie takiego uproszcze-
nia jest na podstawie analizy prac [25, 26, 28] obszernie uzasadnione w pracy [6]. W tejZe
pracy [6] autor w oparciu o badania Malininy [28]i wyniki prezentowane przez Aleksan-
drowskiego [25] uzasadnia. przyjecie statych (usrednionych) wartoéci wspolczynnikow
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Rys. 3. Rozklad temperatury w warstwic dla Rys. 4. Rozklad koncentracji w warstwie dla
przypadku: przypadku: ’
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Rys. 5. Rozklad koncentracji w warstwie sprezystej dla przypadku:
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Rys. 6. Rozklad wielkosci polowych w warstwie sprezystej przy wartosci & = 0,1 dla przypadku:
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Rys. 7. Rozklad napreien w warstwie sprezystej

dla przypadku:

Hy = Hp = Moy = Hey = 0
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Rys. 9. Rozklad naprezenn w warstwie sprezystej  Rys. 10. Rozklad naprezen w warstwie sprezystej
dla przypadku: dla przypadku:
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Rys. 11. Rozkiad naprezen w warstwie dla czasu t = 8h
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Rys. 12. Rozklad naprezefh w warstwie sprezystej dla czasu t = 720h
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Rys. 13. Warstwa sprezysta
Rozkiad naprezen w czasie dla przypadku:
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Rys. 14, Warstwa sprezysta. Rozklad naprezen w czasie dla przypadku:
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Rys. 15. Warstwa spregzysta. Rozklad naprgzen w czasie dla & = 0,3
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dyfuzji i termodyfuzji. Kolejnym mankamentem prezentowanego rozwiazania jest fakt,
se beton — w poczatkowym etapie dojrzewania — wykazuje wlasnosci lepkosprgiyste..
Analizowane w pracy zadanie poczatkowo-brzegowe nalezy wiec traktowaé jako pierwsze
przyblizenie tego zloZzonego problemu.

Ze wzglgdu na ograniczong objgto$¢ pracy nie bedziemy tu przeprowadzali szczegé-
towej analizy otrzymanych wynikéw numerycznych. Warto jednak zaznaczyé, Ze pozostaja
one w dobrej zgodnodci z wynikami innych badaczy problemu. I tak jezeli chodzi o wplyw
sprzezen na rozwdj pola cieplnego, oraz sprz¢Zenia cieplho-dyfuzyjne — z pracami [6,
25, 26, 28], natomiast w zakresie zagadnief sprz¢zenia pola mechanicznego z polem kon-
centracji z praca [24].

Otrzymane wyniki numeryczne w sensie opisanych wczesniej zalozen upraszczajacych
nabierajg znaczenia jako wyniki ilosciowe obrazujace wplyw sprzeZen rozpatrywanych
pol na siebie. Mogg si¢ one okaza¢ pomocne w rozstrzygnieciu dylematu, czy dane zadanie
poczatkowo — brzegowe rozwigzywad jako niesprz¢zone, czy tez analizowaé bardziej
zlozone zadanie sprz¢Zone.
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Peszome

BAPHMAUIMOHHAS $OOPMA TEPMOINDDPY3MOHHLIX ITEPERILIHFIBOB CBA3AHHBIX
C ITIOJIEM HAIIPSDKEHMS

13 paGore nocrpoeHo hyHKIMONAN [JIA 33/ay conpskeHHoN BasKoynpyro# Tepmomud bysuu. Ocro-
BOH IMOCTPOSHIA (QYHKLMOHANA ABJIAIOTCA ypaBreHne 0alaucos, NPOU3BORALLME YPAaBHENUA, YPABHEHH T
TIOTOKOB MAacChI ¥ TEII4, 4 TAK)Ke IPAaHUUHBIE YCITOBHA 33/aUK. 3areMm 06Cy»»IeHo TepMoaudhysHoHHbIE
TEePCINLIBLI CBA3AHHBIE C MEXaHMUECKHUM IIOJAEM B ONHOPOMHOM M30TpPOIIHOM ympyrom cioe. Ilpouece
BBI3bIBAIOT JAHHBIC BEIHUNHbI TEMIIEPATYPLI H KOHECHTPALMI HA KPasgX CJIOs, TaK >Ke KaK IIPOMCXOANUT
B KNAacCHUECKOM Ipollecce sanapupanust Getona. Ilns peiterixa MpoGremMbI HCNONB30BAHO MOCTPOCHHBIN
GYHKUPOHAN ¥ NPHAMEHEHO MOAMMDHIIMPOBaHHbIA HEMOCPEeICTBENHBIA MeTox Purua.

Summary

THE VARIATIONAL FORMULATION OF HEAT AND MASS TRANSFER CONJUGATED
WITH STRESS FIELD

The functional for problems of the coupled viscoelastic thermodifusion is formulated. The basis for
the construction of the functional constitute: balance equations, constitutive equations, mass and heat
flux equations and boundary conditions of the problem. Next the problem of the heat and mass transfer
coupled with the stressfield in a homogenous and isotropic layer is treated. The process is generated
by the values of the temperature and concentration on the boundary like in the classical technological
processes. The solution is based on the formulated functional and on a modified direct Ritz method.

Praca wplyngla do Redakcji dnia 18 wrzesnia 1985 roku.



