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1. Wstep

Z chwila wprowadzenia do eksploatacji duzych jednostek pltywajacych pojawil sig
w budownictwie okrgtowym problem drgan kadiuba statku, wzbudzanych falowaniem
morza oraz wywolywanych przez pracujgce na okrecie maszyny. Drgania te sa przyczyna
powstawania napreZzen dynamicznych, ktére — poprzez pekanie i rozwdj szczelin — pro-
wadza do przedwczesnego zuzycia konstrukcji. Zak¥ocajg tez pracg precyzyjnych urzadzen
instalowanych na okrecie 1 odbijaja si¢ niekorzystnie na zdrowiu zatogi, uniemozliwiajac
wypoczynek. ‘

Spotykane w praktyce projektowej metody analizy tzw. drgan ogdlnych kadiuba
[1], [2] oparte sa na modelach pretowych. Modele pretowe, zastosowane do konstrukcji
o bardziej skomplikowanych ksztaltach, czgsto okazuja sie zawodne. Stosowanie modeli
powlokowych, lub dyskretnych o wielu stopniach swobody umozliwia doktadniejszy opis,
wiaZe si¢ jednak z pracochtonnym, czgsto prowadzacym do pomylek procesem przygoto-
wywania danych, dtugim czasem liczenia oraz koniecznoécia uzywania maszyn cyfro-
wych o duzej pamigci operacyjnej.

Mankamenty te sktonily do poszukiwania innego, w miarg mozliwoéci prostego modelu
kadtuba [5], [6] doktadniejszego od modeli belkowych. Jednym z nich jest model ramowo-
powlokowy, zaproponowany przez W. Z. Wiasowa [3] w 1931 r. Oparta na tym modelu
teoria, umozliwiajaca zamiang czastkowych, rézniczkowych réwnaf réwnowagi cienko-
Sciennego preta na réwnania rézniczkowe zwyczajne jest dzisiaj stosowana do$¢ powszech-
nie [4], [11] w obliczeniach statycznych konstrukeji lotniczych, okretowych i budow-
lanych,

Praca niniejsza stanowi uogdlnienie teorii Wiasowa na przypadek ruchu. Choé
genezg opracowania byly problemy budowy okrgtéw, przedstawiony w nim model moze
stuzy¢ do badania drgan innych konstrukcji inZynierskich, jak skrzydla samolotow,
mosty skrzynkowe, lub niektdre typy pojazdéw drogowych i szynowych,
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2. Zaloienia teorii

Przedmiotem rozwazaf jest pryzmatyczny, cienkoécienny pret o skonczone} liczbie
zamknigtych obwodéw w przekroju poprzecznym. Przekrdj poprzeczny (rys. 1) sklada sie
z N wezléw, polaczonych migdzy soba odcinkami prostymi, fub zakrzywionymi. Cata
konstrukcja zbudowana jest z ptaskich, ortotropowych plyt oraz cicnkoéciennych powlok
walcowych, kitdrych krawedzie, réwnolegte do osi preta, nazywaé bedzieny liniami WEZ-
lowymi.
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Wzorujac si¢ na hipotezie Wiasowa, skladowe u, v, w, wektora przemieszczenia w
dowolnie obranego punktu na powierzchni Srodkowej plyty, lub powltoki (rys. 2), na osie
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Rys. 2.
lokalnego ukladu wspéirzednych b, s, n:
W=u'btov-s+w-n .0

przedstawiamy w postaci wielomianéw dwéch zmiennych rozdzielonych:

n

T Z‘V‘(Z, Z)- (PI(S) = 2"’1‘7’1 . (22)
“o =l .

i=1
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¥

= Z Bz, 1)y (s) = Z ey (2.2)
k=t [cd.]
= @ Mz, 1) ) = ) i
i1
przy czym funkeje: @i, v, x1, wspdtrzgdnej obwodowej s — nazywane funkcjami ksztaltu —
przyjmiemy jako znane, natomiast funkcje: »;, &, #;, wspéirzednej z na osi preta
oraz czasu t beda wielkoSciami poszukiwanymi.
Na element preta o gestosci g, modutach sprezystoéci E; (na kierunku podiuznym z),
E, (na kierunku obwodowym s), module odksztalcenia postaciowego G, wspélezynni-
kach Poisson’a: v,,, %, i wymiarach: d - ds- dz, dzialaja :
1. Sifa bezwiadnosci
Pg=—w-p-0-ds-dz= —p- 8@Giib+Ds+vn)ds - dz ' (2.3)
przy czym kropki nad symbolami oznaczaja pochodne wspotrzednych wzgledem czasu,
8 za$ jest grubosdcia ptyty, lub powtoki.
2. Sita zewngtrzna, bedaca jawna funkcjg czasu £ i wspdtrzednych zZ, S
Pz = pa(z, 8, 1) n+p{z,s, 1) s+py(z,5,1) b 2.4y
3. Wewngtrzne sity sprezyste:

a) na kierunku podhiznym sita normalna:
8/2

au dv
N, = ~3{z a,dn = El( P +v,, W) (2.5a)
b) na kierunku obwodowym:
— sila normalna:
s 2 2
v u
N;~;J;sz (a +m23;) (2.5b)
— sita styczna: _
ra u @
[ i = 6( 2+ %) 2.5
—i as Oz
— moment zginajacy
o o*w 2w *w 2 54
M= _3{‘2 Uzﬂdfl = —D(—és—z*—l-vlz'v) = —DW ( . )r

gdzie: 0., gy, T, Oznaczaja napreZenia normalne i styczne, a:

- E 6 v E, b
E = _——t* E, = 2

! L=y w2’ 2 =712
v 3
G=G-6 D= £ 9

121 —v3,7,2)

— zredukowane stale materialowe.
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W rozwazaniach pominigto jako male: moment zginajacy na kierunku podtuznym,
moment skrecajacy oraz sile styczng na kierunku normalnym. Jak widaé, pret jest zbu-
dowany z materiatu ortotropowego, liniowo-sprezystego, o osiach ortotropii b, s. W opisie
nie uwzgledniono sit thumienia, zaleznych od predkosci elementu. Wprowadzenie tych sit
do rézniczkowych réwnan ruchu nie stanowi problemu, jednak na wstgpnym etapie badan
nie wydaje si¢ celowe.

3. Réwnania ruchu

Zaktadajac, ze dziatajace na konstrukcje sity bezwladnosci stanowig skiadnik obcig-
zenia zewngtrznego, problem sformutowania rownan ruchu sprowadzamy do wyznaczenia
ekstremum funkcjonatu:

L
T= [ Qdz=IT+4 (3.1)
0
w ktérym I[ oznacza catkowita energie sprezysta preta, rowng sumie prac sit wewnetrznych
na przemieszczeniach w, natomiast 4 = Ap— 4, — sumg¢ prac sit beztadnosei i sit zewne-
trznych na tych przemieszczeniach.

Energi¢ sprezysta preta o diugoscei L:

L

1 2

- [ $ (N,,a,+Ns£s+ Syzs+All)) ds] dz (32)
0 8

mozna, uwzglgdniajqc zwiazki (2.5), (2.2) oraz:

L |

= 9z’ [ TR P
v . . ~

ES_-—‘a—S, "’21E1 =’V12E2 =FE

‘przedstawié w postaci macierzowe;j:

L
1 I |
M= f (TP 4 OTRI4 7Sy 42970V + 20TQI+ ITTI+ 4T ANz (3.3)
()]

_gdzie elementy kwadratowych, lub prostokgtnych macierzy: P, R, S, @, @, T, 4, s3 sta-
Aymi wspolczynnikami:

Py = fEﬂPHdeS; Ry = fé“l’k“l’gdS;
. dp, dp . d
Sy = fG dsl '7Sj—di‘; Oy = fE dy;k @i ds;
L 4 s
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Y d(p, Y, d
Ou = fG pA Wi ds; Ty, = sz- J;k : a;/;" ds (3.4)
| d*y, d*y
4= § D Gl Gheis

hj=1,2..nk,g=12..r;h 1 =1,2..m; njest liczba przyjetych do opisu funkcji
ksztaltu ¢;; r — liczba funkeji v, ; m — liczba funkcji ¥, (wzér 2.2). Symbol: gf oznacza

catke wzdluz zamknietego konturu opisanego wspélrzedna obwodows s, a kreski nad
symbolami — pochodne czastkowe wzgledem zmiennej z. Elementami macierzy kolum-
nowych: v, 8, 5, sa poszukiwane funkcje: v, %, 7, okreslajace przemieszczenia.

Praca sit bezwladnosci:

L L
An=—[ [ § oow-ivas|dz = — [ | § 06+ oo+ wiids|dz (3.5)
0 s 0 5

po uwzglednieniu (2.2) daje sie zapisaé w postaci:
L
Ap = — [ GTU+ TV +4TWi)dz (3.6)
]

przy czym elementy kwadratowych macierzy U, V, W, sa —jak w poprzednim przy-
padku — stalymi wspélczynnikami:

UU = f Qé(p,(]bd&'.

s

ng = _{Qé‘lpkipgds. . (3‘7)

Wi =f@5xhxxds
Praca sit zewngtrznych :
L
4. = [ [f Goutpw+pow)ds]dz (33)
0 s

po podstawieniu wzordw (2.2) przyjmuje forme:
L

A4 = f @™v+bT3+cTy)dz 3.9
0
w ktdrej elementami macierzy kolumnowych a, b, ¢, sa wspotczynniki:

a4y = fpb?’l ds,

be = § poyids ~ (3.10)

s
¢ = _{Pn%l ds
zalezne juz tylko od wspdirzednej z i czasu 1.

10 Mech. Teoret. i Stos. 3/87



466 M. SPERSKI

Po podstawieniu wzoréw (3.3), (3.6), (3.9) do (3.1) otrzymamy, poslugujac sie row-

naniami Bulera: \
282 X8
— =0 3.11
dz ( aa ) oy G1D
(za o nalezy przyjmowac kolejno: vy, &, n;) poszuklwane rownania ruchu:
Ui = Py—Sy+ (07— Q)S a
Vi = R-T9+(@T-0)r—b | (3.12)
Wi = Ajj+c
Ten sam ukiad réwnan mozna wyprowadzi¢ z zasady Hamiltona, tworzac funkcjo-

nal:
t t

[[ Lat = [ (@+11- At (3.13)
00 0
w ktorym:
_ f [fga(u +i +w2)ds]dz G
[} Kl

jest energia kinetyczng ukladu, Uwzgledniajac zwigzki (2.2) przeksztalcamy wzor (3.14)
do postaci macierzowej:

T = ;_ f GTUD+ITVI+ TWip) dz (3.15)
0
i z rownan Eulera: ,
o | 0L K2 oL
v( : ) )_fi;L_:o (3.16)
at 30!_, 32 306_, 3061

otrzymujemy, po podstawieniu (3.15), (3.3), (3.9), do (3.13), réwnania ('3.12).
Korzystajac z réownan Eulera (3.11) lub (3.16) warto poshizy¢ sie nastgpujacymi
regulami rézniczkowania:

T T
J(aTAa) —2Aa, d(aTBb) — Bb,
da da
5(aTBb) 5(bTa) 3B.17
a ar a) _
ob = Bla da b

gdzie A jest ‘dowolna macierzg kwadratows, B — macierza prostokatna; a, b — macie-
rzami kolumnowymi.

4. Teoria ramowo-powlokowa

Funkcje ksztattu ,(s), przyjete do opisu przemieszczen stycznych we wzorze (2.2),
determinuja jednoznacznie przemieszczenia normalne punktéw potozonych na linii
$rodkowej przekroju poprzecznego preta. Przyjmujac zatem: [ =k, g = H, 1 = 2(9s)
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oraz zakladajgc, ze wycinek preta ograniczony dwoma poprzecznymi przekrojami odleg-
tymi od siebie o 1, odksztalca si¢ w kierunku poprzecznym do osi preta, jak plaska rama
o ksztalcie tego przekroju, lini¢ ugigcia tej ramy, utozsamiang z przemieszczeniami nor-
malnymi linii Srodkowej przekroju preta, mozna wyznaczyé z rownania (2.5d):

2w

w ktérym moment gnacy w przekroju ramy przedstawiamy jako sumeg trzech wielkosci:

— momentu M, wywolanego przemieszczeniami weztdw w plaszezyznie ramy;

— momentu Mp wywolanego obcigzeniami zewnetrznymi p, (ci$nieniami normalnymi —

wzor (2.4));

— momentu My wywolanego sktadowymi sit bezwladnosci na kierunck normalny.
Przyjecie takich zatozen umozliwia polgczenie dwoch ostatnich réwnan macierzo-

wych ukladu (3.12) w jedno réwnanie, a zatem zmniejszenie liczby réwnafi opisujgcych

ruch preta. We wzorze (3.3) na cnergi¢ sprezysta preta ulegnie zmianie tylko ostatni

skladnik, wyrazajacy prace momentu gnacego M na przemieszczeniach w:

2
nAny = j;lj/[j_‘ ds 4.2)

Moment gnacy Mp wywolany ci§nieniami normalnymi nie zalezy od funkcji #;, T,
opisujacych przemieszczenia. Dwa pozostale momenty mozna przedstawi¢ w postaci:

M, = Zgﬁu'ﬂk; Mp = ka:lék; 4.3)
k=1 k=1

gdzie M, jest momentem gnacym wywolanym przemieszczeniami weztéw ramy, zgodnymi
z funkcja ., natomiast my, Jx — momentem od obcigzen ramy (o wezlach nieprzesuwnych,

lecz podatnych na obrét) sktadowymi normalnymi sit bezwladnosci: fgéxki%
Podstawiajac wzory (4.1), (4.3), do (4.2) otrzymamy zwigzek:

.. e © M2
nAn = 3TX9+29"H9+29Th + 3TY 3+ 2%k +} —B”— ds 4.4
s

w ktérym elementy kwadratowych macierzy X, I, sa statymi wspolczynnikami:

Xy = f—mﬁmg ds; I, = j;%ds

a elementy macierzy kolumnowej h, rowniez stale, sa réwne:

hk—_—fg—ﬁ%ﬂl—"ds (k,g=1,2...7r)

Trzema ostatnimi sktadnikami wzoru (4.4) zajmowadé si¢ dalej nie warto, poniewaz po-
chodne czastkowe tych skladnikéw wzgledem zmiennych wystepujacych w réownaniach
Eulera sq zerami.

10*
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Przyjmujac we wzorach (3.6) i (3.9), zgodnie z zalozeniami podanymi na poczatku
rozdziatu:
Wi = 9TWS, T =c™8
otrzymamy, korzystajac z (3.1) i (3.11), nastgpujacy uktad réwnan ruchu:

|
U¥ = Py—Sy+HS—a,

.. Y | (4.5)
Z3 = R$—E9+Kv—d,
w ktérym:

H=0"-@Q, Z=V+W4+I,

E=T+X, K=Q"-0,
sa prostokatnymi, lub kwadratowymi macierzami o statych wspotczynnikach, zaleznych
od geometrii przekroju, stalych materiatowych i przyjetych do opisu funkcji ksztattu.
Natomiast:

d=b-—-hic
jest macierza kolumnowa, zalezna od obcigzen zewngtrznych, funkcji ksztaltu i wspol
rzednej z na osi preta,
Tworzac macierze kolumnowe:

o) e

ukiad (4.5) mo2Zna zapisa¢ w postaci jednego rownania macierzowego:
A% = B2+ C2-Dz—f, (@.6)

w ktérym A, B, D, sg macierzami symetrycznymi, natomiast € — macierza kwadratows
antysymetryczng:
uo PO
a=lo 2} o=[o o

c 0 H S0
=k o P=lo z|

Wymiar tych macierzy jest rowny n+r, tj. liczbie przyjetych do opisu funkgcji ksztattu
Pis Yr-

Réwnanie macierzowe (4.6) stanowi ukiad réwnan rdzniczkowych czgstkowych dru-
giego rz¢du, niejednorodnych, o statych wspétczynnikach. Znalezienie calek tego uktadu,
przy zadanych warunkach granicznych, umozliwi — po podstawieniu rozwiazan do wzo-
réw (2.2) — wyznaczenie przemieszczen dowolnie wybranych punktéw preta, w dowol-
nej chwili .

Nietrudno zauwazy¢, ze dla f = 0 réwnanie (4.6) opisuje drgania swobodne ukladu:

Ai = B2+Cz— Dz, @7
adla Z=0if=f(z) — niczaleZnego od czasu przechodzi w réwnanie réwnowagi:

BY+CL—Dz—f 0. (4.8)
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5. Warunki graniczne

Jezeli skrajny przekroj preta (z = a) obcigzymy ukladem sit zewnetrznych:

q= qb(s: z)n+qs(s’ Z)S+qn(s’ t)b: (51)

funkcjonal catkowitej energii mechanicznej (3.1) powiekszy sie o sktadnik:
G = f(qbu-i_‘qsv-i_qnw)dsu (5.2)
s

wyrazajacy pracg tych sil na przemieszczeniach (2.1). Po podstawieniu w miejsce u, v, w,
2wigzkow (2.2) oraz — zgodnie z zaloZeniami teorii ramowo—powlokowej: 7 = ¥,
wzér (5.2) przyjmie postac:

G=phv+q’9, (5.3)

przy czym elementy kolumnowych macierzy p, q, sa funkcjami czasu:

= _{%‘Ptd-s‘,
5.4

@ = )[qswdsﬂ{ Ik gs.
s s D
Przyréwnanie do zera wariacji funkcjonatu:
L
5 = [ Qdz+6, (5.5)
0

prowadzi [7] do wyznaczenia warunku granicznego na brzegu z = a:

o9 6 (5.6)
day ddy *
+ gdzie «; przyjmuje kolejno wartodei: vy, & (i=1,2..n;k=1,2...r).

Podstawiajac poszczegdine skladniki funkeji 2 (wzory (3.3), (3.6), (3.9)) do wzoru (5.5)
mozna ograniczy¢ sie do wyrazdw zawiérajacych pochodne wspélrzednych wzgledem
zZmiennej z:

L
| | |
7, - %f (TP 4 STRI+ 2970V + 2" @9+ ) dz+pTr+q7S .7
0
i postugujac sie¢ wzorem (5.6) oraz regulami rézniczkowania (3.17) wyznaczyé warunki
graniczne:
PY+OTS = p,
| (5.8)
R$+@Tv = q, A
stanowiace uktad réwnan rézniczkowych pierwszego rzedu. Uklad ten mozna przedstawié
w formie jednego réwnania macierzowego:

Mlxlz=a =r, (59)
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P, 0

|
x= (98)T, r={pq}".

w ktérym:

Gdy skrajny przekroj preta jest swobodny (ngeobciajonﬁ, macierze p, g, $a zZerowe i wa-
runek graniczny dla tego przypadku przyjmuje postaé:

M,xf,_, = 0. (5.10)

Sztywne utwierdzenie przekroju preta powoduje, Ze przemieszczenia (2.2) wszystkich
punktéw tego przekroju sa zerami, a warunek graniczny:

A e

mozna uwazaé za szczegdlny przypadek warunku (5.9).
Przewodujac mozliwo$¢ numerycznego catkowania réwnan ruchu, warunki graniczne
na kraicach preta zapiszemy w postaci:

Mx|._o+Nx[,.. =5, (5.12)

gdzie s = {r|,_rr|.—0}" jest macierza kolumnowa sit uogdlnionych, a M i N — ma-
cierzami kwadratowymi o wymiarach 2(n+r) 1 elementach bedacych stalymi wspoélezyn-
nikami.

Do pelnego opisu ruchu, oprécz warunkéw granicznych na kraricach pregta, nalezy
réwniez poda¢ warunki poczatkowe, okreslajace polozenia i predkosci wszystkich punktow
uktadu w chwili f = 0. Funkcje zmiennej z, okreslajace wartoéci wspdirzednych uogél-
nionych ;, ¥, na poczatku ruchu:

Vio = ¥10(2), Do = Pyo(2),

powinny spetnia¢ rownania réwnowagi (4.8). Natomiast funkcje okre$lajace poczatkowe
predkosci uogdlnione:

Vio = ¥10(2), 79k0 = ?9.1;0(2),

musza by¢ funkcjami ciagtymi.

6. Wybor funkcji ksztaltu

Zasady wyboru funkeji ksztattu: ¢;, y,, (2.2) pozostaja takie same jak w zagadnieniach
statycznych [3], [4], [5]. Aby potwierdzi¢ poprawnoéé sformutowanych réwnan ruchu
rozpatrzmy nastgpujace przyklady:

© Przykiad 6.1. JeZeli przemieszczenie przekroju poprzecznego jednorodnego preta
o gestosci g, module sprezystosci E, module- odksztalcenia postaciowego G i przekroju,
jak na rys. 6.1 opiszemy jedng tylko funkcja ¢, majgca warto$¢ 1 w kazdym punkcie tego
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przekroju oraz zatozymy, z¢ na ukiad nie dziatajg zadne sity zewnetrzne, to w réwnaniu
(4.6) tylko dwa wspdlczynniki (3.7) i (3.4):

Ui, = U = § odpds = o4,

s

P,=P= f@é(pzds = EA,

oraz jedna wspolrzedna v, = » 53 rézne od zera. Symbol A oznacza powierzchnie prze-
kroju. Otrzymane réownanie ruchu:

y——v =0, (6.1)

jest znanym réwnaniem rozniczkowym podiuznych drgan swobodnych preta.

/

[a]
N

N

) R N
X

[T

AT

Rys. 6.3.

Przyklad 6.2. Opisujac przemieszczenie tego samego 'prgta jedna funkcja ksztattu
przedstawiong na rys. 6.2, obliczamy wspdélczynniki réwnania ruchu (4.6) wg wzoréw
B7i1GY: :

Vo=V =§ odpids = —;—géab(a+b),

Ry = R = § Goyds = _12- Goab(a+b).
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Po podstawieniu tych wspélczynnikéw oraz ¢, = & do réwnania (4.6) otrzymujemy réw-
nanie drgan skretnych preta:

H——9 =0, (6.2)

w ktérym @ jest katem obrotu przekroju.

Przyktad 6.3. Trzy funkcje; ¢, p, ¥ przedstawione na rys. 6.3 opisuja zgigcie preta
w plaszczyznie pionowej, przy czym przekrdj poprzeczny preta przemieszcza si¢ jak cialo
sztywne, pozostajac prostopadly do linii ugigcia. Nietrudno bowiem zauwazy¢, Ze skia-
dowe przemieszczenia (2.1) sg rowne:

|
u=yp, vV=)yy¥Y, w=yy, (6.3)
gdzie y jest przemieszczeniem srodka geometrycznego przekroju.
Podstawiajac iloczyny (6.3) do wzoréw (3.2) i (3.6), otrzymamy funkcjonat (3.1):

L L
f Qds = ~% f (BTN +207.35 +204y5) dz,
0 0

w ktorym:
&b &
r _ 2 pa— ——
Jx—f&pds 26( ; 12),
jest powierzchniowym momentem bezwladnodci przekroju wzglgdem osi x, natomiast:

A= § b2+ ds,

— polem tego przekroju. Z réwnania Eulera:

# (a0 o (0@) 00
é)zz(aj';) oz \ 9y to T

otrzymujemy znane réwnanie drgafi poprzecznych preta:

EL'y+ody—el = 0, (6.4)
uwzgledniajace sily bezwladnoéci od obrotu przekroju wokét osi x.

W podobny sposdéb mozna opisaé zgiecie preta w plaszczyznie poziomej, a takZe
wprowadzi¢ dodatkowe funkcje [3], [10] uwzgledniajace paczenie przekroju. Funkcje
tego typu mozna jednak przyjmowaé tylko do obliczed pretéw o przekrojach nieskompli-
kowanych, zlozonych z jednego, lub co najwyzej dwoch prostokatow.

Znacznie dokladniejsze wyniki uzyskuje sig, przyjmujac do opisu przemieszczen
wzdtuznych funkcje ¢; skonstruowane z wielomianéw Legendre’a w taki sposdb, aby
przyimowaly one wartosci 1 w i-tym wezZle przekroju (rys. 6.4) i wartosci zero we wszyst-
kich wezlach sasiednich [5]. Mozna tez na linii §rodkowej przekroju przyjmowaé dodat-
kowe, fikcyjne wezly.

Funkcje v, y. opisujace przemieszczenia styczne i normalne w plaszczyznie przekroju
konstruuje si¢ przesuwajac o warto$é¢ 1 w kierunku wspoirzednej obwodowej s, dwa pola-
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al 'D.) c)

czone ze soba wezly przekroju (rys. 6.5a). Wprowadzajac dodatkows funkcje P, jak
na rys. 6.5b, uwzgledniamy w opisie efekt $ciskania preta ramy.

Im wigksza jest liczba przyjetych funkeji ksztaltu, tym opis jest dokladniejszy. Wzros-
towi tej dokladnosci towarzyszy jednak wzrost liczby réwnan ruchu, a zatem rozwia-
zanie problemu staje si¢ bardziej skomplikowane. Z tego wzgledu, w obliczeniach statycz-
nych, konstruktorzy ograniczaja swoj wybor do funkcji przedstawionych na rys. 6.4a
i 6.5a, nazywanych funkcjami Wiasowa pierwszego rodzaju.

al
bl

\\ = \\ \\

N v =l \ \\
. \ ]3
I 7 ;'] !

1 ) 1 /I it
/XK ka IXk K
/ / /
Rys. 6.5.

7. Calkowanie réownan

Jezeli pret jest obcigzony uktadem sit harmonicznych o takich samych fazach i cze-
stodciach: f = gcoswt, réwnanie ruchu (4.6) przyjmuje postaé:

Ai = B¥+Ci— Dz—gcosot. 1.1
Przewidujac szczegdlne rozwiazanie tego réwnania w formie:
Z = ycoswt

otrzymamy, po podstawieniu do (7.1) uklad réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

39+C}+Gy =g, (7.2)
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w ktérym:
G =w*A-D.

Catkujac ten uklad numerycznie [11] z uwzglednieniem warunkéw brzegowych (5.12)
‘wyznaczymy maksymalne przemieszczenia (amplitudy) poszczegdlnych punktéw kon-
strukeji. Natomiast powtarzajgc obliczenia wielokrotnie, dla réznych czgstosci w i rejestru-
jac podczas catkowania tylko przemieszczenia maksymalne, mozna wyznaczy¢ czestosci
rezonansowe. Sa nimi te wielkosci w przy ktérych przemieszczenia osiggaja wartosci
bardzo duze.

Jako przyktad rozpatrzmy pret o przekroju ztozonym ze skonczonej liczby prosto-
katéw, jednym koncem utwierdzony, na drugim za$ obciazony uktadem sit skupionych:
pocoswt. Przyjmijmy, dla uproszczenia obliczen, ze skladowe binormalne tych sit sg przy-
Yozone w weztach przekroju, a sktadowe styczne dziataja wzdtuz linii faczacych poszczegoline
wezly. Wprowadzajac do opisu funkcje Wiasowa pierwszego rodzaju (rys. 6.4a i 6.5a)
stwierdzamy, ze wektor sit uogélnionych w réwnaniu (5.9) jest:

r = pycoswt, (7.3)
gdyz wartosci funkeji ¢, w, (wzor 5.4) w punktach przylozenia sit sa réwne 1.
Roéwnanie amplitud (7.2) ma zatem postaé:
By+Cy+Gy = 0, (1.4)

a warunki graniczne (5.12):

W miejsca niewypetnione w réwnaniu (7.5) nalezy wpisa¢ macierze zerowe. | oznacza
macierz jednostkowa.

Gdy przekrojem prgta jest jeden prostokat, ukiad (7.4) sktada si¢ z o$miu réwnan
rézniczkowych zwyczajnych drugiego rzedu. Dla przekroju dwuobwodowego (dwa pro-
stokaty) liczba tych réwnan wzrasta do 11, a dla przekroju zlozonego z czterech prosto-
katow wynosi juz 15,

8. Przyklady obliczein numerycznych

"~ Majac na wzgledzie kontrole poprawnosci opisanej metody, obliczono wspdtczynniki
téwnania (7.4) dla wspornika o przekroju prostokatnym, obcigzonego na koncu ukla-
-dem sit skupionych: P;coswt, jak na rys. 8.1. Dane liczbowe: L = 60; a = 20; b = 10;
0=01; E, =21-10% E, =2,1-10% v, =v»,, =0,3; G =8,1-10% o= 7,6-1073,
Jednostki podstawowe: MN, m, s. Réwnania catkowano metoda Oluremiego-Olaofe
[8] uogdlniong przez J. Wieckowskiego [11] na réwnania macierzowe z osobliwa macie-
rza C.
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Przykiad 8.1. Py = P, = Py = P, =1, Ps = Py = P, = Pg = 0. Dla kazdej war-
tosci @ otrzymano jednakowe przemieszczenia podituzne wszystkich punktdéw danego
przekroju oraz wszystkie przemieszczenia poprzeczne réwne zeru. Przyktad przedstawia
zatem drgania podtuzne preta, Na rys. 8.2 przedstawiono obliczone amplitudy przemiesz-
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czen przekrojow wzdluz osi preta, dla kilku przypadkowo wybranych czgstosei w,
© Czgsto$é w == 1000 jest bliska czestosci rezonansowej, bowiem otrzymany dla niej wykres
amplitud przypomina czwarta postaé drgan wiasnych.

Amplitudy przemieszczen skrajnego przekroju preta (z = 60) obliczone dla réznych
czgstoéci w wykredlono na rys. 8.3. Czgstosci: wy = 145, w, = 435, w; = 720, w, = 1010,
przy ktorych przemieszczenia osiagajg wartosci nieskonczenie duze sa czgstosciami rezo-
nansowymi uktadu. Znane sa czgstosci whasne swobodnych drgan podiuznych wspornika
wg teorii technicznej (réwnanie 6.1):

[ 1 T T T T
10k w=£36 us_ |
05 .
0 | 1 ] | |
05 ,

723 1015
1,0 2 —
| | | | l i
10 20 30 L0 50 60m
z
Rys. 8.4.
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7T E,
v et S -1 =1,2,3, ...
T . 2n—-1), =n

Podstawiajac w miejsce E, zredukowang stala E = E,/(1—v,, ‘v;,) jak w (2.53)
oraz pozostale dane liczbowe z naszego przykladu, otrzymamy wielkoscel: w, = 144.3;
w, = 432,8; w; = 721,3; w, = 1009,8; réwne praktycznie czgstosciom rezonansowym
badanego preta. Dzielac natomiast amplitudy przemieszczenn punktéw na liniach wezlo-
wych, obliczone dla czgstodci bliskich rezonansowych: w, = 146, w, = 436, w, = 723,
ws = 1015, przez warto$¢ amplitudy przemieszczenia przekroju skrajnego, otrzymamy
wykresy (rys. 8.4) przedstawiajgce gtowne postacie drgan wlasnych uktadu.

Przyktad 8.2. P, =4, P, ... Py = 0. Pozioma sita harmoniczna przylozona w wezle
1 (rys. 8.1) skrajnego przekroju, wywoluje drgania podluzne, sprzgzone ze zginaniem
ukoénym i deformacja przekroju. Na ogél, przy dowolnie obrane; czestodci wymuszenia
(rys. 8.5), amplitudy przemieszozen poszczegdlnych wezidw przekroju sgq rézne. Jezeli
jednak czesto$¢ sity wymuszajacej zbliza si¢ do rezonansu (rys. 8.6), amplitudy przemiesz-
czefh wszystkich czterech linii weztowych stajg si¢ w przyblizeniu jednakowe, cho¢ ruch
podtuzny dwéch sasiadujacych ze sobg weztéw odbywa sie w przeciwnych kierunkach.
Inne sa tez czestoécl rezonansowe niz w poprzednim przykladzie.
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Przykiad 8.3. Uktad sit harmonicznych o amplitudach: P, ... Ps =0, P, = Py =1,
wywolal drgania gietne wspornika w plaszezyZnie pionowej, o takich samych amplitudach
przemieszezen wszystkich czterech weztdéw przekroju. Na rys. 8.7 pokazano amplitudy
przemieszezen linii weztowych przy dwdéch réznych czestosciach sit wymuszajacych.

Przyklad 84. P, ... P, =0, Ps =1, Pg = —1, P, =2, Py = —2. Dwie pary sit
o takich samych amplitudach momentow, przytozone do skrajnego przekroju, wywolujg
drgania skretne wspornika, polaczone z paczeniem oraz deformacja poprzeczna konturu.
Amplitudy przemieszczesi wszystkich czterech wezléw przekroju sa zawsze jednakowe
a wezly sgsiadujace ze soba poruszajg si¢ na kierunku wzdluznym w przeciwne strony.
Rys. 8.8 przedstawia amplitudy przemieszczen linii weztowych przy czestosci wymu-
szenia w = 500, znajdujacej si¢ pomigdzy czwarty, a piata czesto$cig rezonansowas.

Przyklad 8.5. Dwie pionowe sity harmoniczne, przytozone w weztach 2 i 3 (rys. 8.9)
przekroju skladajacego sie¢ z trzech prostokatdw wywolaly drgania gigtne wspornika,
polgczone z deformacja poprzeczng i paczeniem przekroju; amplitudy skrajnych weztow
konturu réznig sig od amplitud przemieszczen wegziéw wewnetrznych. W stosunku do
poprzednich przykladéw zmieniono tylko wymiary przekroju poprzecznego (a = 10,
b = 15) oraz dlugo$¢ preta (L = 100), pozostawiajac takie same grubosci i stale ma-
teriatowe, .

9. Whnioski

Przy odpowiednio dobranych funkcjach ksztaltu model ramowo-powlokowy Wia-
sowa prowadzi do takich samych wynikéw, jak powszechnie znane modele prgtowe.
W ogdélnym jednak przypadku przedstawiona metoda umozliwia opis dokladniejszy,
uwzglednia bowiem rozmaite postacie deformacji poprzecznej i paczenia przekroju.
Mankamentem teorii Wlasowa jest — jak wiadomo — odbiegajacy od rzeczywistosci
rozklad naprezen stycznych w przekroju cienkosciennego preta. W wypadku zastosowania
omawianej teorii do opisu drgad, przyjecie niepoprawnego rozkfadu naprezen stycznych
nie powinno mieé istotnego wplywu na obliczenia czgstosci rezonansowych, gdyz w réw-
naniach ruchu wystepujg tylko wypadkowe tych naprezen.

Znalezienie ogdlnego rozwiagzania réwnaid ruchu (4.6), poprzez wartosci i funkcje
wlasne, jest — jak dotad — mozliwe tylko w najprostszych przypadkach [9], [10]. Gdy
przekréj preta jest bardziej skomplikowany, rozmywa sie przejrzysto$é opisu jaka dawata
teoria techniczna, a znaczna liczba wartoéci wlasnych i podstawowych form wydhiza
czas liczenia i angazuje pamieé maszyny cyfrowej. Zastosowana w pracy metoda bezpo-
$rednia, prowadzgca do rozwigzania szczegdlnego, umozliwia jednak oszacowanie czgs-
tosci rezonansowych i wskazanie najbardziej niebezpiecznych miejsc konstrukcji.

Pozornie najprostszy problem numerycznego calkowania uktadu réwnan rézniczko-
wych zwyczajnych o stalych wspélezynnikach okazal sie w danym przypadku nielatwy,
ze wzgledu na bledy maszynowych zaokraglen. Zawiodly metody wielokrokowe potlg-
czone z tworzeniem macierzy bazowej, a metody réznicowe wymagaly przy wyiszych
czgstosciach zbyt duZej pamieci maszyny. Zastosowana metoda [11] polegajaca na roz-
winigciu przewidywanych rozwigzaf w szereg wielomiandw Czebyszewa, umozliwia
wyznaczenie pierwszych kilkunastu czgstodci rezonansowych cienkosciennego preta
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-0 przekroju ztozonym z co najwyzej 8 - 10 prostokatéw. Nadal wigc problemem jest zna-
lezienie dostatecznie szybkiej i dokladnej metody catkowania réwnan.

Jezeli poszczegdlne wezly przekroju sg potgczone liniami prostymi (pret cienkoscienny
o przekroju ztozonym z wielokatdw), proces obliczania na maszynie cyfrowej wspdlczyn-
nikow réwnania macierzowego (7.5) oraz warunkow granicznych (5.12) moZzna zauto-
matyzowaé. W pracy [5] przedstawiono algorytm, umozliwiajacy automatyczna generacje
rownan ruchu cienkosciennego preta o przekroju zlozonym ze skonczonej liczby prosto-
katéw, po wprowadzeniu danych, zawierajacych wymiary geometryczne i state mate-
riatlowe poszczegdlnych elementdw konstrukeji.

Mozliwe jest zastosowanie hipotezy Wiasowa do opisu drgan pretéw cienkosciennych
0 przekroju zmiennym odcinkami, przy czym niektére odcinki takiej konstrukcji moga
by¢ pretami cienkosciennymi o profilu’otwartym. Roéwnania ruchu tych ostatnich sq znane
[13, [2), [3], a sprzeZzenie uktaddéw rownan opisujacych drgania poszczegolnych odcinkéw
umozliwiaja warunki graniczne (5.12).
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TIPUMEHEHUE SVHKUNMN BIACOBA IUJIS ONVICAHU KOJIEBAHMM
TOHKOCTEHHEIX CTEPXHEW-OBOJIOUEK 3AKPRITOIO IIPODUIIA

B pabore npeacrasieHo ofGobiueHne Teopur Bracosa Ha cliyuait pemkenus. Murerpuposanue chop-
MYJIAPOBAHHBIX, AW pepeHuHaNbHbIX YPABHEHUI HA BRIUMCIUTENBHOM MALLMHE, T103BaIHeT OIPEeACITHTh
OTBET KOHCTPYKIMH HA BBIHYIKAEHUE FAPMOHUUECKAMA CHIIAMM, a2 Ja)Ke HAHTH KPUTIMIECIKHE YacTOThI.
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Summary

USE OF SHAPE FUNCTIONS TO THE DESCRIPTION OF VIBRATION OF THE THIN-WALLED
BARS WITH CLOSED SECTION

The motion equations of orthotropic elastic bar with multicircuit closed section have been formulated.
The numerical integration of the differential equations of motion enables to determine the structure reponce
cased by the system of harmonic forces excitation as well as the calculation of the resonance frequencies.

Praca wplynela do Redakcji dnia 28 maja 1986 roku.

11 Mech. Teoret. i Stos. 3/87



