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1.  Wprowadzenie

Metoda  analizy  modalnej  umoż liwia  poznanie  wł asnoś ci  dynamicznych  badanego
ukł adu w  oparciu o wartoś ci  wł asne i wektory  wł asne. Trudnoś ci zwią zane z analitycznym
rozwią zaniem  tego zadania  dla  liniowych  ukł adów tł umionych o wielu stopniach  swobody
zostały  pokonane  dzię ki  moż liwoś ci  opisu  dynamiki  takich  ukł adów we współ rzę dnych
stanu  [1, 2]. Uzyskano w ten sposób  moż liwość  rozkł adu własnych  drgań  ukł adu  na  sumę
głównych  postaci  drgań.  Matematyczna postać  tej  sumy  ma  bardzo  praktyczne  znaczenie
w  badaniach  doś wiadczalnych  [3, 4, 5],  Charakterystyki  czę stotliwoś ciowe  wyznaczone
eksperymentalnie  moż na  aproksymować  zależ noś cią   o postaci  analogicznej  do  w/w  sumy
uzyskując  dużą   dokł adność  opisu  wyników  pomiarów.  Celem  takiej  aproksymacji  jest
zmniejszenie w maszynie  cyfrowej  obszaru  pamię ci potrzebnej  do zapamię tania wyznaczo-
nych  charakterystyk,  oraz  estymacja  parametrów  modalnych.  Przykł adowo  charaktery-
styka  czę stotliwoś ciowa  wyznaczona  w  zakresie  0- 4- 500  Hz z  rozdzielczoś cią   0,25 H z
i  przedstawiona w postaci  tablicy  zawiera  6000  liczb.  D o  opisu  tej  samej  charakterystyki
po  aproksymacji  wystarczy  zapamię tać 4n+2  liczby; gdzie n —  liczba  rezonansów.

W  pracy  pokazano  jeden  z  moż liwych  sposobów  aproksymowania  doś wiadczalnie
wyznaczonych  charakterystyk  czę stotliwoś ciowych,  oraz  estymacji  parametrów  modal-
nych  badanych  obiektów.  Przedstawioną   metodę   zilustrowano  przykł adem  wykonanym
w  ramach jej  testowania.

2. Teoretyczne podstawy metody  rozkładu charakterystyk  na  składowe

Równanie  ruchu  dla  ukł adu  o n stopniach  swobody  ma  postać:

Mij + Hq+K q  = Po,   (1)
gdzie:

M  — macierz  bezwładnoś ci  (n x ri),
H —m acierz  tłumienia  (nxn),
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K  — macierz  sztywnoś ci  (n x n),
q  — macierz  współ rzę dnych  uogólnionych  (« x 1),
Po —  macierz  sił   uogólnionych  (n x 1).

M, H, K —  to  symetryczne  macierze  rzeczywiste,  dodatnio  okreś lone.  Przyjmuje  się
ponadto, że w ukł adzie wystę puje  małe tł umienie o charakterze wiskotycznym,  przy czym
nie jest to tł umienie proporcjonalne (nie jest speł niony warunek:  HM~ 1K  =   KM~ XH  [3]).

Mnoż ąc  równanie  (1)  lewostronnie  przez  M" 1  otrzymuje  się:

Iq + Rq +  Sq  = P.  (la)

Poszukiwany  wzór aproksymacyjny  jest formą  przedstawienia funkcji  przejś cia  obiektu
dynamicznego za pomocą postaci drgań gł ównych. Wobec powyż szego należy w pierwszej
kolejnoś ci  rozwią zać  zadanie wartoś ci  i wektorów  wł asnych. W  omawianym  tu  zadaniu
zarówno  wartoś ci  jak  i  wektory  wł asne  są  liczbami  zespolonymi.  Do  ich  wyznaczenia
wygodniej  jest  przetransformować  równanie  ruchu do  współ rzę dnych stanu, a nastę pnie
w  koń cowej  fazie  wyprowadzeń  powrócić  do postaci obecnej.

Równania ruchu we  współ rzę dnych stanu otrzymuje się przez doł ą czenie do równania
(1)  toż samoś ci  [2,3]:

Mq- Mq  =  0.

Otrzymuje  się  wówczas  nastę pują cą  postać  równania:

Ay+ By  -   F,  (3)

TO  M l  [- M  0]
£ dzie:  A = [ M   HJ-   B = U  O  KJ '

; %

Zapisując równania ruchu we współ rzę dnych stanu otrzymuje się równanie róż niczkowe
pierwszego  rzę du przy czym wymiar  macierzy wchodzą cych w skł ad tego równania roś nie
dwukrotnie.

Przy  zerowym  wymuszeniu  i  przewidywanym  rozwią zaniu  w  postaci:

y  = v •  e"

z  równania  (3) otrzymuje  się  ukł ad 2n jednorodnych równań  algebraicznych:

(B- A(A)v (  = 0.  (4)

Równanie  (4) ma  rozwią zanie  nietrywialne,  gdy  jego wyznacznik  charakterystyczny  jest
równy  zero:

det(B- lA)  = 0.  (5)

Z  równania  (5) otrzymuje  się wartoś ci  wł asne A( dla  i =  1 +  2w. Wszystkie Af  są  liczbami
zespolonymi  o niezerowych czę ś ciach rzeczywistych  i urojonych, oraz są parami sprzę ż one:

h  = / «i+ >,  oraz  A, -   fit- jv„
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gdzie:  / xt —  współ czynnik  tł umienia  / - tej  postaci  drgań,
Vi —  i- ta  czę stotliwość  drgań  własnych  tł umionych.

Z  wartoś ci  własnych  moż na  zbudować  macierz  spektralną:

A  =  diag{Al5  V, . . .,  X2n} =

=  diag{Al5  X2,...,K,\ ,  J2,  . . . , !„ } .  (6)

Każ dej  parze  wartoś ci  własnych  przyporzą dkowana  jest  para  zespolonych  sprzę ż onych
wektorów  własnych  (otrzymanych  w  wyniku  rozwią zania  ukł adu  równań  (4))

oraz  yt  =  si- jpi.

Wektory  te moż na zestawić  w  macierz  modalną   wektorów  prawostronnych:

V =   [v l 5  v2,  . . .,  v2 j  =  K ,  v2,  ..., v„ , Vi,  v2,  . . .,  v„] .  (7)

Podobnie moż na wyznaczyć  macierz modalną   wektorów  lewostronnych.
Po  wykonaniu  okreś lonych  przekształ ceń  [1]  równanie  (3)  moż na  doprowadzić do

postaci:  :

I   y+ Ay  =  F l f  (8)

W  ten sposób  wyjś ciowy  ukł ad  n  zależ nych  równań  róż niczkowych  ruchu  drugiego  rzę du
we współ rzę dnych q został  przetransformowany  na 2n niezależ nych  równań  róż niczkowych
pierwszego  rzę du  we  współ rzę dnych y.
Rozwią zanie  ogólne  równania  (8)  moż na  zapisać  w postaci:

gdzie  C  jest  wektorem  stał ych  cał kowania:

Ci  =   di +jb t  oraz  Ct =   at  - jbt.

Wzór  transformacyjny  umoż liwiają cy  przejś cie  od  ukł adu  we  współ rzę dnych y do  współ-
rzę dnych  q ma  nastę pują cą   postać:  .  .,

q  -   V„y ,  (10)

gdzie:  Yn  —  dolny  blok  macierzy  modalnej V;

„
Uwzglę dniając  (9) i (10)  M a współ rzę dna wektora  q jest  okreś lona  wzorem:

li   •  Z  •   e< - "- > '> '].  (11)

Po  wykonaniu  prostych  przekształ ceń  otrzymuje  się :  "  : . . ' . .  .

,r~jUt„ r)^- '"- ^],  (lla)

. Tt,r =  st,r,n  •  ar- p,,r,n  •  br,

Ut,r  =   st,r,u-   bT+pUTin-   aT.  •   . <

5  Mech. Teoret. i Stos.  4/87
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Stosując  transformację  Laplace'a równanie powyż sze przyjmuje  postać:

.  T,,r- jUur
+

a  po sprowadzeniu do wspólnego mianownika i podstawieniu s  = jco:

gdzie:  ft,   r  =  -   2 ^  •   Tt. r + 2vr •   CTfł„

W  praktyce  na  ogół   wyznacza  się  funkcję  przejś cia  W,  jako  stosunek  sygnału  wyjś-
ciowego  qt(ja>)   do siły wymuszają cej  P(ja>).  Zależ ność (13) przyjmuje  wówczas postać:

Charakterystyka  doś wiadczalna  jest  wyznaczana  w  okreś lonym  przedziale  czę stotli-
woś ci  [eo ;̂ »B].  Obecność charakterystyki  poza  tym  obszarem  uwzglę dnić  moż na przez
wprowadzenie  do  wzoru  (14)  dwóch czł onów:

j  czł on  inercyjny,  uwzglę dniają cy  wpł yw  postaci  drgań  z  przedziału  (0, coA),

gdzie mt  jest masą  residualną niż szych postaci drgań.
— czł on  uwzglę dniają cy  postacie  drgań  w  przedziale  («JB, co)  zwany  residualną
podatnoś cią.

Wzór  (14)  przyjmuje  więc  formę:

j y  + 1

3.  Aproksymacja  doś wiadczalnie  wyznaczonych  charakterystyk  czę stotliwoś ciowych

Poszczególne  punkty  charakterystyki  czę stotliwoś ciowej  wyznaczanej  doś wiadczalnie
mogą  być  obarczone  bł ę dami  przypadkowymi.  Do  aproksymacji  tych  charakterystyk
wykorzystano  metodę najmniejszych  kwadratów.
W  metodzie  tej  minimalizuje  się  nastę pują ce  wyraż enie:

N

e =  £  (Wtm-   Wml){W tm-   Wtmi),  (16)

gdzie:  W,Di — doś wiadczalnie wyznaczona podatność dynamiczna w punkcie t badanego
ukł adu  przy  i- tej  czę stotliwoś ci,
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Wtmi —  podatność dynamiczna w punkcie  t  badanego  ukł adu  opisana  równaniem
(15)  przy  j- tej  czę stotliwoś ci.

Sumowanie w  powyż szym  wzorze  odbywa  się  po  wszystkich  czę stotliwoś ciach  z  aproksy-
mowanego przedziału. Ponieważ zadanie minimalizacji  prowadzi  do  równań nieliniowych,
rozwią zanie  jego  może  być  wykonane  metodą   iteracyjną.
Ukł ad  równań,  który  należy  rozwią zać  w  każ dej  iteracji  ma  nastę pują cą   postać  [7]:

L- «5fc+V  =  0,  (17)

gdzie:

LtJ  =  lĘ dĘ   =  {Wm~  Wxo)~dkS;+~dkf'  ~~dkf+

dki  — poprawki  wyznaczanych  parametrów  równania  (15),

- WtD)^  (19)

ki,  kj —  poszukiwane  parametry  równania  (15),  i,j  —  1, 2,..., 4«+ 2.
Uwaga:  W  powyż szych  wzorach  celem uproszczenia zapisów  opuszczono  znak  sumowa-
nia  po  czę stotliwoś ciach.

Jeś li  proces  iteracyjny  jest zbież ny  do rozwią zania  tak, że elementy macierzy kolumno-
wej  dk  stają   się   zerami, wówczas  elementy  macierzy  V  są   też  zerami. Elementy macierzy
L nie mają   wię c  istotnego  wpływu  na  przebieg  iteracji  i  sposób  ich wyznaczania  moż na
nieco  uproś cić  przez  pominię cie wyraż eń  z  pochodnymi drugiego  rzę du.  Równanie  (18)
przyjmuje  w  tej  sytuacji  postać:

dWtmi  "  •   •   •   r  _

u  5Aj-   d/fc,  '  3kj  dk,

Cały  proces  iteracyjny  przebiega  wg  schematu  blokowego  przedstawionego  na  rys.  1.
Zakoń czenie  obliczeń  może  nastą pić  po  osią gnię ciu  zadowalają cej  dokł adnoś ci  opisu
charakterystyki  (przyję tej  odległoś ci mię dzy  charakterystyką   doś wiadczalną   a jej  postacią
aproksymują cą)  lub  po  wykonaniu  zadanej  iloś ci  iteracji.

,  i  •.  '  tktmoi  o  wbt- Uu  ufobcrfii  wfrsił fnBiiK i  i  I   '  tojfcłW  tWfwriofS  .?  .et l̂

3.1. Wyznaczanie estymat począ tkowych parametrów  dla  poszczególnych postaci drgań.  I teracyjny

sposób  wyznaczania  parametrów równania opisują cego  charakterystykę   wymaga podania
estymat począ tkowych.  Róż nice mię dzy tymi estymatami a wartoś ciami  dokł adnymi mogą
mieć  wpływ  na  zbież ność  procesu  iteracyjnego.

Wystę pują ce  we  wzorze  (15)  człony  uwzglę dniają ce  wpływ  postaci  z  przedziałów
{0,- coA) i  (coB, oo) nie zawsze muszą  pojawić  się  podczas aproksymacji. Zależy to od kształ tu
charakterystyki  w  tych przedziałach. Przyję to  wię c,  że  wstę pne  estyinaty  parametrów  mt,
x0  i  y0  są   równe  zero.

Estymaty parametrów Rr  i Sr wyznaczyć moż na z charakterystyki  amplitudowo- fazowo-
czę stotliwoś ciowej  (A—q)—f)v/  oparciu  o  jej  punkty  przyrezonansowe.  Konstrukcja
geometryczna umoż liwiają ca  wyznaczenie tych estymat dla każ dego z rezonansów  powstaje

5*
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Wyznaczenie  estymat  począ tkowych
parametrów:

r t r Gtr
R r

wg  procedury  podanej  w p.3

Obliczenie elementów macierzy

[V]  ' [ U
wg  równań  (19) i (20)

Rozwią zanie  r- nia (17) t j  wyznaczenie
macierzy

[On  J  o skfadowych

^o .Syo .Jm,  , o"Ftr,  5S t r ,  5R r , JS r

Spra wdzeni e  czy

o'ki  <  <5k i r n in

Utworzenie  nowych (lepszych) przybliż eń
parametrów

* o, y0  ,  m t  ,  Ftr . &tr  i  s r  >   R r  * j '

kj  =  k|- t  Ski  i»  1... ,ynł  2

tak

Wydruk  parametrów

F t r ;  G t r ' S D R r  o r a z

m t i  x o , y0

ukradu  o formach
rozprę ż onych

STo\

Rys.  1.  Schemat  blokowy  obliczeń  parametrów  modelu  ukł adu  o  formach  rozprzę ż onych.

dzię ki  moż liwoś ci  aproksymowania  okrę giem  charakterystyki  A~(p—fvt  pobliżu rezo-
nansu  [6] — rys.  2. Przy  potraktowaniu  każ dego z  rezonansów jako  odpowiedzi układu
o  jednym  stopniu  swobody  słuszne są   zależ noś ci  [7]:

Sr  =  col,  (21)

Rr  =  2Aco- tg&.  (22)
gdzie:  co0—czę stotliwoś ć  rezonansowa,

Aco  =  \co0 — a>i\ ; Aw  <^ coo,
cot — czę stotliwość w  punkcie charakterystyki  wybranym  do obliczeń,
0  — ką t  okreś lają cy  położ enie na charakterystyce punktu o czę stotliwoś ci  co,-  —

rys.  2.



WYK O R Z YS T AN I E  AN AL I Z Y  M O D AL N E I . • S8P

RP

Rys.  2. Konstrukcja  geometryczna  umoż liwiają ca  wyznaczenie  ką ta  0  do esfymat  począ tkowych  Rr.

Sposób  wyznaczania  ką ta  0  dla  wybranego  punktu  o)t  oraz  poł oż enia ś rodka  okrę gu  0

wynika  z  rysunku  2.  W  celu  uniknię cia bł ę dów grubych  przy  wyznaczaniu  estymat  para-

metrów  JR„  obliczenia  należy  wykonać  dla  wielu  punktów  charakterystyki  z  otoczenia

poszczególnych  rezonansów,  a  nastę pnie  uś rednić  je.

Punktem  wyjś cia  do  wyznaczenia  estymat  począ tkowych  parametrów  Ftr  i  Gtr

jest  równanie  (15). Przyjmuje  się  wtedy,  że parametry Sr  i  Rr  są  już  znane. W  tej  sytuacji

zadanie minimalizacji  wyraż enia  (16) w  metodzie najmniejszych  kwadratów  prowadzi  do

ukł adu liniowych  równań ze wzglę du na Ftr  i Gtr.  Jeś li w  aproksyruowanej  charakterystyce

wystę puje n rezonansów,  w/w  ukł ad  równań  jest  rzę du 2n,  przy  czym  ostatn ie z nich to

równanie  (11). Postać tego  ukł adu równań w  zapisie  macierzowym  jest  nastę pują ca:

PY1  YJ1 [ F l  [K1
[Y2  Y4 J | _G J  [K2

gdzie:

(23)

Ylu  =
(SJ- CD2)2+O> 2RJ

(24)

Y2-  •   —  -
[(St- co^+aPRAKSj- co^+aPRj]

Y2nJ  =  0,

Sj - co2)2  + co2Rj  (S„- cn2)2

Y4U  =   Y4A,j  -   Y4Bt  dla  t J  #  n,

Y4 ( > „   =  0 ,  d l a  iź n,

iĄ>nt  (25)

(26)

l—,  (27)

(28)

(29)
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r4„,,«i,  , :.  (30)

[ (Sf- o)2)2+ct)2i?j2]  [ (S. - w4 ) 2 +o) 2 ^„ 2 ] '

(31)

(33)

X^Rt  + ywiSjco2)  xa>2R„+yco(Sn- a))
(St~a>2)2+a> 2R?  {S„- a>2)2+a> 2R2

jw),  (35)

F, G —  macierze  kolumnowe  ^- wymiarowe  zawierają ce  szukane  parametry  Ftr  i  GiT.
Rozwią zanie  równania  (23) ze wzglę du  na  F i  G koń czy etap prac zwią zanych  z  wyzna-

czaniem  estymat  począ tkowych.  Moż liwe  jest  wię c  kontynuowanie  procesu  aproksymacji
charakterystyk  zgodnie  ze  schematem przedstawionym  na rys.  1.

4.  Identyfikacja  parametrów  modelu

W  celu wyznaczenia macierzy tł umienia  R i sztywnoś ci  S ukł adu o n stopniach  swobody
(wzór  3) należy  dokonać analizy  n  charakterystyk  A—f—f.  Danymi wyjś ciowymi  do roz-
wią zania  tego  zadania  są   parametry  powyż szych  n  charakterystyk  aproksymują cych.  D la
pojedynczej  charakterystyki  zawierają cej  n  rezonansów  zbiór  tych  parametrów  obejmuje
n  wartoś ci  Ftr,  Gtr,  Rr  i  Sr.  Jak już  wcześ niej  zauważ ono parametry Rr  i Sr  z  poszczegó-
lnych  wykresów  powinny  być  sobie  równe, gdyż są   one  funkcją   struktury  ukł adu,  a  nie
punktu  wymuszenia  czy  też punktu pomiaru sygnału wyjś ciowego.  Powinna wię c  obowią-
zywać  nastę pują ca  równoś ć:

i?i, i  =  ...  =  J ?l j (  =  ...  =   Rlt„

RrA  =  ...  - i , , ,-   ...  =Rr,n  (36)

R n , l  ~  • • •  =   Rn,i—  • • •  =   Rn.n

oraz:

Sr.i  —  • • •  =  Srii  — ...  =   Sr,„   (37)

S„,i  =  ...  =   S„_t =  ...  = S„,„

gdzie:  r —  numer  rezonansu,  i —  numer  charakterystyki.
W  praktyce  mogą   wystą pić  niewielkie  ich rozrzuty,  stąd  do dalszych  rozważ ań  przyję to

ś rednie  arytmetyczne  powyż szych  parametrów  po  wskaź niku  „ z". W  dalszej  czę ś ci  pracy
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tak uś rednione parametry oznaczano odpowiednio Rr  i  S„  a wię c  tylko  z  indeksem mó-
wią cym  o  numerze rezonansu.

Równanie  (14)  niniejszej  pracy  dotyczy  pojedynczej  charakterystyki  wyznaczonej
w  punkcie  t  badanego  układu.  Postać  równania  macierzowego  zawierają cego  wszystkie
n  charakterystyki  jest  nastę pują ca:

W  =  D  N,  (38)

gdzie: W  — kolumnowa macierz zawierają ca  n odpowiedzi badanego ukł adu;
D  — kwadratowa  macierz  elementów  typu  F,t t +jcoGr> <;

N  —kolumnowa  macierz elementów  typu  (- G j2+ i/ a)J?r+ 5',)~1.
Analogicznie,  macierzowy  zapis  charakterystyk  wyraż onych  wzorem  (8)  przedstawić
moż na  zależ noś cią:

W = o c q,  (39)

gdzie:  a — kwadratowa  macierz  współczynników  kierunkowych.
Macierz  współczynników  kierunkowych  okreś la  się   przez  zależ noś ci  geometryczne

wią ż ą ce  przemieszczenia  w  danym  punkcie  w  funkcji  współrzę dnych  uogólnionych  q.
Opis wyznaczania  współczynników  af i  przedstawiony jest w  pracy  [7].

Porównując zależ noś ci  (38) i  (39) oraz podstawiając  za q zwią zek  (3) otrzymuje  się :

ui- coH+jcoR+S)-1  •   P = D •   N .  (40)

Po  przekształceniu równanie  to  ma postać:

( - co2 l+7coR+S)a- 1DN  =  P.  <41)

Równanie (41) jest słuszne dla wszystkich czę stotliwoś ci, a wię c także dla<o = 0. Wówczas:

P  = S  a- ^F •  T,  (42)

gdzie:  F —kwadratowa  macierz parametrów Fy  (czę ś ci rzeczywiste elementów macierzy
D),

T — kolumnowa  macierz parametrów S~*.
Po wstawieniu  (42) do (41) i  odpowiednim przekształceniu otrzymuje  się :

(43)

Równanie (43) jest równaniem zespolonym. Prawdziwe jest wię c ono oddzielnie dla czę ś ci
rzeczywistej  i  czę ś ci  urojonej.  To  rozdzieleniu  otrzymuje  się   dwa  macierzowe  równania
rzeczywiste:

S(A- C) - coRB  = «2 IA,   (44)

SB+coRA = «2 IB ,   (45)

gdzie:  A  = R e(a -1D N ) , ;  ,  (46)

B = Im^DN) ,   (47)

C = a- »FT.   (48)

Ponieważ macierze kolumnowe A, B, C są   zależ ne od czę stotliwoś ci, moż na je  rozbudo-
wać  do  kwadratowych  przez  wyznaczanie  kolejnych  kolumn  dla  innych  czę stotliwoś ci.



592  W.  LISEWSKI, P.  GUTOWSKF

Mogą   to być  czę stotliwoś ci. odpowiadają ce  kolejnym  rezonansom.. Wówczas  powyż sze

równania  przyjmują   postać:  .,  * •   .  •  ,  ,

• '•wil  S( A' - C' ) - RB"  = 2 1 ,   :  (49)

SB+RA"  = VI ,   .  (50)

.  A'  =  [AK) ,  AK) ,   ... AK)] ,  (51)

B' =   [ B K ) , B W, . . . B(co„)],  (52)

C ' =  [ CK) , CK) , . . . C( c o n ) ] ,  (53)

A" =  [tux  •  A K ) , co2 •   A(co2)5 ... cottA(a>„)] ,  (54)

B" =  [<ot  •  BK)>co2B(o)2),  ... o)„B(ą ,)],  (55)

Zł  =  [ 2 K ) ,  ZK ) > • ••   Z K ) ] ,  (56)

ZK)=a)flAK),  (57}

vi = tVK), VK), . . . VK)] ,  .   (58)
VK )  = a>?IB(a>,),  (59)

A((oi), B(a)j), C(coj) — macierze kolumnowe wyznaczone odpowiednio z równań  (46- ^48)
dla  /- tej wartoś ci  z wybranego  zbioru  czę stotliwoś ci.

•   Rozwią zanie  tych  równań wyraż ają   nastę pują ce  równoś ci:

S = (Z1 •  B"- * +  V1  •  A" - 1 ) [ (A' - C' )B" -1 + B'A" - 1] - 1,  (60)

oraz

R = VI •  A" - 1 - ^  •  B^V I •  A^X ^' - C O B ^ + B'-  A"- 1) - 1 '̂ '̂ - 1 .   (61)

Uzyskano w ten sposób wzory  pozwalają ce  wyznaczyć  szukane macierze współczynników
sztywnoś ci  i  tłumienia  układu o n stopniach  swobody.

5.  Przykład  obliczeniowy

W  oparciu o przedstawioną  w rozdziałach 2- 4̂ teorię  opracowano programy oblicze-
niowe  na maszynę   cyfrową   HP 2100A  umoż liwiają ce  aproksymację   doś wiadczalnie wy-
znaczonych  charakterystyk  czę stotliwoś ciowych,  oraz  estymację   parametrów modalnych
układów  o wielu  stopniach  swobody.  Schemat blokowy  systemu  organizują cego  współ-
pracę   tych  programów  przedstawiono  na rys.  3.

W celu przetestowania zarówno metody jak i programów wykonano obliczenia spraw-
dzają ce  dla róż nych układów.

We  wszystkich  testach  uzyskano  dużą   dokładność  aproksymacji  charakterystyk.
Jedynie  wówczas,  gdy  wś ród  innych  rezonansów  znajduje  się  taki,  który  jest  znacznie
mniejszy  od pozostałych (rys. 4), program może ów rezonans pominą ć. Powyż szy  rysunek
ilustruje  także  jakość  aproksymacji  charakterystyk  w przedziałach czę stotliwoś ci  gdzie
rezonanse śą  wyraź ne.  Zamieszczono też na nim wyliczone  wartoś ci  parametrów charak-
terystyki  aproksymują cej.
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Rys.  3.  Schemat  organizacyjny  prezentowanej  metody  badawczej.

W ramach prezentowanej  pracy  cały proces  obejmują cy  aproksymację   oraz  estymację
parametrów  modalnych  zilustrowano  przykładem  obliczeniowym  układu  modelowego
o dwóch  stopniach swobody  (rys.  5). Ten prosty  przykład w  pełni pokazuje  poprawność
metody  oraz programów  obliczeniowych,  a przy  tym umoż liwia  łatwą  interpretację   otrzy-
manych wyników.
Parametry  tego  układu przyję to  nastę pują co:

m,  =  1,0  kg;  / h  -   8,0  Ns/ m;  k±  =  l,0E+ 05 N/ m;

m2  = 0,2  kg;  h2  = 2,0  Ns/ m;  k2  =  1.3E+ 04  N / m.



28

I"
' o

a.  16

h
Is

—- • •—charakterystyka  modelowci
— j  charakterystyka  uzyskana  w  wyniku

aproksymacji

75
31,5

307,5

Pir
.237E- 1

.567E- 1

.85GEM

.828 E- t,

- .619 E-4
.811 E- 4

Sr
,612 E+2
.932E*3
.• 347E+5

Rr
.120  E + 1

.791  E  0
.110E + 2

x o =  .127E-5
yo= .981E -6
m t=  .4B2E-2

100 150 250 300  350
czę stość  ,  a

Rys.  4.  Charakterystyka  aproksymowana  (modelowa)  i  aproksymują ca  wraz  z  wyznaczonymi
parametrami  modalnymi.
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Rys  5.  Model  fizyczny  układu dwumasowego  o  dwóch  stopniach  swobody.
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Rys.  6.  Charakterystyki  ^ - ?J-/   przyję tego  do  obliczeń  układu o  dwóch  stopniach  swobody.
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Danymi  do  obliczeń  testują cych  były  analitycznie  wyznaczone  charakterystyki  czę stotli-
woś ciowe.
Wymagana  do analizy  ilość charakterystyk  nie może być mniejsza  od liczby postaci drgań
wystę pują cych  w badanym paś mie czę stotliwoś ci.  Rozpatrując wię c układ  o dwóch stop-
niach  swobody  należ ało dysponować  dwiema charakterystykami A- cp- f.  Otrzymane z ob-
liczeń charakterystyki  modelowe  (wyznaczone analitycznie dla przyję tego  modelu z rys. 5)
i  aproksymują ce  (obliczone  przy  uż yciu  programów  GTP1  i  GTP2)  przedstawiono  na
rys.  6. W  obydwu  przypadkach  charakterystyka  aproksymowana  (modelowa) zaznaczona
jest  linią   przerywaną,  natomiast charakterystyka  aproksymują ca  linię  cią głą.  Wyznaczone
dla każ dej z charakterystyk  estymaty wstę pne  (program GTP1) i parametry  charakterystyk
aproksymują cych  (program  GTP2)  zestawiono  w  tablicy  1.
D o  wyznaczenia  estymat  wstę pnych  parametrów  Rr  wzię to  z  otoczenia każ dego  z  rezo-
nansów  po  dwadzieś cia  punktów  a  otrzymane zbiory  wartoś ci uś redniono.

Wyniki  z  programu  GTP2 uzupełnione  informacją   o współczynnikach  kierunkowych
poszczególnych  postaci  drgań  stanowią   zbiór  danych  do  dalszych  obliczeń —  estymacji
parametrów  modalnych (program  GTP3 — rys.  3). •
W  rozpatrywanym  przypadku  macierz współczynników  kierunkowych  ma postać:

a  =
1  0

0  1

Tak  wię c  efektem  koń cowym  przeprowadzonych  obliczeń  są   macierze  sztywnoś ci  i tłu-
mienia:  .

.112989E+06  - .129959E+ O5]
S  —

R  =

-   .650611E+05  .650110E+ 05J'

.100088E+02  - .L99059E+ 01]

- .100302E+ 02  ;.999497E+ 0lJ"

Dla przyję tego  układu modelowego dwumasowego  o dwóch stopniach swobody (rys. 5)
macierze sztywnoś ci  S i tłumień R są  nastę pują cej  postaci:

S  =

ki+k 2

mx  -

m2

'  ht+h2

fcj.;

m1:

m2

hi  '

m2.

(63)

Po  podstawieniu  przyję tych  do  obliczeń  wartoś ci  liczbowych  parametrów  uzyskuje  się

.113000E+O6  - .130000E+ 051

- .650000E+05  .650000E+ 05J'
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.100000E+02  - .200000E + OH
= '.- .100000E+ 02  .100000E+ 02J*

Zgodność wyestymowanych  macierzy sztywnoś ci  i  tłumienia  (62) z przyję tymi  w anali-
zowanym modelu  (64) potwierdza  poprawność zaprezentowanej  w tej  pracy metody.

6.  Uwagi  koń cowe

Opracowany  w  ramach  niniejszej  pracy  system  programów  obliczeniowych  sfuź ą cy
do  aproksymacji  doś wiadczalnie  wyznaczonych  charakterystyk  czę stotliwoś ciowych  oraz
estymacji  parametrów  modalnych  oparty został  o jedną   z  moż liwych  metod  rozwią zania
tego zadania. Przeprowadzone testy wykazują  dobrą  efektywność  systemu  zarówno  w  za-
kresie czasu obliczeń jak  i dokładnoś ci wyników. Bardzo dobrą   zgodność  charakterystyki
aproksymowanej  i  aproksymują cej  uzyskiwano  po "wykonaniu  trzech do pię ciu  iteracji.

Prezentowane  przykłady  pokazują   działanie procedur  obliczeniowych  w  odniesieniu
do  charakterystyk  wyznaczonych analitycznie, a wię c nie obarczonych bł ę dami towarzyszą-
cymi pomiarom eksperymentalnym. Jest  to wię c pierwszy etap sprawdzenia  metody  i peł-
niejszą   informację   moż na bę dzie  uzyskać  po  opracowaniu  wyników  badań  doś wiadczal-
nych. Tego  typu testy  zostaną  przedstawione w nastę pnym artykule bę dą cym' kontynuacją
niniejszego.

Wyniki  otrzymane  przy  badaniu  prezentowanego  układu  dwumasowego  pozwalają
są dzić,  źe  przedstawiona  metoda  może  dawać  niezłe  efekty  w  zadaniach  identyfikacji
parametrów  układów  dynamicznych  o  znanej  strukturze.

W wyniku opracowanych procedur aproksymacyjnych  uzyskuje się  znaczne zmniejszenie
w maszynie cyfowej  obszaru  pamię ci niezbę dnej do zapamię tania duż ej  iloś ci  charaktery-
styk. Przyczynić się   to może do wykorzystania  tych procedur przy badaniu postaci  drgań
własnych  złoż onych układów  rzeczywistych.
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P  e 3io  Me

nPHMEHEHKE  MOJtAJIbHOrO AHAJIH3A B Cny^AE flHHAMH^IECKHX  CHCTEM
C  MHOrHMH  CTEITEHflMH  CBOBOJU-I

B  craTbe  npeją cTaBJieH  MeTofl  anpoKCHiwaHHH SKcnepHMeHTajiŁHo  onpefleJie'HHbix
d)a3oBo —  qacToTHtrx  xaparcrepHCTHK  CJIOKH BIX  MexammecKHx  CHCTCM.  H a  OCHOB3HHH
H3  anpoKCHMamm MoflajiLHfci x  napaMeTpoB  pa3pa6oiaHo  MeTofl  HfleHTH^HKauHH KoacbiumeHToB >KgcT-
KOCTH  u  fleMncbapoBa  H H S KCcjieflOBaHHoro  o6i.eKTa.

IIpeflCTaBJieHHbie  B  crraTBe  npwviepBi  noKa3biBaioT  npaBHJib  HOCTŁ  npe3eHTHpoBaHuoro  Mera/ ja
H noKa3tiBaK)T  H8  BOSMO>KHOCT&  ero npaKTjfiecKoro  Hcnojn>3oBaHHJi npH HCCJiefloBaHHH  flHHaMiraecKHx
flefiCTBiJTejIbHLIX  CHCTeM.

S u m m a ry

USE  OF  MODAL  ANALYSI S  I N  THE DYNAMICA L  SYSTEMS
OF  MAN Y  DEGREES  OF  FREEDOM

An  approximation  method  for  experimentally  determined amplitude- phase- frequency  characteristics,
of complex mechanical systems  has been presented. On the basis of modal parameters describing particular
set  of  characteristics  and obtained  from  the approximation,  the method has  been shown  of  stiffness  and
damping  identification  for  the examined  object.  The  introduced  algorithms  made  it  possible  to  develop-
a  system of programs. The examples  prove  the correctness of presented method, and indicate the  possibility
• of applying  the  method  for  examining  real  dynamical  systems.

Praca  wpłynę ła  do  Redakcji  dnia  18  wrzehiia 1986  roku.


