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1. Wprowadzenie

Metoda analizy modalnej umozliwia poznanie wilasno$ci dynamicznych badanego
uktadu w oparciu o wartosci wlasne i wektory wiasne. Trudno$ci zwigzane z analitycznym
rozwiazaniem tego zadania dla liniowych uktadéw tlumionych o wielu stopniach swobody
zostaty pokonane dzigki mozliwosci opisu dynamiki takich ukladéw we wspélrzednych
stanu [1, 2]. Uzyskano w ten sposéb mozliwosé rozkladu wiasnych drgan ukladu na sume
gtéwnych postaci drgan. Matematyczna postaé tej sumy ma bardzo praktyczne znaczenie
w badaniach doswiadczalnych [3, 4, 5]. Charakterystyki czestotliwodciowe wyznaczone
eksperymentalnie moZna aproksymowac zalezno$cia o postaci analogicznej do w/w sumy
uzyskujac duza dokiadno$¢ opisu wynikéw pomiaréw. Celem takiej aproksymacji jest
zmniejszenie w maszynie cyfrowej obszari pamigei potrzebnej do zapamigtania wyznaczo-
nych charakterystyk, oraz estymacja parametrow modalnych. Przyktadowo charaktery-
styka czgstotliwosciowa wyznaczona w zakresie 0+500 Hz z rozdzielczoscia 0,25 Hz

przedstawmna w postac1 tablicy zawiera 6000 liczb. Do opisu tej samej charakterystyki
po aproksymac_]l wystarczy zapamigtaé 4n+2 liczby; gdzie n — liczba rezonanséw.

W pracy pokazano jeden z mozliwych sposobéw aproksymowania dos$wiadczalnie
wyznaczonych charakterystyk czestotliwo§ciowych, oraz estymacji parametréw modal-
nych badanych obiektéw. Przedstawiona metode zilustrowano przykladem wykonanym
w ramach jej testowania,

2. Teoretyczne podstawy metody rozkladu charakterystyk na skladowe

Réwnanie ruchu dla ukfadu o n stopniach swobody ma postad:

M4d+Hgq+Kq = P, 0
gdzie: ‘ ' .
' M — macierz bezwladnosci (nx n),
H — macierz tlumienia (nxn),
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K — macierz sztywnosci (nxn),
q — macierz wspdlrzednych uogdélnionych (nx1),
P, — macierz sit uogdlnionych (nx 1).
M, H, K—to symetryczne macierze rzeczywiste, dodatnio okreslone. Przyjmuje sic
ponadto, ze w ukladzie wystgpuje mate ttumienie o charakterze wiskotycznym, przy czym
nie jest to tlumienie proporcjonalne (nie jest speiniony warunek: HM™'K = KM~1H [3)).
Mnozac réwnanie (1) lewostronnie przez M~! otrzymuje sig:

1§+Rq+Sq = P. (la)

Poszukiwany wzor aproksymacyjny jest forma przedstawienta funkcji przejécia obiektu
dynamicznego za pomocg postaci drgan glownych. Wobec powyzszego nalezy w pierwszej
kolejnodci rozwiaza¢ zadanie wartosci i wektorow wlasnych. W omawianym tu zadaniu
zaréwno wartodci jak i wektory wiasne sa liczbami zespolonymi. Do ich wyznaczenia
wygodniej jest przetransformowaé réwnanie ruchu do wspédlrzednych stanu, a nastepnie
w konicowej fazie wyprowadzei powrdcié do postaci obecne;.

Réwnania ruchu we wspolrzednych stanu otrzymuje si¢ przez dofaczenie do réwnania
(1) tozsamosci [2, 3]: _

Mq-Mq =0,

Otrzymuje si¢ wéwczas nastgpujaca posta¢ rownania:
| Ay+By = F, 3
oM —Mo
gdzie: Az[M H]’ B=[ 0 K}’

NN A
[t}

Zapisujac roOwnania ruchu we w'spé%rzgdny'ch stanu otrzymuje si¢ réwnanie rézniczkowe
pierwszego rz¢du przy czym wymiar macierzy wchodzacych w skiad tego réwnania ro$nie
dwukrotnie. '

Przy zerowym wymuszeniu i przewidywanym rozwiazaniu w postaci:
y=v-eM
z réwnania (3) otrzymuje si¢ uklad 2n jednorodnych réwnan algebraicznych:
(B—~AA)y, =0, _ @

Roéwnanie (4) ma rozwiazanie nietrywialne, gdy jego wyznacznik charakterystyczny jest
réwny zero: :

det(B—AA) = 0. )
Z rownania (5) otrzymuje si¢ wartosci wlasne A; dla i = 14 2n. Wszystkie 1; sg liczbami
zespolonymi o niezerowych cze¢sciach rzeczywistych i urojonych, oraz sa parami sprzeZone:

A=t oraz A= p—jy,
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gdzie: p; — wspotczynnik thumienia i-tej postaci drgan,
y; — i-ta czgstotliwos¢ drgan wlasnych thumionych.
Z wartosci wlasnych mozna zbudowaé macierz spektralna:

A = diag{A,, &, ..., dan} =
= diag {1, 4, ..., /1,,,:}:1,72, s A} (6)

Kazdej parze warto$ci whlasnych przyporzadkowana jest para zespolonych sprz¢Zzonych
wektoréw wiasnych (otrzymanych w wyniku rozwiazania ukladu réwnan (4))

Vi = s;+jp; . oraz vV, =s;—jp,.
Wektory te mozna zestawi¢ w macierz modalng wektorow prawostronnych:
v = [Vl, v29 R ] v2n] = [vl, VZ, ey V", vl’ v2, vy vn] (7)
Podobnie mozna wyznaczy¢ macierz modalng wektoréw lewostronnych.

Po wykonaniu okreslonych przeksztalcen [1] réwnanie (3) mozna doprowadzi¢ do
postaci: ‘ . '
l-y+Ay = F,. ®)
W ten sposéb wyjsciowy ukfad n zaleznych réwnan rézniczkowych ruchu drugiego rzedu
we wspolrzednych q zostal przetransformowany na 2n niezaleznych réwnati rézniczkowych
pierwszego rzedu we wspoirzednych' y. '

Rozwigzanie ogéine réwnania (8) mozna zapisaé w postaci:

y=eMe, L®
gdzie C jest wektorem statych catkowania:
C, = a,-Hb, oraz C, = a;—jb,.

Wz6r transformacyjny umozliwiajacy przejécie od uktadu we wspdtrzednych y do wspél—
rzednych q ma nastgpujaca postaé:

q= VH)', (10)
gdzie: ¥ — dolny blok macierzy modalnej V; N

\2 ]
V= .
[ vII
Uwzgledniajac (9) i (10) t-ta wspohzediia wektora q jest okre§lona wzorem:
060 = X Wi G ot T, gy § - et (11)
Cr=1 -
Po wykonaniu prostych przeksztalcen otrzymuje sig:

0.(t) = > (T, 4 U, Y I (T, U, i) (11a)

r~1
gd‘Zle: Tt.r = St 1k " dr— P11 br’
U,r= S b+prua

5 Meeh. Teoret. i Stos. 4/87
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Stosujac transformacj¢ Laplace’a réwnanie powyZsze przyjmuje postaé:

- .
T,,.+jU,,. Tt r_jUtr ]
= ; e ; il B 12
) ;[H(—ﬂrﬂvr) 5+ (= pe—Jvr) 12
a po sprowadzeniu do wspdlnego mianownika i podstawieniu s = jw:
n
R F,, +joG,,, ’
_ % (jo0) = 2 —w*+S,+joR, ’ (13
gdzie: For= 20T, ,+2,.-U,,,
Gt,r = 2Tt.r)
= g+,
R, =2u,.

W praktyce na ogét wyznacza si¢ funkcje przejécia W, jako stosunek sygnalu wyjsé-
ciowego g,(jw) do sily wymuszajacej P(jw). Zalezno$é (13) przyjmuje wowcezas postac:

W,(jco).—_Z B, +jwGe, (14
r=1 ’

—w?+ S, +jwR,

Charakterystyka do$wiadczalna jest wyznaczana w okre§lonym przedziale czestotli-
wosci [w,, wp]. Obecnosé charakterystyki poza tym obszarem uwzgledni¢ mozna przez
wprowadzenie do wzoru (14) dwéch cziondw:

5 czion inercyjny, uwzgledniajacy wplyw postaci drgan z przedzialu (0, w,),

mw
gdzie m, jest masa residualna niZszych postaci drgan.
Xo+jyo — czton uwzgledniajacy postacie drgad w przedziale (wg, ©0) zwany residualng
' podatnoscia.
Wzér (14) przyjmuje wige forme:

1 B, +joG,,,
~+ s :
m,w —w?+S,+jwR,

re=

W(jw) = — +Xo+j¥o. 15

3. Aproksymacja dos$wiadczalnie wyznaczonych charakterystyk czgstotliwosSciowych
Poszczegblne punkty charakterystyki czestotliwosciowej wyznaczanej doswiadczalnie
moga by¢ obarczone bledami przypadkowymi. Do aproksymacji tych charakterystyk

wykorzystano metodg¢ najmniejszych kwadratéw,
W metodzie tej minimalizuje sie nast¢pujace wyraZenie:

N
&€= Z (Wini— tml)(WtDl_' _W—tmi)s (16)
l':l

gdzie: W,p; — doSwiadczalnie wyznaczona podatno$é dynamiczna w punkcie ¢ badanego
uktadu przy i-tej czestotliwosci,



WYKORZYSTANIE ANALIZY MODALNEJ... 587

W.mi — podatno$¢ dynamiczna w punkcie ¢ badanego ukladu opisana rownaniem
(15) przy i-tej czgstotliwodci.
Sumowanie w powyzszym wzorze odbywa sig po wszystkich czestotliwos$ciach z aproksy-
mowanego przedzialu. Poniewaz zadanie minimalizacji prowadzi do réwnan nieliniowych,
rozwigzanie jego moze by¢ wykonane metoda iteracyjna.
Uklad réwnan, ktory nalezy rozwigza¢ w kazdej iteracji ma nastgpujaca postaé [7]:

Lig+V =0, (17
gdzie:
__ Py PWim , Won  OWen
Ly = Ok, 0ky (Win—=Win) dk ok, T ok, ok,
— = Wy W OW,,
+(PI/!m— WtD) 3k, akj + akj M ak‘ > (18)
8, — poprawki wyznaczanych parametréw réwnania (15),
oe 3W,,, — W,
Vi= g = Wan= W) =2 + (W= W) o, (15)

k;, k; — poszukiwane parametry réwnania (15), i,j=1,2,..,4n+2,
Uwaga: W powyzszych wzorach celem uproszczenia zapiséw opuszczono znak sumowa-
nia po czestotliwosciach.

Je$li proces iteracyjny jest zbiezny do rozwigzania tak, ze elementy macierzy kolumno-
wej 0, staja si¢ zerami, wowczas elementy macierzy V sa tez zerami. Elementy macierzy
L nie maja wigc istotnego wplywu na przebieg iteracji i sposéb ich wyznaczanjia mozna
nieco uproéci¢ przez pominigcie wyrazen z pochodnymi drugiego rzgdu. Réwnanie (18)
przyjmuje w tej sytuacji postac:

Wim Won | Wi Wi
ok, ok, ok, ok,

L;= 20)
Caly proces iteracyjny przebiega wg schematu blokowego przedstawionego na rys. 1.
Zakonczenie obliczen moze nastapié po osiagnigciu zadowalajacej dokladnosci opisu
charakterystyki (przyjetej odleglosci miedzy charakterystyka do$wiadczalng a jej postaciag
aproksymujaca) Iub po wykonaniu zadanej iloSci iteracji.

3.1. Wyznaczanie estymat poczatkowych parametrow dia poszczegblnych postaci drgan. Itcracyj_ny
sposob wyznaczania parametréw réwnania opisujacego charakterystyke wymaga podatia
estymat poczatkowych. Réznice migdzy tymi estymatami a warto§ciami dokladnymi mogac
mieé¢ wplyw na zbiezno$¢ procesu -iteracyjnego.

‘Wystepujace we wzorze (15) czlony uwzgledniajace wplyw postaci z przedzialéw
£0;w,) i (wg, 00) nie zawsze musza pojawié sie podczas aproksymacii. Zalezy to od ksztaltu
charakterystyki w tych przedzialach. Przyjeto wigc, 2e wstgpne: estymaty parametrow my,
Xp 1 Yo sg réwne zero.

Estymaty parametrow R, 1Sy wyznaczyé mozna z charakterystyki amphtudowo-fazowo—
czgstotliwosciowej. (A—@—f) w roparciu«o-jej punkty przyrezonansowe. Konstrukcja
geometryczna umozliwiajaca wyznaczenie tych estymat dla kazdego z rezonanséw powstaje

5%
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Wyznaczenie estymat poczatkowych
parametrow:

F, Gy S R

wg procedury podanej wp.3

r

Obliczenie elementéw macierzy

(‘—_—_"’ V] (L]

wq rewnas  (19) i (20)

Rozwigzanie r-nia [17)tj wyznaczenie
macierZy

[Sk] o skladowych
SXC:SYm'Sml f SFh-, SG”, SRr,SSr

Sprawdzenie czy tak -
(Ski < 5kimh/
nie
Utworzenie nowych {lepszych) przyblized Wydruk porametrow
parametrow . Fier G4y Spy R, oraz
Xo,% Mt , Fir 6, Sr , Rr iE My, Xo, Yo
K= kit Sy iz 1. yq 2 uktadu o formach
- ! rozprzezonych
STO

Rys. 1. Schemat blokowy obliczen pérametréw modelu ukladu o formach rozprzgzonych,

dzigki mozliwosci aproksymowania okregiem charakterystyki A—@—f w poblizu rezo-
nansu [6] —rys. 2. Przy potraktowaniu kazdego z rezonanséw jako odpowiedzi ukladu
0 jednym stopniu swobody shiszne sa zaleznosci [7]:

S, = w(2)9
R. =24w-tgd.

wo — czestotliwosdé rezonansowa,
Ao = |wo—wyl; Ao <€ w,,

w; — czgstotliwos$¢ w punkcie charakterystyki wybranym do obliczet,

@ — kat okreélajacy polozenie na charakterystyce punktu o czestotliwosei w; —
Iys. 2,

eay

_ (22)
gdzie:
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Im
Re

Yo

Rys. 2. Konstrukcja geometryczna umozliwiajaca wyznaczenie kata @ do estymat poczatkowych R..

Sposéb wyznaczania kata @ dla wybranego punktu w; oraz poloZenia $rodka okregu 0
wynika z rysunku 2. W celu uniknigcia bigdéw grubych przy wyznaczaniu estymat para-
metrow R,, obliczenia nalezy wykona¢ dla wielu punktéw charakterystyki z otoczenia
poszczegdlnych rezonanséw, a nastgpnie usrednié je.

. Punktem wyjécia do wyznaczenia estymat poczatkowych parametréw F,, i G,
jest réwnanie (15). Przyjmuje si¢ wtedy, z¢ parametry S, i R, s3 juz znane. W tej sytuacji
zadanie minimalizacji wyrazenia (16) w metodzie najmniejszych kwadratéw prowadzi do
ukladu liniowych réwnan ze wzgledu na F,. i G,,. Jesli w aproksymowanej charakterystyce
wystgpuje r rezonansow, w/w uklad réwnan jest rzedu 2n, przy czym ostatnie z nich to
rownanie (11), Postaé tego ukladu réwnan w zapisie macierzowym jest nastgpujaca:

Yt Y3 F K1
v2 va| |G| = k2]’ 23)
gdzie: ‘
__ w2R1R1+(S,—O)2)(Sj—w2)

Ylij - (Sj_wz)z +w2Rj > (24)

Yo - - (Sy—w?)w*R,—w?R(S,—w?) [(Sp—w?D) R;— (S;—w?) R, Jw? .

Y S0+ @RS, — 0D +?Rf] T [(Si—@?)? +0?RE][(S,—w?)? +w?R7]’
i#n, (25
Y2,,=0, (26)

_ [R)(S; ~@?) — Ry(S;— w?)]w? [R.(S;—w*) — R(S,—w?)]w?
YBU = - 3 Y (27)
(S;—w??*+w?R? (S,—w?)*+w?R;

Y4U = Y4A”—Y4Bi dla i,j 7é i, (28)

Y4, , =0, da i#n, 29)
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Y4, ;=1, ‘ 30y
Yad — @Ry Ry + (S, —0®)(S;~w?) [(S;—w®)(S,—w*) +w’R, R,]w*
[ [(Sl 2)2+w2R2|[(S, w2)2+w2R ] [(Sj a)2)2+w2R J[(S _w2)2+w2R2]
(31)
w*R? 4+ (S —0?)w? [(Si =) (S, =0 +0*R, R,lo?,

Y4B, = 2 2 p212 2 Zpe 22 2p2] ° (32)

[(Sn—w ) +w Rn] [(S,_—"CO )+w Rl][(Sn—w ) —w Rn]
K1, = x(S;—w*)—y(wR)), ‘ (33)

_ X0*R, + yo(S;—0?)  xw?R,+yo(S,—w)?

K2, - (S,—a)z)z-l;a)zR;z '— (S"'_wZ)z'_'_sz’? ’ . o (34)
x = ReW,p(jw); = ImW:p(jow), (335)

F, G — macierze kolumnowe n-wymiarowe zawierajace szukane parametry F,. i G,,.

Rozwigzanie réwnania (23) ze wzgledu na F i G konczy etap prac zwigzanych z wyzna-
czaniem estymat poczatkowych. Mozliwe jest wiec kontynuowanie procesu aproksymaciji
charakterystyk zgodnie ze schematem przedstawionym na rys. 1.

4. Xdentyfikacja parametréw modelu

W celu wyznaczenia macierzy thumienia R i sztywnosci S ukiadu o n stopniach swobody
(wzor 3) nalezy dokonaé analizy n charakterystyk 4 —g—f. Danymi wyjéciowymi do roz-
wigzania tego zadania sg parametry powyzszych n charakterystyk aproksymujch(:h’. Dla
pojedynczej charakterystyki zawierajacej n rezonanséw zbiér tych parametréw obejmuje
n wartoéci Fy,, G,., R, 1 S,. Jak juz wcze$niej zauwazono parametry R, i S, z poszc‘ze'gé-‘
Inych wykreséw powinny by¢ sobie réwne, gdyz sa one funkcja struktury ukladu, a nie
punktu wymuszenia czy tez punktu pomiaru sygnatu wyjsciowego. Powinna wxec obownq-
zywaé nastgpujaca réwnosé: '

-Rl.l = e = Rl,i _ ..., = .Rl,"
Ro,=..=R,,=..=R,, (36)
-Rnl= =Rn.t: —‘Rnn
oraz:
Sy = =S1.i= =an
Spp= . =S8,;=..=8, (37
Sy = =Sy = = Su

gdzie: r — numer rezonansu, i/ — numer charakterystyki.
- W praktyce moga wystapi¢ niewielkie ich rozrzuty, stad do dalszych rozwazan przyjeto
érednie arytmetyczne powyzszych paramefréw po wskazniku ,,i”. W dalszej czesici pracy
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tak uérednione parametry oznaczano odpowiednio R, i S,, a wiec tylko z mdeksem mé-
wigcym O numerze rezonansu.

Réwnanie (14) niniejszej pracy dotyczy pojedynczej charaktcrystyk1 WyzZnaczonej
w punkcie ? badanego ukladu. Posta¢ réwnania macierzowego zawierajacego wszystkie
n charakterystyki jest nastepujaca:

| W =D-N, (38)

gdzie: W — kolumanowa macierz zawierajaca n odpowiedzi badanego uktadu;
D — kwadratowa macierz elementéw typu F,_i+ JoG, ;
N — kolumnowa macierz elementéw typu (—ew?2+jwR,+S,)"1.
Analogicznie, macierzowy zapis charakterystyk wyraionych wzorem (8) przedstawic
mozna zaleznoscia:
W=uaq, (39)
gdzie: o — kwadratowa macierz wspolczynnikow kierunkowych,

Macierz wspélczynnikéw kierunkowych okresla si¢ przez zalezno$ci geometryczne
wiazace przemieszczenia W danym punkcie w funkcji wspéirzednych uogdlnionych q.
Opis wyznaczania wspoiczynnikéw «;; przedstawiony jest w pracy [7].

Pordéwnujac zaleznosci (38) i (39) oraz podstawiajac za q zwiazek (3) otrzymuije sig:

a(—w?l4+joR+S)1-P=D-N. (40)

Po przeksztalceniu réwnanie to ma postac:
(—w?l+joR+S)a" DN = P, 1)
Réwnanie (41) jest shuszne dla wszystkich czgstotliwoéci, a wige takze dla w = 0. Wéwczas:
P=§.-a"'F-T, 42)

pdzie: F — kwadratowa macierz parametréw Fy; (czedci rzeczywiste elementéw macierzy
D),
T — kolumnowa macierz parametréow S; 2,
Po wstawieniu (42) do (41) i odpowiednim przeksztalceniu otrzymuje sig:

S 'DN—a " *FT)+joRa"'DN = 0?la"'DN. (43)

Réwnanie (43) jest réwnaniem zespolonym. Prawdziwe jest wigc ono oddzielnie dla czgéci
rzeczywistej i czesci urojonej. Po rozdzieleniu otrzymuje si¢ dwa macierzowe réwnania
rzeczywiste:

S(A—C)—wRB = A, (44

SB+oRA = w?IB, ' (45)

edzie: A = Re(@'DN), | (46)
' B = Im(a"!DN), (47
C=aFT. (48)

Poniewa? macierze kolumnowe A, B, C sg zaleine od czgstotliwosei, mozna je rozbudo-
waé do kwadratowych przez wyznaczanie kolejnych kolumn dla innych czgstotliwosci.
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Moga to. byé czestotliwosci. odpowiadajace kolejnym rezonansom., Woéwczas ‘powyisze
réwnania przyjmuja postac: :

S(A'~C)—RB” = Z1, S o (49)

SB'+RA” = V1, ' 50

A = [A(wy), Awy)s ... Aw,)], 61))

B’ = [B(w,), B(w,), ... B(w,)], . - (52)

C = [C(,), C(w,), ... Cw,)], (53)

A" = [w, - A(wy), w; - A(w,), ... w,A(w,)], (54)
B” = [0, * B(@),©:B(w)), ... 0,B@,)], | (53)
Z1 = [Z(01), Z(®s), ... Z(w,)], (56)
Z(w,) = wflA(w,), (5N

Vi = [V(o1), V(@,), ... V(0,)], . (58)
V(o) = wf1B(w), (599

A(w)), B(w;), €(w;) — macierze kolumnowe wyznaczone odpowiednio z rownai (46 - 48)
dia i-tej wartoéci z wybranego zbioru czestotliwosci.
~ Rozwigzanie tych réwnan wyrazaja nastgpujace rownosci:

S = (Z1-B" 14 Vi - A""Y[(A'—C)B"~1+B'A”""1], (60)
oraz
R = V1 A"-1—[(Z1-B"~1V1- A" ((4'=C)B"~ 4+ B'- A"-1)-1JB'A"~1, (61)

Uzyskano w ten sposdb wzory pozwalajace wyznaczy¢ szukane macierze wspdlezynnikdw
sztywnosci i thumienia uktadu o n stopniach swobody.

5. Przyklad obliczeniowy

W oparciu o przedstawiong w rozdziatach 2-+4 teorig opracowano programy oblicze-
niowe na maszyn¢ cyfrowg HP 2100A umozliwiajace. aproksymacje do$wiadczalnie wy-
znaczonych charakterystyk czgstotliwo$ciowych, oraz estymacje parametrow modalnych
ukladéw o wielu stopniach swobody. Schemat blokowy systemu organizujacego wspol-
prace tych programdéw przedstawiono na rys. 3.

W celu przetestowania zaréwno metody jak i programéw wykonano obliczenia spraw-
dzajace dla réznych ukiaddw.

We wszystkich testach uzyskano duza dokladno$é aproksymacji charakterystyk.
Jedynie wéwczas, gdy wérdd innych rezonanséw znajduje si¢ taki, ktéry jest znacznie
muniejszy od pozostatych (rys. 4), program moze 6w rezonans pomingé. Powyzszy rysunek
ilustruje takze jako$¢ aproksymacji charakterystyk w przedziatach czgstotliwoéci gdzie
rezonanse sg wyrazne. Zamieszczono tez na nim wyliczone wartoéci parametrow charak-
terystyki aproksymujacej.
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Rys. 3. Schemat organizacyjny prezentowanej metody badawczej.

W ramach prezentowanej pracy caly proces obejmujacy aproksymacj¢ oraz estymacje
parametrow modalnych zilustrowano przyktadem obliczeniowym ukladu modelowego
o dwéch stopniach swobody (rys. 5). Ten prosty przykiad w pelni pokazuje poprawno$é
metody oraz programdw obliczeniowych, a przy tym umozliwia latwa interpretacj¢ otrzy-
manych wynikow.

Parametry tego ukladu przyjgto nastgpujaco:

m, =1,0 kg; /=80 Ns/m; k; = 1,0E+05 N/m;
m, = 0,2 kg; hz = 2,0 NS/m; k2 = 1’3E+04 N/m'
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Rys. 4. Charakterystyka aproksymowana (modelowa)

i ‘aproksymujaca wraz z wyznaczonymi
parametrami modalnymi.

Rys. 6. Charakterystyki 4-p-f przyjgtego do obliczen ukladu o dwdch stopniach swobody.
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Danymi do obliczen testujacych byly analitycznie wyznaczone charakterystyki czestotli-
wosciowe.

Wymagana do analizy ilo$¢ charakterystyk nie moze by¢ mniejsza od liczby postaci drgan
wystepujacych w badanym pas$mie czgstotliwosci. Rozpatrujac wigc uktad o dwdch stop-
niach swobody nalezalo dysponowaé dwiema charakterystykami 4-g-f. Otrzymane z ob-
liczed charakterystyki modelowe (wyznaczone analitycznie dla przyjetego modelu z rys. 5)
i aproksymujace (obliczone przy uzyciu programéw GTP1 i GTP2) przedstawiono na
rys. 6. W obydwu przypadkach charakterystyka aproksymowana (modelowa) zaznaczona
jest linig przerywana, natomiast charakterystyka aproksymujaca linig ciggla. Wyznaczone
dla kazdej z charakterystyk estymaty wstepne (program GTP1) i parametry charakterystyk
aproksymujacych (program GTP2) zestawiono w tablicy 1.

Do wyznaczenia estymat wstepnych parametréw R, wzigto z otoczenia kazdego z rezo-
nansOw po dwadzicicia punktow a otrzymane zbiory waitodci usredniono.

Wyniki z programu GTP2 uzupelnione informacja o wspélczynnikach kierunkowych
poszczegdlnych postaci drgan stanowia zbidr danych do da.lszych obliczen — estymaciji
parametrow modalnych (program GTP3 —rys. 3). :

W rozpatrywanym przypadku macierz wspolczynmkow klerunkowych ma postac:

<[y )]

Tak wiec efektem kofcowym przeprowadzonych obeczen sa macierze sztywnosci i tiu-
mienia:

[ .112989B+06 ~'.129959i5+05
—.650611E+05 .650110E+05]’

[ .100088E+02 —~.199059E+01
—.100302E--02  '.999497E+01|"

Dla przyjetego ukladu modelowego dwumasowego ‘o dwéch stopniach swobody (rys. 5)
macierze sztywnosci S i thumiefi R s nastgpujacej -postaci:

Kitks ki)
S _ ’nl e mll ,
K R
my mn, (63)
b )
R = my - - my
_ta
m, 7, |

Po podstawieniu przyjetych do obliczern wartosci liczbowych parametréw uzyskuje si¢

[ .113000E +06 —.130000E+ 05
—.650000E+05  .650000E+05]’
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R - [ .100000E + 02 "'—'.200000E+01]

— .100000E+02  .100000E-+02 |* (64

Zgodnoéé wyestymowanych macierzy sztywnosci i ttumienia (62) z przyjetymi w anali-
zowanym modelu (64) potwierdza poprawno$§¢ zaprezentowanej w tej pracy metody.

6. Uwagi koncowe

Opracowany w ramach niniejszej pracy system programdw obliczeniowych shuzacy
do aproksymacji doswiadczalnie wyznaczonych charakterystyk czestotliwosciowych oraz
estymacji parametréow modalnych oparty zostal o jedna z mozliwych metod rozwiazania
tego zadania. Przeprowadzone testy wykazuja dobra efektywno$¢ systemu zaréwno w za-
kresie czasu obliczen jak i doktadnosci wynikéw. Bardzo dobra zgodno$é charakterystyki
aproksymowanej i aproksymujacej uzyskiwano po wykonaniu trzech do pigciu iteracji.

Prezentowane przyktady pokazuja dzialanie procedur obliczeniowych w odniesieniu
do charakterystyk wyznaczonych analitycznie, a wige nic obarczonych blgdami towarzysza-
cymi pomiarom eksperymentalnym. Jest to wigc pierwszy etap sprawdzenia metody i pet-
niejsza informacje mozna begdzie uzyska¢ po opracowaniu wynikéw badan doswiadczal-
nych. Tego typu testy zostana przedstawione w nastepnym artykule bedgcym kontynuacja
ninicjszego.

Wyniki otrzymane przy badaniu prezentowanego ukiadu dwumasowego pozwalajg
sadzi¢, ze przedstawiona metoda moze dawaé niezle efekty w zadaniach identyfikacji
parametrow ukladéw dynamicznych o znanej strukturze.

W wyniku opracowanych procedur aproksymacyjnych uzyskuje si¢ znaczne zmniejszenie
w maszynie cyfowej obszaru pamigci niezbednej do zapamigtania duzej iloci charaktery-
styk. Przyczyni¢ si¢ to moze do wykorzystania tych procedur przy badaniu postaci drgan
wlasnych zlozonych ukladdéw rzeczywistych.
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Pesome

‘HPHMEHEHI/IE MOIOAJIBHOT'O AHAJIM3A B CIIVUAE JMMHAMHWYUECKUX CHCTEM
C MHOTHMH CTENEHAMMA CBOBOJbBI

B crarbe mpencTaBieH METOL ANPOKCUMALTMK DKCNEPHMEHTAILHO ONMPEReNEHHBIX aMILIMTYHO —
ha30B0 — UACTOTHHIX XAPAKTEPHCTHK CJIOXHBIX MeXAHHYecKuXx cucrem. Ha oCHoBaHMM NOJNyueHHBIX
H3 apOKCHMALKM MOJAJIBHBIX IapameTpoB paspaboTaHo MeTon MASHTH(DHKALHH KOIDHUMCHTOB »KEcT~
KOCTH M jaemMIdupoBa HHS HCCNEHOBaHHOIO oOBEKTa,

TlpencraBrnednble B CTATheé NPHUMEDH! MOKA3BIBAOT NPABHJIL HOCTh NPE3CHTHPOBAHHOTO METOAA
M IIOKA3bIBAIOT HE BO3MOMKHOCTb €0 IMPAKTHYECKOTO MCIOIL30BAHIA NP HCCIENOBAHUM THHAMMIUECKKX
AeHCTBUTENIBHBIX CHCTEM.

Summary

USE OF MODAL ANALYSIS IN THE DYNAMICAL SYSTEMS
OF MANY DEGREES OF FREEDOM

~ An approximation method for experimentally determined amplitude-phase-frequency characteristics
of complex mechanical systems has been presented. On the basis of modal parameters describing particular
set of characteristics and obtained from the approximation, the method has been shown of stiffness and
damping identification for the examined object. The introduced algorithms made it possible to develop
a system of programs. The examples prove the correctness of presented method, and indicate the possibility
of applying the method for examining real dynamical systems.

Praca wplyne¢la do Redakcji dnia 18 wrzeSnia 1986 roku.



