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1. Wstep

Rownania rézniczkowe dla teorii Kirchhoffa plyt obcigzonych mikrookresowym
obciazeniem skupionym lub ciagglym mozZna otrzymaé- wykorzystujac aparat analizy
niestandardowej [1], [2], [3]. Skonczone deformacje wywolane tym obcigZeniem sa
aproksymowane pewng klasg mikrodeformacji, ktére z kolei zaleza od znanych funkgji
mikrookresowych.

Przemieszczenia punktéw materialnych w plycie sa okreslane nastepujacqg funkcja [2]

w(xl, x?) = WO(xl’ x2) + wa(x1’ xZ)ha(xl, x%).

Funkcje #°(x', x*) sg a priori danymi funkcjami okresowymi spelniajacymi warunek

r(x', x¥)da =0,
A(x?, x2)

gdzie A(x!, x?) jest obszarem odpowiadajagcym powtarzajacendu sie obcigzeniu. Nieznane
funkcje; wo, w, opisuja kolejno makrodeformacje i tak zwang mikrodeformacje. Postu-
lowane a priori funkcje A%(x!, x%) opisuja okresowy charakter mikrodeformacii.

Celem pracy jest podanie podstawowych rownaf dla ptyt mikromorficznych i prze-
analizowanie kilku rozwiazan pasm plytowych obcigZonych obcigzeniem okresowym.

W pracy obowigzuje konwencja sumacyjna, wskazZniki greckie przebiegaja ciag 1, 2,
tacinskie 1,2 ..., n. -

2. Podstawowe réownania we wépélrzqdnych prostokatnych

Sparametryzujemy plaszczyzng srodkowa @ plyty prostokatnym ukladem wspot-
rzgdnych x* O§ prostopadla do plaszczyzny © oznaczmy przez z. Pod dziataniem obcigzen
punkty materialne przemieszczaja sig tylko w kierunku osi z, przy czym przemieszczenia
te sa niewielkie w poréwnaniu z wysokoscia plyty i naleza do przestrzeni C,(). Niech

Ny, t, beda sktadowymi wektoréw jednostkowych kolejno normalnego i stycznego do
brzegu 902,
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Podstawowy uktad réwnan dla plyt mikromorficznych otrzymamy wykorzystujac
posta¢ wariacyjna [2]

f(cjvo+Fvo,,,)ds+ fﬁ‘voda = fn?“ﬂvo,a,gda,
a0 $2 02

f (GaPa+ 700, n FH1av)dS + Df Pvda = 1)
a0

= f(m”v,,+m"°"v,,,¢+m"°‘ﬂva,a,})da.
I
Roéwnania (2.1) winny by¢ spetnione dla kazdego v,, v, € C,(£2). Wielkodei g, 7, p, ¢%,
r*, 1%, p® w (2.1) sa zdefiniowane nastepujgco:
§(x) ~ {Prxy>
g°(x) =~ {gh®) L0,
ra(x) = rhlw Leos
Pj(x) ~ {ph™) acxrs 22)
r(x) 2 (e
r(x) = <rhDreos
Px) = P as

(x) = (¢, x?).
Natomiast réwnania konstytutywne majg postaé [2] _
W (D Py (DA pby 2D Pevpd,y (D Ppb,y Wo, v
m*P (DBrvpay  (DYPPReREY 2 (DHRRRYy  (DYPPRCRP, We, uv
mee | = 2(DBrrpsgy (DR REY A (D PR HEY 2 DPPRAGRE LY | | W,
m? DRy (DRI GHYY 2K D*PRighl,y (D hloghly Wy
2.3
We wzorach (2.2) i (2.3) nawiasem { - > oznaczono [2]
1
Daw = powierzchnig A4(x) A({) (-)da,
2.4y

1
(DL = Fragose L0 L(f)(')ds-

Podstawowy uklad réwnan otrzymamy podstawiajgc prawe strony wzoréw (2.3) do (2.1).
Tym samym

(D Wo, upag + S DPEREY Wy, g+ 2 (DR > W o+ (DI > Wy, up— P = 0,
DR Wo, o+ S DM Wy, g = 2{D*h> Wo, = 2K DWW KD Wy
+ 2D R Wy, g+ (D by Wo, syt DK Wy o+ @3
— 4D P RIGRY Wi, i+ (DR ) W, o+ 2 (DB D Wyt
— 2Dt b S Wy ot (D™ PR g hP > wy—p® = 0.



OBLICZANIE PLYT MIKROMORFICZNYCH 333

Powyzsze réwnania zachodza w kazdym prostokatnym ukladzie wspéirzednych karte-
zjaniskich i sa spetnione dla kazdego a. Funkcje p, p* sa znanymi sitami zewnetrznymi
obcigzajacymi plytg oraz D*P# g3 znanymi skladowymi tensora sztywnosci sprezZyste;j.
Pozostale funkcje wystgpujace w (2.5) sg poszukiwanymi niewiadomymi. Funkcje te
w obszarze £ powinny spetnia¢ réwnania (2.5) a na brzegu 42 obszaru 2 powinny spel-
nia¢ odpowiednie warunki brzegowe. Warunki brzegowe zalezg od sposobu podparcia
Jub obcigZenia brzegéw plyty. Trzy sposoby podparcia brzegdéw plyty oméwimy ponizej.
1. Brzeg plyty sztywno utwierdzony, gdy warunki brzegowe maja postaé

wo = wy, = 0,

wO,a —- wb,a — 0' (2.6)

Na brzegu 9f2 znikaja przemieszciénia'i obroty plyty.
2. Na brzegu swobodnie podpartym sg. spelnione nastgpujace warunki:

wo = w, = 0,
(D Wo -+ CDPHES 1yt 2CDBID, S vy 4K DRSS w)mgng = 0, (2.7)
(DB IS o, + D PO RY Wy + 2K DR R0, D Wy, , +{ D BRE > wp) g = 0.
3. Jezeli brzeg plyty jest swobodny (nie podparty). to warunki brzegowe maja postaé:
(D> Wo, s+ LD REY Wy, e+ 2D PR D Wy o+ DS Wy Y g+
— ({D™) Wo, Mty &37), 1 — (KD RO Wy, ity €47), 0+ (2.8
— (2D R, Wy, 1ty 647), o — (DR > wymmy, 647, +G = O,
2D hS W -+ 2K DN Wy, o+ 4 DRI > 0y, F
+2{ DR RP S W) iy — (D™ ™S Wy | e+ (D RS Wy, e +
+2{ DN, Wy, e+ K DPHRE) Wy, I+ (CDYHTY Wo, Mty €)1 +
+ ({D P IRy Wy, oy 1, 857), ¢+ QLD PR B Wy, ynany 857, —q°— 1 = O

Dla brzegu nieobcigzonego zachodzi § = 0, ¢° = 0, r2 = 0. Ponadto na brzegu swobod-
nym winny by¢ spelnione warunki (2.7).

Rozwigzanie zagadnienia brzegowego teorii plyt mikromorficznych polega na wyzna-
czeniu funkcji wo 1 w, spelniajacych w obszarze. 2 réwnania (2.5) a na poszczegdlnych
czgdciach brzegu J2 tego obszaru spelniajgcych warunki jednej z postaci (2.6) - (2.8).

3. Pasma jednokierunkowo obciaZone

W wielu zagadnieniach spotykanych w praktyce mamy do czynienia z prostokatnymi
plytami w ktérych jedna para przeciwleglych brzegéw ma diugo$é wielokrotnie wigksza
od drugiej pary. Zalézmy, ze sposdb podparcia kazdego z dluzszych brzegdw piyty jest
na calej jego dhugosci taki sam (dopuszczamy mozliwoéé, Ze przeciwlegly brzeg moze miec¢
inne podparcie). Obliczenia statyczne mikromorficznych plyt prostokatnych o takim
ksztalcie i sposobie podparcia mozna wtedy zastapi¢ w przyblizeniu obliczaniem tzw.
pasm plytowych.
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Niech rozwazane pasmo plytowe bedzie obciazone obcigzeniem p okresowym o dtugogci
okresu 4, rys. 1. Szeroko$¢ pasma przyjeto /, a okres powtarzajgcego sig¢ obciaZenia
A = 1/6. Funkcje okresowe A%(x') przyjeto w postaci

2
F(x') = cos( i

2 3.1

A) // . / /A
7, / / Vs / /

* yzx—xﬁé—-x—%—x—%-—xv(—x——«l)é/”
* i ¥

_ Rys. 1.

Wykorzystujac fakt, ze wszystkie poszukiwane funkcje s funkcjami tylko jednej zmiennej,

rownania (2.5) beda mialy postaé

(DM wo, 111D Wy 1444 +2(DMR S wy gy +(DI R ) Wp,11—P =0,
(DR o (110 HLSDM BB Wy 1y — 2D D Wy gy, + (<D hR y +
= 2D MR BT Wy 111 H(DIRS S wo, gy + ((DMAS B (32
— 4D B D+ KD RRE | D w1 4+ (KD R B D+
—2{ DM R BE D)Wy, +{DMR B D wy—p® = 0.

ObciaZenia p, p® i sktadowe tensora sprezystosci D*** zgodnie z wzorem (2.4) wynosza

A
n = __l_f 1 A 1 _ P
p_<.p>~ 10 6(A‘ _—Z“)de _7)

i ' '
1 A 2na (=1)°p
a ha 6 1 1 1
Pt =Lp >~—A0 (x ——Z)pcos( 7 x)dx TR

(D1111y = ptiit .

1
<D1111hahb> — —Z—D““ d]a a= b
0 dla a # b, 33
_2a27l? Dllll dl - b ( .
oratppp, )y < R tes

0 dla a # b,
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202
200 pun gla g~ b
pUithe bty =1
0 dla a # b,
(DM B = (DYMARE D,
4,4
$a Zz DU dlaa=b
<D““/7711h?u> = A
0 dla a # b.
A V 1111 Eh3 j— H
Pozostate sktadowe sa réwne zeru. Skladowa D =‘m = D (material pasma

jest izotropowy).
Podstawiajac wyrazenia (3.3) do réwnania (3.1), otrzymamy

Dwg, 1111 =

2
3.4
24a%7* 16a*m* (—1)2p
Wa.lll.l__——)'2_wa,11+ 14 a = D
Calki ogdlne réwnan (3.4) majg postaé (x! = x)
x3 x2
Wo = 54%)— x4+C1? +C2 _2_ +C3x+C4,
w, = A sinhr;x+ A coshr x+A3sinhr,x+ (3.5)
' (=1)"Ap
+A4coshr2x+ m .
gdzie oznaczono:
n=2y3-2y2 - %,
(3.6)

n=2)/3+2y2 - %%,
Przyjmijmy, Ze brzegi pasma plytowego sa swobodnie podparte o warunkach brzego-
wych (2.7)
wo(0) = w(l) = 0,
Wo(0) = w,() = 0,
wo,11(0) = wo,11()) =0,
Wa,11(0) = wa,11()) = 0.
Po obliczeniu stalych, (3.5) zapiszemy w postaci:

3.7

2
24AD
Wa(X) = [ —3-2 I/E+(6 ']/'5 —3)coshr, ]

2y/2 sinhry ]

Wo (%) = (o =23+ %),

sinhry x+
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3-2/2 +(3—2/2)coshr,!

36}/

coshry x+ — sinhr, x+ .
oYz o 2/ sinhr,/ : (3
21/2 (- 1)pA3
21/ COShr2x+2] m.

Rzedne w,(x) obliczone z (3.8) sa bardzo mate. Dla ril = 5 w,(x) mozna zapisaé w postagj

— 1) 13
i) = =P (39)

Przemieszczenie pionowe dowolnego punktu rozwazanego pasma ma postaé

(— 1) 2
n(x) = 24lD (x* =213 413%)+ El oy ‘*a‘*D cos | —— ax/, (3.10)
. . / .
a maksymalne przemieszczenie dla x = — Wynosi
_ spit 2 0,0985 [ 1 )“
Whiax = m [1 + l a* T . (311)

Z rozwigzania (3.9) wynika wniosek, Ze pasma plytowe obcigzone mikrookresowym
obcigzeniem jak na rys. 1. moZna rozwigzywaé obciaZajac je réwnomiernie o intensyw-

nosci pfA. Blad w ugigciach jaki popetnimy wowczas jest nie wiekszy od Z 0, 0985 (—l—) .

Rys. 2.

Rozpatrzmy jeszcze pasmo plytowe przedstawxone na rys. 2. Funkcje A°(x?) przyj-
mujemy w nastgpujacy sposéb

ho(x?) = cos (ZT:w axz). . (3.12)
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Réwnania przemieszczeniowe (2.5) sprowadzaja sie do postaci

(DM S W, 1111 +<{DM A Wy 14y +2{DM AP Wy g1 H(DY 2R, 5wy —p = 0,
(DM R wo, g1+ (DM Ry Wy =2 DRI S e
+2 (D2 RR Yy —(DYAA, B Wy 11y + (D2 e, Wo 11+ (3.13)
+ (D22, Py — 4D 2R, BE S (DY 22, Ny w4+
+ 2(<D2221hf’22h?2> —{D'?22p1, /7?22» Wy, 1 +<D2222h722h?22> w,—p® = 0,
Skiadowe tensoréw sprezystosci i intensywnoséci obciazeni p, p® maja takie same wartosci

jak w poprzednim przypadku. Réwnania (3.13) bgda miaty posta¢

p
Wo, 1111 :_ﬂﬁ’

3.14
4a*m? 16a*z* (=12 (3-14)

Wa, 1111~ (2v+4) 7z wa,11+*/1—4-* W, = D’

gdzie v jest wspotczynnikiem Poissona. Rozwigzanie réwnan (3.14) mozemy zapisaé

I SN ot
Wo = 541D x*+C, 6 +C, > +Cyx+Cy,
' (= 1y (3.15)
w, = A;sinhr x+ 4, coshry x+ Assinhr, x+ A coshr, x4+ ~—————
8a*a*D
gdzie:
——— 2ma
r'1=1/2—v—]/vz——4v+3 R
o (3.16)
r2=]/2——v+|/v2—4v+3 "7

Na kazdym z brzegdéw x = 0 i x = [/ winno by¢ spetnionych po cztery warunki brzegowe.
Przyjmujac, ze brzeg jest swobodnie podparty, calki ogélne (3.15) sg nastgpujace:

__ P 4_ 973 1 J3
Wy = 341D (x* =203+ Px),

1—coshr,! . coshr,/—1
W, = ( 3 - " 1° sinhr,x+ricoshr x+r? thl;l—

r3 Shr, ] sinhr,x+  (3.17)

1 (=Dp2®
—r2 2,24, . .
ricoshr,x+r1 r# PRy S gy

Jezeli ryl > 5 to wyrazenie (3.17) staje si¢ identyczne jak (3.9). Z obydwéch przeanali-
zowanych przypadkéw wynika wniosek, ze jezeli A < / to, pasma plytowe obciazone
obcigZzeniem mikrookresowym mozna rozwigzywaé obciazajac je réwnomiernie o inten-
sywnosci p/A wéwczas wplyw funkcji w,(x) 4°(x) na ugiecie jest maly (moze byé pominigty).
Natomiast wptyw funkeji w,(x)4°(x) na sity wewnetrzne nie moze byé pominigty poniewaz
w zaleznoéci od charakteru funkcji 4%(x) moze on by¢ bardzo duzy.

7 Mech, Teoret. i Stos. 3/86
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Peswme
PACUET MUKPOMOPPHBIX IIJIUT

B paGore paccmorpeno muddepenupansuble YpaBHEHHA Teopuy T Kupxrodda. Ilnurel uarpy-
MWEHB MUKPOMODGMYECKHMH CIUIOWHBIMM Harpy3KaMH, a TAKIKE TOUEHHBIMM CHIaMu. B BmIBoje ypab-
HEeHHH NpamMeHeHo MeTo[ HecTaHfapTHoro aganusa. IToapoGHO paccMOTpEH NpHMEP IONOChI.

Summary
CALCULATION OF MICROMORPHIC PLATES

In the paper the differential equations of Kirchhoff’s p]zite theory been derived. The considered plates
.are loaded by microperiodic continuous loads or point loads. The derivation is based on the nonstandard
analysis. The plate strip has been analysed in details.

Praca wplynegla do Redakcji dnia 27 listopada 1985 roku



