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1. Wstep

Opis ruchu ofrodkow wieloskladnikowych budzi wcigz jeszcze wiele kontrowersji.
Przedstawiong w pracy [l11] (por. tez. [13]) koncepcje opisu takich oSrodkéw, ktora
pochodzi od Truesdella, nie mozna uznaé za uniwersalng. Wykorzystuje si¢ w niej opis
wzgledem barycentrycznego $rodka mas wszystkich skladnikéw. W zwiazku z tym,
réwnania bilansu skladaja si¢ z czlonéw bedacych dyskusyjnym i trudnym do zainter-
pretowania konglomeratem réznych wielkosci. Ponadto, watpliwym wydaje si¢ wykorzy-
stanie tej koncepcji do opisu takiego osrodka, jakim jest porowate cialo state wypelnione
plynem. Tutaj naturalnym byloby przyjaé jako baze odniesienia konfiguracje ciata sta-
fego, a nie barycentryczny srodek masy. Wtedy, oczywiscie, rownania bilansu dla calej
mieszaniny nie przybieraja formy réwnania bilansu dla osrodka jednoskladnikowego.
Naruszona jest wigc zasada metafizyczna Truesdella, Ze ,,ruch calej mieszaniny jest przed-
stawiony takim samym réwnaniem jak ruch jednolitego ciata”. Ponadto w réwnaniach
ruchu dla ofrodka porowatego wypelnionego ciecza powinno by¢ uwzglednione dodé
ewidentne zjawisko unoszenia czeci cieczy zawartej w porach przez porowate cialo,
zwane tez zjawiskiem sprzeZenia ruchu przez mase. Znane w literaturze réwnania teorii
mieszanin nie opisuja niestety tego zjawiska.

Mozna wskazaé dwa typy réwnan, ktére uwzgledniaja ten efekt. Sa to rdéwnania
zaproponowane przez BIOTA, [1], i DErSKIEGO, [2]. KOowALSKI w pracy [6] i nieco ogdl-
niej w pracy [7] przedstawil pewien model wskazujacy na tranzytywno$¢, a tym samym
na ekwiwalentno$¢ réwnaf przedstawionych przez tych autoréw. Byt to jednak dowdd
ekwiwalentnosci w sensie lokalnym.

Przedmiotem niniejszej pracy sa dwa zagadnienia: Po pierwsze, bazujac na bilansie
masy i pedu (opis 'globalny) wyprowadzié réwnania ruchu dla o$rodka porowatego
wypelnionego ciecza z uwzglednieniem zjawiska sprzgzenia ruchu przez masg i zmiennoscl
porowatosci oraz gestosci sktadnikéw. Po drugie, wskaza¢, ze mozliwe jest uzyskanie ta
ta droga dwdch roéznych lecz tranzytywnych form réwnan, a’ mlanowwxe réwnan na wzor
Derskiego i na wzér Biota.
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Uzasadnieniem podjecia postawionego zadania jest préba uporzadkowania zagadnien
zwigzanych z opisem ruchu osrodka porowatego. Réwnania Biota, przedstawione po raz
plerwszy w 1956 r., stanowily przez wiele lat bazg do rozwiazania szeregu technicznie
waznych zagadnien zwigzanych np. z propagacja fal w nasyconych osrodkach porowatych
(por. np. [4]). Wiele kontrowersji budzit jednakze wystgpujacy w tych réwnaniach wspét-
czynnik sprzeZenia ruchu przez masg p,,. Nie zostal on przez Biota dostatecznie jasno
zinterpretowany, a indywidualne jego interpretacje przez niektérych autoréw prowadzity
do sprzecznych wnioskéw. Wspomniano o tym w pracy [7], w ktorej rowniez, w oparciu
o przyjety tam model, podjgto probe blizszego jego okreslenia.

Wyprowadzone przez Derskiego w 1978 r. rownania, prostsze w swej formie i fatwiejsze
w interpretacji, budzily poczatkowo sprzeczne opinie. Podczas dyskusji w kregu zainte-
resowanych mozna bylo uslyszeé i takie, Ze stanowia one szczegdlny przypadek réwnan
Biota, Obecnie z kolei podaje si¢ w watpliwo$¢ znaczenie réwnan Biota. W argumentacji
podkresla si¢ niemoznosé .ich uzyskania z réwnain bilansu masy i pedu, przypisujac jed-
noczeé$nie ten plus réwnaniom Derskiego, ktore zostaly wiaénie w ten sposéb wyprowa-
dzone (Biot wyprowadzil swoje rownania korzystajac z réwnan Lagrange’a). W niniejszej
pracy podjeto probe wyjasnienia tych watpliwosci.

Konkluzjg ostateczng niniejszych rozwazan jest stwierdzenie, ze réwnania Biota
wynikaja z bilansowania skladnikdéw zdeterminowanych funkcja porowatosci objetos-
ciowej (réowna Sredniej porowato$ci powierzchniowej), natomiast réwnania Derskiego
wynikaja z bilansowania sktadnikéw zdeterminowanych funkcja efektywnej porowatosci
powierzchniowej*, MozZliwa jest ich wzajemna tranzytywnosé, a zatem i ekwiwalentnosé,
jesli chodzi o jednoznaczno$¢ opisu zjawisk zachodzacych w osrodku porowatym wypet-
nionym ciecza, wywolanych oddziatywaniami zewngtrznymi.

2. Zalozenia geometryczno-kinematyczne

Rozwazaé bedziemy izotropowy** oérodek porowaty wypetniony ciecza o statystycz-
nic réwnomiernym rozkladzie por. Do opisu ruchu takiego oérodka wykorzystywaé
bedziemy metody i zaloZzenia mechaniki o§rodkéw ciagtych. Wymaga to zapostulowania
dodatkowo istnienia ciagtych i rézniczkowalnych funkcji, przyporzadkowujacych kazdemu
punktowi tréjwymiarowej przestrzeni Euklidesa objetosciowego udziatu danego skladnika
w rozwazanym ofrodku. Nie bedziemy sie tu zajmowaé konstruowaniem takich funkcji.
Wspomnimy jedynie, ze w mechanice ofrodka porowatego taka funkcja jest porowatos¢
objetosciowa, ktéra bedziemy tu oznaczaé symbolem: f,(x, t). W oznaczeniu tym x jest
pozytyjnym wektorem punktu przestrzeni Euklidesa, a ¢ oznacza czas. Przy zaloZeniu
obowiazujacym w tej pracy, Ze ciecz wypelnia catkowicie pory, funkcja ta wyraza utamek
objetosciowego udzialu cieczy w danym punkcie przestrzeni. Objetosciowy udzial ciata
porowatego (szkieletu) wyraza si¢ wtedy jako: 1—f,(x, ). '

* W pracy [8] autor wprowadzil pojecie podzialu fizycznego i kinematycznego mieszaniny w zalez-
nosci od tego czy postugiwano si¢ funkcjq porowatosci objetoéciowej czy funkcja efektywnej porowatosc
powierzchniowej.

** Geometrig osrodka porowatego o anizotropowej przepuszczalnoéci Czytelnik znajdzie w pracy [9].
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Odnoénie opisu ruchu rozwazanego osrodka przyjmujemy nastepujaca koncepcje.
Zakladamy, Ze pole predkosci szkeletu v(x, ¢) jest ciagle i rozniczkowalne w calym obszarze
z wyjatkiem by¢ moze powierzchni nieciaglosci (w tym takze powierzchni brzegowych).
Pole predkosci cieczy moze by¢ natomiast nieciagle, tzn. dwie czasteczki cieczy znajdujace
sie obok siebie moga poruszac si¢ z predkosciami rézniacymi si¢ skoriczong wartoscia.
Nieciggtos$¢ ta wynika z unoszenia pewnej ilosci czastek cieczy przez porowate cialo stale.
Wyrodzniamy wigc pole predkosci czastek cieczy majacych predko$é rézng niz predkosé
szkieletu i pole predkoéei czastek unoszonych przez szkielet, przy czym nie interesuje nas
profil predkosci, a $rednia warto$§¢ wyrazajaca objetosciowy wydatek cieczy na jednostke
czasu. Funkcje objetosciowego wydatku cieczy na jednostke czasu i powierzchni oznaczamy
przez w(x, t) i zakladamy, Ze jest ona ciggta i rézniczkowalna w catym obszarze z wyjat-
kiem byé moze powierzchni nieciggtosci. Istnieje jeszcze problem okreslenia efektywnej
powierzchni, na ktérej wydatek ma miejsce. Na powierzchni my$lowego przekroju moze
sie bowiem znajdowaé powierzchnia cieczy, ktorej czastki maja w kierunku e; predkosé v; .
Stwierdzamy zatem, Zze obserwacja pola predkosci cieczy na przekroju moze stanowié
podstawe do wyrdznienia powierzchni efektywnego wydatku cieczy a,. Oznaczmy ele-
mentarng powierzchnie obserwacji przez da, a znajdujaca si¢ na niej powierzchnig efek-
tywnego wydatku przez da.( = da). W rozwazaniach bedziemy sie postugiwaé stosunkiem
tych powierzchni, tj. f.(x, t) = da.(x, t)/da(x) i nazywaé ten stosunek efektywng poro-
watoscia powierzchniowq. Na rys.. la przedstawiono element izotropowego osrodka

al

Rys. 1

porowatego wypelnionego ciecza. Dla uproszezenia obliczefi. przedstawiono sumg mikro-
powierzchni efektywnego wydatku w formie kwadratu o boku a. UZywajac przyjetych
tam oznaczen okreSlimy efektywng porowato$¢ powierzchniowa jako: -

fo=31 @.1)

Natomjast porowato§é objgtosciowa, ktéra stanowi stosunek objgtoéci wszystkich poréw
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do catkowitej objetosci, wyraza si¢ jak nastepuje:

3a%b a?
Jo="F =341 _ (2.2)

Pos}ugujqc si¢ naszym modelowym rysunkiem objasnimy jeszcze dwie wielkosei, a miano-
wicie: rzeczywista porowato$¢ powierzchniowa i $rednia porowato$¢ powierzchniows.
Pierwsza z nich jest na og6t nieregularna. Wedtug rys. la porowato$é ta przyjmuje wartoséi:

(@? -+ ab)/b* — na odcinkach AB i CD,
a*|b? — na odcinku BC.

Ze wzgledu na nieregularnosé, postugiwanie si¢ ta wielkoscia jest klopotliwe. Dlatego
wprowadza si¢ pojecie Sredniej porowatosci powierzchniowej, bedacej s’.rednlac wartoscnq
z rzeczywistych porowatosci powierzchniowych.

T3 érednia warto$¢ okre§lamy odnoszac wartosci rzeczywiste na poszczegdlnych odcin-
kach do calej dlugosci i sumujac je. A wiec:

.3)

a*+ab a a* b-2a
f 22— b2 '—b—+_b"2‘"T. . _ (2.4)

Zauwazmy, ze §rednia porowato$¢ powierzchniowa jest réwna porowatosci objetoscio-
wej tj.:

A=3§;=ﬁ- (2.5)

1lo§¢ cieczy unoszonej przez szkielet w danym kierunku jest 2a?b. Réznicg $redniej poro-
watosci powierzchniowej 1 efektywnej porowatoéci powierzchniowej bedziemy uwazaé
za miare ilodci cieczy unoszonej przez szkielet i oznaczaé:

a2
f;lEfp_.fe=2'b—2' (2.6)
W naszych rozwazaniach niezaleznymi funkcjami beda wiec: efektywna porowatosé
powierzchniowa :

df da,

= 2.
r=2x, @7)
oraz porowato$é objetosciowa:
daf dvp
="r 2.8
5=, 238)

gdzie dv oznacza objetosé catkowita elementu porowatego, a dv, < dv oznacza objetosé
poréw zawartych w tym elemencie. Bedziemy ponadto zakladaé, ze dla osrodka izotropo-
wego porowato$¢ objetosciowa jest réwna $redniej porowatosci powierzchniowesj.

3. Réwnania ciagloéci masy

Rzeczywiste obszary zajmowane w przestrzeni przez ciecz i szkielet rozwazanego
osrodka moga by¢ spdjne, jednakze na ogdt nieregularne. Catkowanie po takich obszarach
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mogloby by¢ wigc bardzo klopotliwe. Niedogodnoéé ta eliminujemy wykorzystujac
wlagnie okreslona w poprzednim punkcie funkcje porowatosci. Jesli of i of oznaczaja
odpowiednie rzeczywiste gestosci szkieletu i cieczy, to masg szkieletu i cieczy w dowolnym
obszarze B, ograniczonym gladka, zamkni¢ta i zorientowana na zewnatrz jednostkowym
wektorem normalnym n powierzchnig 0B, mozemy okreslié jak nastepuje:

m() = [ oix, Ddoy(x, 1) = f os(x, N do(x), ' @.1)
B,()
my(t) = [ ofx, Ddvy(x, 1) = f 0,(x, )do(x). 32)

B, (1)

Tutaj B,(1) i By(t) oznaczajg odpowiednio obszary zajete przez szkielet i przez ciecz
w obszarze B tzn.: By(t) = B i By(t) = B oraz By(t)uB,(t) = B
WielkoSci:

os(x, 1) = oi(x, H[1—f,(x, D], ' (34
os(x, 1) = of(x, )f (x, 1), (3.5)

przyjeto nazywal gestosciami parcjalnymi, odpowiednio szkieletu i cieczy. Wynikaja
one z zamiany zmiennych w catkach (3.1) i (3.2) przez podstawienie (2.8), tj.:

doy(x, 1) = [1—f,(x, 1)]dv(x), (3.6)
dop(x, 1) = f(x, t)dv(x). .7
Korzystajac z zasady zachowania masy szkieletu i cieczy piszemy:

rig(t =§t— os(x, 1) doy(x, 1)+ f [o%(x, t)day(x, ]v(x,t) - n =0, (3.8)
B,(1) IB(1)
n'w)—— f &5 (x, ) duy(x, 1)+ f [o}(x, 1)dag(x, D]w(x, 1) n+
B (1) 3B, (¢) - (3.9)
+ f [0} (x, )dau(x, Ov(x, 1) n = 0.
2B,(0)

Pierwsze catki w (3.8) 1 (3.9) okreslaja lokalne zmiany masy, natomiast catki powierzchniowe
wyrazaja strumienie mas, przy czym: dB,(t), dB.(t), 0B,(t) oznaczajg odpowiednio:
powierzchnie szkieletu, powierzchnie efektywnego wydatku cieczy i powierzchni¢ uno-
szenia cieczy przez szkielet na powierzchni @B; 0Bs(1)UdB, () VoB,.(t) = 0B.

W poprzednim punkcie okreslilismy powierzchnie unoszenia cieczy przez szkielet
jako réznice pomiedzy uéredniona catkowita powierzchnig cieczy i powierzchnia efek-
tywnego wydatku cieczy. Taka definicja implikuje aby da, okreéla¢ réwniez jako érednia,
a nie rzeczywista, powierzchni¢ szkieletu. Dokonujemy wiec nastepujacej zamiany zmien-
nych w catkach (3.8) i (3.9):

day(x, 1) = [1—fi(x, )] da(x),
da,(x, t) = fo(x, t)da(x), (3.10)
day(x, 1) = [f(x, 1) ~fulx, D]da(x).
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Ponadto wykorzystujemy zaleznosci (3.6) i (3.7) oraz twierdzenie Gaussa-Ostrogradz-
kiego. Po dokonaniu przepisanych operacji otrzymujemy:

mg(t) = f[&gﬁ +dive,(x, Hv(x, t)]dv(x) =0, (3.11)
B

mp(t) = f{?%t’t) +div[p.(x, Hw(x, 1)+ ou(x, v (x, t)]}dv(x) =0, (3.12)
B

przy czym:
0:(x, 1) = of(x, )fe(x, 1),
Qu(x’ t) = Qj(x’ t)[f;)(xa t)—f;,(x, N,

nazywaé bedziemy odpowiednio parcjalng gestoscia cieczy swobodnej oraz parcjalng
gestoéeig cieczy unoszonej przez szkielet. Latwo zauwazyé na podstawie (3.13) i (3.5), ze:

(3.13)

Qf(x7 t) = Qc(x7 t)+QH(x7 t)' (314)
Calkowita gesto$¢ osrodka jest suma ggstosci parcjalnych (3.4) i (3.5), tj.:
Q(x’ t) = Qs(xy t)+0f(x’ t)' (315)

Z réwnan (3.11) i (3.12) wynikaja nastgpujace réwnania ciagltosci masy odpowiednio
szkieletu i cieczy:

J . ’

€ +divew = 0, (3.16)
ot
90r g _

5 +div(g.w+o.v) = 0. 3.17)

W réwnaniu ciggloéci masy cieczy (3.17) uwzgledniono konwekcje cieczy przez szkielet.

Z punktu widzenia kinematyki wydaje si¢ stusznym dokonaé takiego rozdziatu sklad-
nikéw, aby ich pola predkoéci byly jednorodne. Réwnania (3.16) i (3.17) sugerujg wtym
wzgledzie, aby szkielet i unoszong przez niego ciecz traktowac jako jeden sktadnik, a ciecz
swobodna jako drugi sktadnik. Je$li napisa¢ rownania bilansu masy dla tak wyréznionych
skladnikéw, to otrzymaliby$my, {por. tez. [7]};

d u .
et | givio,+ow = o, (3.19)
aa‘-; +divo.w = oF, (3.19)

Wielkosdci o} i ¥ wyrazajg fakt, ze masy skladniké§w wyréznione z punktu widzenia kine-
matyki nie musza by¢ zachowane. Musi byé natomiast zachowana masa calkowita o§rodka,
czyli:

o¥+o* = 0. (3.20)
Fizycznie o* = —p} wyraza predko$é wzajemnej wymiany masy cieczy swobodnej i cieczy
unoszonej przez szkielet. Jest ona zalezna od ewolucji parametréw stanu, w tym przede
wszystkim na predkosci deformacji. Dlatego, zdaniem autora, wielko$¢ p¥* = — ¥ powinna
by¢ okreslona réwnaniem konstytutywnym.,
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4. Analiza oddzialywai mechanicznych '

Problem oddziatywarn mechanicznych w o$rodku wielosktadnikowym jest niezwykle
zlozony. Po$wigcono mu kilka prac, np. [5], [10], [11], [12], mimo to trudno uznaé go za
definitywnie rozwigzany. Kontrowersyjna jest definicja tzw. parcjalnego naprezenia.
Definicj¢ taka podat TrRUESDELL, [11], lecz zostala ona podwazona przez GURTINA,
OLIvERA i WILLIAMSA, [5]. Moznaby si¢ z aprobata odnie$¢ do propozycji przed-
stawionej przez tych autoréw, a takZe niezaleznie przez OLIVERA, [10], gdyby przedsta-
wionym przez nich rozwazaniom matematycznym nadano sens fizyczny. Trudno np.
uwierzyé, aby czgé¢ wewnetrzng parcjalnego naprezenia, zwana tez czecia Zrédiowa,
mozna bylo a priori sformutowa¢ w warunku brzegowym, jak to sugeruja autorzy.

PoniZej przedstawimy wiasny punkt widzenia odnoénie kwestii oddzialywan w oérodku
porowatym wypelionym ciecza, nie zaniedbujac przy tym sugestii przedstawionych
przez wyzej wymienionych autoréw. Na poczatku uczynimy dwa istotne zaloZenia: zanied-
bamy dewiator w cieczy jako pomijalnie maly w poréwnaniu z dewiatorem w szkielecie
(nie oznacza to, ze zaniedbujemy lepkos§é cieczy) oraz pomijamy ciénienie dynamiczne
w cieczy, tzn. zakladamy, Ze zaréwno ciecz swobodna jak i ciecz unoszona przez szkielet
podlegaja w danym punkcie przestrzeni takiemu samemu cisnieniu rzeczywistemu p(x, 7).

Rys. 2

Rozwazmy dowolny obszar B przestrzeni, do ktérej odwzorowano badany oérodek
1 rozdzielmy ten obszar na czgéci A i C za pomoca gladkiej powierzchni S, zorientowanej
jednostkowym wektorem normalnym e (rys. 2a). Wydzielmy na tej powierzchni element da.
Na rysunku 2b zaznaczono przez da, rzeczywista powierzchnig cieczy, przez da, powierz-
chnig efektywnego wydatku cieczy, a przez da, srednia powierzchnig cieczy na elemencie da.
Jesli £° oznacza rzeczywiste napreZenie w szkielecie, a =~ pe rzeczywiste naprezenie
w cieczy, to oddzialywanie szkieletu w C na szkielet 4 oraz cieczy w C na ciecz A mozemy
wyrazi¢ nastgpujaco:

fuld, C) = [ (1=f)tda, (4.1)
S .

54, C) = [ ft'da, 42)
S

przy czym za pracg [5] przyjeto oznaczaé przez f,s(4, C) oddzialywanie powierzchniowe
sktadnika f w C na skladnik « w A4; f, = da./da oznacza tu rzeczywisty porowatosé
powierzchniowa w danym punkcie przestrzeni. Catkowite oddzialywanie powierzchniowe

14 Mech. Teoret. i Stos. 3/86
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substancji w C na substancj¢ w A przez powierzchnig S jest suma:

fuld, C)+fp(4, C) = | tda, @3

hY

gdzie ¢t oznacza catkowity (uéredniony) wektor naprgZenia, rowny sumie wektordw par-
cjalnych.

Jednakze juz w punkcie 2 wspomnieliémy, Ze korzystanie z funkcji porowato$ci rze-
czywistej mogtoby by¢ klopotliwe ze wzgledu na jej nieregularno$é. Po wtére, gdyby
potraktowa¢ formuly (4.1) i (4.2) jako definicje parcjalnych wektoréw naprezenia, to
wylania si¢ trudno§¢ przyporzadkowania tym oddzialywaniom odpowiednich popedéw
zdeterminowanych kinematyka osrodka. Parcjalny wektor naprezenia musi wiec byé
tak skonstruowany, aby mozna bylo mu jednoznacznie przyporzadkowaé poped parc-
jalny, a jednoczeénie powinien on spetnia¢ warunki twierdzenia Cauchy o liniowej zalez-
noSci wektora naprezenia od jednostkowego wektora normalnego.

Jesli z kolei w réwnaniach (4.1) i (4.2) zastosujemy inng funkcje porowatoéci niz f;,
to nie mozemy juz mowid, ze parcjalny wektor naprezenia wyraza tylko wzajemne oddzia-
lywanie tego samego skiadnika przez powierzchni¢ S. W §lad za definicjag podana przez
TrUESDELLA, [11], moéwi sig, ze dany skladnik podlega parcjalnemu naprezeniu,
jedli jego dzialanie na dowolnie pomyslang diafragme jest rOwnowazne dzialaniu wszyst-
kich skladnikéw na zewnatrz diafragmy na material tego skladnika wewnatrz diafragmy.
Wedlug tej definicji zamiast (4.1) i (4.2) powinni§my napisaé:

Juld, C)+fis(4, C) = [ s*(e)da, (4.4)
S

(A4, O +f(4, €) = [ (e)da, 4.5)
S

przy czym tutaj f,(4, C) wyraza oddzialywanie cieczy w C na szkielet w 4, natomiast
Jrs(4, C) wyraza oddzialywanie szkieletu w C na ciecz w A.

Jesli zamienimy obszary A i C wzajemnie ze soba, pozostawiajac niezmieniong orien-
tacj¢ powierzchni S, to zamiast (4.4) i (4.5) otrzymamy:

J(C, A)+£u(C, A) = [ s*(~e)da, (4.6)
S
[:5(C, A)+f1(C, A) = [ s (—e)da. @n

Z zasady akcji i reakcji mamy: ﬁ,(C, A) = —fs(4, C), f14(C, A) = —f;(4, C),
S (C, A) = —~f1(4, C), f35(C, A) = —fi;(4, C). Wykorzystujac liniowa zaleznosé wek-

tora napre¢zenia od wektora normalnego, tj.: s*(e) = —s*(—e); a = s,f, otrzymujemy,
na podstawie (4.4) + (4.7), relacje;:
fsf(A: C) = ffs(A> C)’ (48)

wyrazajaca pewna symetri¢ oddzialywan, a mianowicie, ze ciecz w C dziala na szkielet
w Az taka sama sila jak szkielet w C na ciecz w A. GURTIN, OLIVER i WILLIAMS, [5],
nazwali taka symetri¢ oddzialywad paradoksem. Proponuja oni nastgpujaca korekte
definicji Truesdella. Postulujg, aby we wzorach (4.4) i (4.5) przyja¢ s*(n) # s*(—n);
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o =8, f i uzupetié te formuly o powierzchniowe oddzialywania wewnetrzne f;f(A, A)
i fT,s(A , A). Wtedy wektory gléwne sit powierzchniowych maja postaé:

(A, OV +fof4, O+fis(4, 4) = [ £(e)da, 49)
)
154, O) (A, O+ 4, 4) = [ #(e)da, .10)
. S
przy czym
t“(e) = s*(e)+4%(e) = —t*(—e). @.11)

W pracy [5] nazwano s*(e) zewngtrznym a k*(e) wewnetrznym wektorem naprezenia.
Korzystajac z liniowej zalezno$ci parcjalnych wektorédw naprezenia ¢°(e) i t/(e) od
wektora normalnego oraz ze wzoru (4.3) znajdujemy nastgpujace relacje:

S, ©) = = [, A)HFA(C, O

: 4.12)
. ff.\'(A5 C) = - 7 [f/‘s(A> A) +if§(ci C)]
Wykorzystujac te relacje we wzorach (4.9) i (4.10) otrzymujemy:
fss(A, C)+ fU(A’ A) ;fsf(c, C) = f ts(E)da; |
_ _ y 4.13)
fff(A C)__ fsf(A, A) ;’f.\'f(c’ C) f tj(e)da

Wyrazenie [ f,,(A A) f;,(C ()] bedzie rézne od zera na powierzchni S przy zaloZeniu
fir(4, C) # 0 1ub f5(4, C) = 0 wtedy i tylko wtedy, jeSli na tej powierzchni bgdg istnie¢
Zrédta sit powierzchniowych, co naszym zdaniem jest mozliwe tylko, jesli S bedzie po-
wierzchnig osobliwg.

Konkludujac stwierdzamy ze zalozenie a priori f,(4, C) # 0, « # f prowadzi do
kontrowersyjnego wyniku wystepowania Zrédet sit powierzchniowych na dowolnej po-
wierzchni S, poprowadzonej my$lowo przez osrodek.

Naszym zdaniem, oddziatywania krzyzowe skladnikéw wewnatrz obszaru ze sklad-
nikami na zewnatrz obszaru nie istnieja, z wyjatkiem by¢ moze powierzchni osobliwych
lub dalekich oddzialywan. Moga istnie¢ natomiast oddzialywania krzyzowe pomigdzy
skladnikami wewnatrz samego obszaru. Mamy tu oczywifcie na mysli oddzialywania
inne niz te, ktére wystepuja w zwiazkach fizycznych (por. np. {11, [3]). W zwiazkach
tych parcjalne naprezenie w danym sktadniku zalezy od deformac_u wszystkich sktadnikéw,
lecz sa to oddzialywania dylatacyjne.

Nie jest naszym celem formulowanie ogélnej definicji parcjalnego naprezenia. Wydaje
si¢ jednak, ze definicja taka powinna okresla¢ izomorfizm parcjalnego pedu i czastkowych
sit powierzchniowych. Je$li mieszanina znajduje si¢ w réwnowadze wewnetrznej, tj. gdy
nie wystepuje ruch wzgledny sktadnikéw, brak jest wtedy parcjalnych pedéw i nie zachodzi
potrzeba postugiwania si¢ pojeciem parcjalnego naprezenia.

14%
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W tej pracy przyjmiemy zatem fis(4, C) = 0, o # B. Oddzialywania wewnetrzne
beda wtedy samozréwnowazone na powierzchni myslowego rozdziatu, tj.:

fup(4, A)+fup(C. C) = 0 na S. (4.19)

Mozna im nadaé okre$lony sens fizyczny. Wielkosé fsf(A, A) moze np. wyrazaé oddzie-
lywanie na szkielet cieczy przez niego unoszonej itp.

Z powyzszych konkluzji wynika, Ze na parcjalny wektor napreZenia skladajg sie
oddzialywania zewngtrzne z tym samym skladnikiem oraz oddzialywania wewnetrzne
z pozostalymi sktadnikami, czyli:

fuld, O+fip(4, 4) = [ £(@)da,
N

_ (4.15)
Jrr(A4, C)+fr(4, 4) = ftf(e)da.
§

Formuly (4.15) sugeruja pewna dowolnos¢ w konstruowaniu parcjalnego wektora
napreZzenia. MoZemy np. skonstruowaé wektory parcjalne odniesione do efektywnej
porowatoéci powierzchniowej, badz tez $redniej porowatosci powierzchniowej. W pierw-
szym przypadku oddzialywania wewnetrzne wynikaja z réznicy rzeczywistej i efektywnej
porowato$ci powierzchniowej, a w drugim przypadku z réZnicy rzeczywistej i $redniej
porowatosci powierzchniowej. Przyjmiemy, Ze iloczyn rzeczywistego napreZenia dziala-
jacego w danym skladniku przez odpowiadajacg ma powierzchnig dzialania jest funkcja
regularng. Przy zadanej gladko$ci obszaréw i funkcji mozemy naprezenia parcjalne ¢,
dzialajgce na szkielet wraz z unoszong ciecza oraz naprezenie parcjalne ¢2, dzialajace na
ciecz swobodng wyrazi¢ jak nastgpuje:

th = (1-f) = (fi~fpe, (4.16)
t* = —pfie. 4.17)
Dla tego przypadku:
| $ = (-RF, sh=-phe, k= -k =—-(~Lre. |
Sa to naprezenia parcjalne, skontruowane w oparciu o rzeczywista i efektywna porowato$é

powierzchniows. Natomiast napreZenia parcjalne, skonstruowane w oparciu o rzeczy-
wista 1 Srednig porowato$¢ powierzchniowg przyjmuja postaé:

£ = (1-f) &= (fi—fy)pe, (4.18)

tf: —pfpe. (4'19)
Tutaj:

=~ = —fipe, kK=—k=~{fi~f)re. '
Jak tatwo zauwazy¢, wektory ¢! i ¢ oraz ¢2 i ¢/ réznig sie miedzy sobg wartoscig cisnienia
wynikajaca z réznicy $redniej i efektywnej porowatosci:

tt = ¢—(f,—f)pe, (4.20)
=V (f,—fpe. @21
Wzory (4.16) - (4.21) sg istotne przy formulowaniu warunkéw brzegowych.
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S. Rownania bilansu pedu

Rozwazmy ponownie pewien obszar B ograniczony gladka i zamknigta powierzchnia
dB, zorientowana na zewnatrz jednostkowym wektorem normalnym n. Bilans pedu cieczy
swobodnej zawartej w tym obszarze wyraza si¢ nastgpujaco:

[ (~pfemyda+ [ (@51, X+Fdo < ( [ gpfowdo) . - (5.1)
B B B .

Tutaj X oznacza sity masowe, a F*? sile oddzialywania pomiedzy skladnikami (site dyfuzji).
Zastapmy funkcje porowatosci f, w rownaniu (5.1) funkcja $redniej porowatosci f,.
Mamy wigc:

[ (~pfomda+ [ @3 f,X+FDdo = ( [ offymas). (5.2)
B : yis yis

W powyzszych réwnaniach przyjeliSmy nastepujace przyporzadkowania sit powierzch-
niowych 1 pgddw:

t? = —pfner oifew,
tf = —pfyne oifyw,
tzn. okreflonej porowatosci przy niezmienionym p, przyporzadkowana jest okreslona
iloé¢ masy bioracej udzial w ruchu przy niezmienionej predkosei ruchu w. Oczywiscie,
catkowite zmiany czasowe prawych stron réwnaf (5.1) i (5.2) beda sie rézni¢ predkosciami
konwekcji. W pierwszym przypadku rozwazamy bowiem tylko ciecz swobodna, ktora
moze mie¢ jedynie predko$é konwekcji w, a w drugim przypadku cala ciecz, ktéra cha-
rakteryzuje si¢ predkoscia konwekeji zaréwno w jak i v (por. punkt 3).

Réwnania (5.1) i (5.2), po rozpisaniu prawych stron i zamianie catek powierzchnio-
wych na objgtoSciowe, przyjmuja postaé:

(5.3)

f(grado‘2+ch+F“)dv = f(—a—%‘;—w— +divgew®w)dv, 5.4
B B .
{(grad o’ +o, X+ Fdv = f(a—%’;—,v— +div[gew®w+g,.w®v]) dv, (5.5
B B

gdzie oznaczono:

o= —pfe, o = —pfy. : (5.6)
Bilans pedu szkieletu i unoszonej przez niego cieczy (traktowanych jako jeden skladnik)
opisuje réwnanie:

[ tda+ [ (o, +00X+F?do = ( [ (e +edvan) . (5.7)
2B B B

Jesli wykorzystamy wz6r Cauchy dla naprezed (¢!(n) jest liniowa funkcja wektora nor-
malnego):
tt = o'n, (5.8)

oraz uwzglednimy fakt, Ze masa (gs+¢,) posiada predkosé konwekeji v, to réwnanie
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(5.7) mozemy przepisaC w postaci:
e .
[ ivot @reox i = [| 200 Laivie s gpomolas. 9
B B

Réwnania (5.4) i (5.9) opisuja ruch sktadnikéw zdeterminowanych efektywng poro-
watoécia powierzchniows (sktadniki kinematyczne). Wobec dowolnosci wyboru obszaru
B, moZemy je napisa¢ w postaci lokalne;j:

. dv
dive! + (o5 +0u) X+ F12 = eu*v+(9s+eu)~d?
(5.10)
Dw
grado?+p X+ F2?! = Q:W+Qe_D‘t_,

przy czym, przy przeksztalceniach prawych stron wykorzystano rdéwnania cigglosci
(3.18) i (3.19), oraz ozmaczono d(-)/dt = d(-)/dt+vgrad(+), D(-)/Dt = 9(-)/ot+
wgrad(-).

Sity dyfuzji speiaja warunek:

Fi24F2 = 0. (5.11)

Obecnie latwo zauwazy¢, Ze réwnanie komplementarne do (5.2) powinno mie¢ postaé:
[ tdat [ (o X+Fydo = ( [ [(og+euyv—eumwlde) (5.12)
3B B B '

Masa szkieletu i cieczy unoszonej prz'ez szkielet maja predkodé konwekeji v, Dla wektora

naprezenia £f(n) wykorzystamy formute Cauchy:

t* = o'n (5.13)
i przeksztalcimy réwnanie (5.12) jak nastepuje:

f (div.d;_|_ng+FSf)dz; = f{—aa?[(es'l'eu)v —ou®W]+div ([(os+ou) —ng]®v)} dv.
B B

(5.14)

Réwnania (5.5) i (5.14) stanowia druga alternatywna pare réwnan opisujacych ruch
ofrodka porowatego wypetionego ciecza. Dotycza one skladnikéw zdeterminowanych

porowatodcia objetoSciows. Wprowadzimy S$rednia predkos$¢ ruchu cieczy ¥ zdefinio-
wang:

0,V = ouv+oow, (5.15)

i wyrazimy réwnania (5.5) i (5.14) za pomoca tej predkosci. Ich forma lokalna ma posta¢:

L 2 .
dive*+o, X+ F*/ = W(Qllv'l'QlZ V)+div[(ei1v +012 V)®7],
5 (5.16)
grado/ 4o, X+ F/* = —57(912” +022 V) +div[(120 + 022 VIOV,



RUCH 0$RODKA POROWATEGO... ' 455

gdzie oznaczono:

Q11 = Qs 012, Q12 = _Q;&, Q022 = fo-glz. G.17)

Zrozniczkujemy prawe strony rownan (5.16) wprowadzajac oznaczenia:

0 . d .
—S;l— +dive, v = ofy, g;z +dive,,v = of,,  ofitof =0,
5 5 (5.18)
P pdiveV = o, —g+divenV=of, oif+el =0,
Otrzymujemy:
dive’+o, X+ F = ofv+0%, V+0110+0y2 I", (5.19)

grado’ + o, X+ F* = o v+ Vho125+0:, V,

przy czym ,kropka” nad symbolem oznacza pochodna materialng z predkoscia kon-

wekcjiv, a ,,prim” pochodng materialng z predkoécia konwekcji V. Wielkosci ¥, = —o7
i o¥f = —o}y, podobnie jak o* = —gF powinny byé okrelone réwnaniem konstytu-
tywnym.

Réwnania (5.10) i (5.19), jesli pomina¢ w nich cztony Zrédtowe, sg analogiczne odpo-
wiednio jak réwnania DERSKIEGO, [2], i Biota, [1].

6. Uwagi koncowe

Przedstawimy jeszcze kilka uwag uzupehiajacych dotychczasowe rozwaZania, Bez
dowodu, gdyz latwo to sprawdzi¢, podamy, Ze pomini¢cie dewiatora naprezen w cieczy
implikuje automatycznie symetrie rozwazanych przez nas parcjalnych tensoréw napre-
Zenia, j.:

ol =Y i o = () 6.1)

Aby okreslié wartoéci brzegowe parcjalnych tensoréw napreZenia, nalezy zna¢ na
brzegu: rzeczywista warto§¢ wektora naprezenia w szkielecie tAS, rzeczywiste cisnienie
cieczy p, rzeczywista porowatoéé powierzchniowy f, oraz efektywna, je§li korzystamy

z réwnan (5.10), lub érednia, je§li korzystamy z réwnafi (5.19), porowatoéé powierzch-
niowa. Wtedy:

o'n = (1—f) £~ (f,—f.)pn = funkcja dana,

6.2
6’n = —pf,n = funkcja dana, (

lub:
o'n= (1-1) ?S_(f,— fp)pn = funkcja dana,
_ (6.3)
o/ = ~pf, = funkcja dana.

Je§li w obszarze B przemieszcza si¢ z predkoscia ¢ powierzchnia nieciagtoéci S, zoriento-
wana jednostkowym wektorem normalnym e (rys. 2a), to na tej powierzchni zacho-
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dza nastgpujace warunki cigglosci kinematycznej i dynamiczne;:
— dla skladnikéw kinematycznych

llostou)(w—e)-ell =0, [le.(w—~c)-el] =0,

6] = [los+edo@—c)-ell,  [1£2] = [loow(r—c)- el], 64
— dla skiadnikéw fizycznych
losw—c)-ell = 0, [lo,(V—c)-ell =0,
(6.5)

0] = [lerv +ei ¥V)(v—¢)-ell, e = (o120 + 022 V)(V—¢) - e]],

przy czym [|g|] = @* —¢~, jest oznaczeniem niecigglosci funkcji na S. Jesli powierzchnia S
bytaby powierzchnia materialna, np. powierzchnig kontaktu dwéch oérodkéw porowa-

X3

tych (lub powierzchnig brzegowa zwiazang ze szkieletem) (rys. 3), wtedy v = ¢ i zwiazki
(6.4) i (6.5) przyjmuja prostsza postaé:

[los(w—v)-ell =0, [t =0, [|t?] = o.(w—2v)-e[lw|l, (6.4a)
oraz
los(V—v)-ell =0, [N =0, [I1¥ll = [ller2v+022V)(V-v)-el]l. (6.5)

Zalezposci (6.4a) i (6.5a2) moga by¢ pomocne przy formulowaniu warunkéw brzegowych.

Przez ekwiwalentno$¢ réownan (5.10) i (5.19) rozumiemy ich potencjalng moZliwo$é
opisu tych samych zjawisk. Tak np. oba typy réwnan ujmuja zjawisko sprzeZenia ruchu
przez mas¢. Moc mechaniczna przekazywana do dowolnie zdefiniowanego ukladu termo-
dynamicznego musi by¢ taka sama, niezaleznie od tego czy uzyjemy do opisu tensordw
parcjalnych o' i ¢*I (I = jednostkowy tensor) i odpowiednio predkosci przemieszczeh
v 1w, czy tez tensoréw ¢® i oI i predkosci v i V. Analogicznie, moc sit dyfuzji, energia
kinetyczna, energia wewngtrzna itp. musza by¢ takie same, niezaleznie od tego czy doko-
namy podzialu na skladniki kinematyczne czy tez fizyczne. Zadanie spelnienia wyZej
wymienionych warunkéw prowadzi do okreSlonych relacji pomigdzy parametrami obu
typéw réwnan. Znamy juz relacje pomigdzy parcjalnymi naprezeniami, parcjalnymi
gestodciami, pomiedzy predkodciami, itp. Z réwnoéci mocy sit dyfuzji otrzymujemy do-
datkowo relacje:

Fiz - porde (6.6)
P
Wybiegajac nieco poza zakres tej pracy, podamy relacje:

Jo) _ Jo

‘o2grad (—) =7

T oFw—ou(w—v) - gradw, 6.7
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ktéra wynika z przyréwnania energii wewngtrznej w obu opisach. Wszystkie te relacje
pozwalaja przetransformowac¢ uklad réwnan (5.10) w (5.19) i na odwrét. Na zakoficzenie
wspomnimy jeszcze, Ze poniewaZz energia kinetyczna przy podziale kinematycznym ma
posta¢ kanoniczng formy kwadratowej, tj.:

. .
A = 7[(QS—}-Q,,)v-v—}-gew- w], (6.8)

natomiast przy podziale fizycznym pelna postaé formy kwadratowej, tj.:

1
KA = 7(@11” 0+20120 - V405,V V), 6.9

przyjeto moéwi¢ (por. [8]), ze ruch skladnikéw kinematycznych opisany jest we wspot-
rzednych normalnych.
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Peswome

JBUKEHUE IIOPUCTOM CPENbI BBHITTOJHEHOU JXMIKOCTBLIO. OBIIMY OIHCH

Ilemsom paGoTel SARBNAETCA BLIRENEHHE U3 GanaHCa MacChl ¥ KOJHYECTBA NBFIKEHMS ypaBHEHMH
JIBYKEHUS JJIsI TIOPHCTOM Cpennl 3allONHEHHON MU IKOCTEI, Y UHTHIBAETCS IIPH ITOM CONPsKEHUe [BH-
IKEHNSA KOMIIOHEHTOB UePEC MacCy, M3MEHEHME TIOPUCTOCTH M ILJIOTHOCTH KOMIIOHEHTOB. TloxasbiBaercs,
YTO Ha 9TOi IYTH BOSMOJKHO NONYUUT JBE OTIHYHBIE HO SKBHBANEHTHBIE (OPMbLI yPaBHEHNH IIOXOMHX
Ha MSBECTHbIE ypaBHEHHsa Buora u Jepckoro. BOXpYT STHX YpaBHEHMH CYLIECTBYET MHOTO COMHEHMiA.
OTH COMHEHWS a TAIOKE ONpEAeNeHue MapUMANBPHOrO HANpPsKeHHa ofcyxaerca B padoTe.
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Summary

MOTION OF A FLUID-SATURATED PORCUS MEDIUM
GLOBAL DESCRIPTION

Main purpose of the paper is to show the way of derivation of two different forms of equations of
motion for a fluid-saturate porous solid i.e. the equations similar to those presented earilier by Biot (1956)
and by Derski (1978). However these equations and their interpretation are sometimes questionable.
Departing from the mass and momentum balance equations we discuss the pertinent motions taking into
account the effect of couplings through the mass, variation of porosity and the components density, A con-
troversial definition of the partial stress is also discussed in the paper.

Praca wplynela do Redakcji dnia 1 lipca 1985 roku



