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Wyż sza Szkoła Inż ynierska  w Opolu

Wiele form  transportu masy  i ciepła w ciałach stał ych i cieczach z powodzeniem moż na
opisać  przez  równania  termodyfuzji,  w  których  uwzglę dnia  się   fakt  czę stego  sprzę ż enia
mię dzy  obu  rodzajami  przepł ywów.  Problematyka  ta należy już  do klasycznych  zagadnień
fizyki  o  bogatej  literaturze  i  licznych  rozwią zaniach  zadań  począ tkowo- brzegowych.  Za-
gadnienie  to  ulega  jednak  istotnej  komplikacji  jeż eli  na  procesy  transportu  masy  i ciepła
zacznie  oddział ywać  pole  naprę ż eń  i  deformacje  oś rodka.  Przyczynę   tego  stanu  rzeczy
należy  szukać  m.in. w  innym  typie  równań  opisują cych  przepływ  pę du w  oś rodku  w  sto-
sunku  do  przepływu  ciepła  i  masy.

W  ogólnoś ci  moż liwe  są   dwa  sposoby  ł ą cznego opisu  transportu masy,  ciepła  i pę du
(krę tu) w  oś rodku.  •

Pierwszy  polega na poszukiwaniu  uogólnień klasycznych  równań termodyfuzji  i równań
mechaniki.  Sposób  ten  jak  wiadomo —  prowadzi  do  równań  termodyfuzji  sprę ż ystej,
lepkosprę ż ystej  itp. Wyróż nia  się   przy  tym szkielet  oraz dyfundują ce  wzglę dem  niego czą st-
ki  o odmiennych własnoś ciach  kinematycznych i dynamicznych. Z drugiej  strony  moż liwe
jest  odmienne  podejś cie,  kiedy  każ demu  rodzajowi  czą stek  przypisujemy  równoprawną
kinematykę   oraz  własnoś ci  przepł ywu,  które  zapewniają   wystę powanie  zarówno  dyfuzji
jak  i transportu ciepła. Podejś cie  takie jest oczywiś cie typowe dla teorii mieszanin. Zauważ-
my, że równoprawne potraktowanie własnoś ci kinematycznych każ dego ze składników mie-
szaniny  kontrastuje  ze stosunkowo  prostym  i zawę ż onym  potraktowaniem kinematyki  dy-
fundują cej  masy  w  termodyfuzji.  Istotnie, w  termodyfuzji  analizuje  się   tylko  kinematykę
szkieletu, zaś migrację   masy opisuje skalarowe pole koncentracji, którego gradient wyznacza
dopiero  przepływ  dyfundują cego  skł adnika.

Podstawy  teorii mieszanin pochodzą   z prac C. Truesdella,  a dalszy  jej  rozwój  zawdzię-
czamy A. C. Eringenowi, J. D . Ingramowi, A. E. G reenowi, N. Millsowi. Termodynamiczne
podstawy  teorii  podał   I . Miiller ,  zaś  najpełniejszy  wykład zawiera  monografia  R.  Bowena
[2]. N ieco inny był  rozwój  mechanicznych uogólnień termodyfuzji,  które znajdujemy  w pra-
cach  Ju.  S.  Podstrigacza  z  lat  sześ ć dziesią tych  oraz  W.  Nowackiego  [7]  i  Aifantisa  [1].
Wiele  ciekawych  wyników  z  termodyfuzji  sprę ż ystej  a  także  z  uwzglę dnieniem  przepływu
ł adunku elektrycznego, uzyskano  w oś rodku poznań skim, natomiast równania  termodyfuzji
lepkosprę ż ystej  podano w pracy  [6].
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Konsekwencją   formalną   obu podejść są  rozbudowane ukł ady równań  charakterystyczne
dla zadań brzegowych  teorii mieszanin i wzglę dnie proste  równania  termodyfuzji.  Istotnie,
w  teorii  mieszanin  ruch  każ dego  skł adnika  opisują   trzy  równania,  którym  odpowiadają
w termodyfuzji  równania ujmują ce  tylko  ruch szkieletu oraz skalarowe równania transportu
pozostał ych skł adników.

Przedstawione  porównanie  sugeruje,  że  celowe  jest  okreś lenie  tej  klasy  przepł ywów
wieloskładnikowej  mieszaniny,  która  może  być  aproksymową na  przez  równania  termo-
dyfuzji.  Ponadto, poszukiwana w pracy  odpowiedniość mię dzy lokalnymi postaciami bilan-
sów  teorii  mieszanin i termodyfuzji  może  poś rednio  służ yć do uzasadnienia  poprawnoś ci
równań  termodyfuzji.

W  całej pracy korzystamy z  tradycyjnych  oznaczeń stosowanych  np. w prą cych  [2, 4, 5,

8]

2.  Równania bilansów mieszaniny  wieloskładnikowej

Przedstawimy  równania bilansów  masy,  pę du, energii  dlakaż dego  ze skł adników mie-
szaniny z osobna oraz dla całej mieszaniny w postaci globalnej  i lokalnej. W literaturze przed-
miotu znane są  już dosyć zł oż one propozycje  tych bilansów, w których uwzglę dnia  się  róż nfe
rodzaje  oddział ywań. W niniejszym  opracowaniu analizować bę dziemy  jednak  najprostszą
postać tych bilansów,  zakł adając jedynie, że w czł onie ź ródł owym bilansu  dla  pojedynczego
skł adnika wystą pi  oddział ywanie z pozostał ymi skł adnikami mieszaniny.  Oddział ywanie to
interpretujemy  kolejno jako  przekaz masy, pę du, energii  i entropii od pozostał ych skł adni-
ków.  "• • • • • <• :,  '  :  •
Bilans  masy  dla pojedynczego  skł adnika ma postać  (a = 0, 1, 2 ... n)  .

zaś  bilans  masy  dla całej  mieszaniny

A- (e+   ...  + e ) +

R°+  ...  +R"  = 0,

czyli

(2.2)
m  R 0 +  ...

=  0>  przy  czym

Prę dkość  v? każ dego  ze skł adników  mieszaniny  moż na  przedstawić jako  sumę   prę dkoś ci
barycentrycznej  w* oraz  przyrostu  ł Ą {vf  =
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Bilans  masy  przyjmie  wówczas  formę

(2.3)

• Wprowadzając  z  kolei  koncentrację   ca  = —  składnika  (<x) i  dokonując  przekształceń

8

dc"

Bt

= * '

(2.4)

..  :  .  Rys.  1.  Kinematyka mieszaniny

uzyskujemy  nastę pują ce  równanie  bilansu  masy  dla  składnika  (a):

o  4-   (oaua:)  — R a  ;a  =   oaM a  (2 5)

Bilans pę du dla komponenta (a) ma postać klasyczną   z tym, że przekaz pę du od pozos-
tałych  składników  ujmuje  człon  ź ródłowy  $?

d

(2.6)

~  j  Q«v?dV =  J (e'Ff+4>f)dV+

dv*
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a bilans pę du dla cał ej mieszaniny przyjmie  formę

V

2 f £
a.  V  a  A

gdzie:

Bilans energii dla  cał ej  mieszaniny  przedstawiamy  w formie uwzglę dniają cej  również  prze-
kaz  energii Ea  do skł adnika (a), a pochodzą cy od pozostał ych skł adników.

a  V  a  V  a  A

(2.8)

zaś  po wykorzystaniu  poprzednich bilansów  i wprowadzeniu  wielkoś ci:

bę dzie

W  powyż szym  równaniu  posił kowano  się  równoś ciami

a
(2.10)

Bilans  energii  przedstawiliś my  tutaj  dla  cał ej mieszaniny, pomijając  bilans  dla  pojedyn-
czego  skł adnika.  Podobnie  postą pimy  w  przypadku  nierównoś ci  wzrostu  entropii,  którą
podamy  także  dla  cał ej  mieszaniny.

N ierówność wzrostu  entropii dla mieszaniny ma postać

2 fc-
a.  V  a  A

1,1  «
gdzie:
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W  podanych równaniach przyję to  powszechnie  stosowane  oznaczenia, w szczególnoś ci zaś
przez  g, Qa, wk,vl,  wg, Ra, Qa  Ff,  &?, f&, QaU«, QaKa, e

aS\  e V ,  qa  oznaczono  kolejno
gę stoś ci  cał ej  mieszaniny  i  skł adnika,  prę dkość  ś rednią  i  skł adnika  (a)  oraz  przyrost
prę dkoś ci  w  stosunku  do wartoś ci  ś redniej,  ź ródło  masy,  siłę masową,  przekaz  pę du od
pozostał ych  skł adników,  tensor  naprę ż enia  skł adnika, energię  wewnę trzną  i  kinetyczną,
entropię,  ź ródło  oraz  strumień  ciepła  skł adnika a.

3.  Porównanie równań bilansów teorii mieszanin i  termodyfuzji

Lokalne  formy  równań  bilansów  masy,  pę du,  energii  i  nierówność  wzrostu  entropii

pozwalają  na porównanie ich z analogicznymi  równaniami wystę pują cymi  w  termodyfuzji.

Istotnie, bilanse masy  i energii  posiadają  postacie zbliż one, zaś w bilansie pę du mieszaniny

wystę puje  skł adnik £  Qau^iij  róż nią cy  ten bilans od analogicznego w  termodyfuzji.

Przyjmujemy  w równaniach bilansów  mieszaniny, że siła masowa, energia wewnę trzna oraz
entropia jednostki  masy  każ dego z n skł adników  są  takie  same,  tzn. Fl  =  Ff  =  ... =   Ff,

U1  =  U2  =  ...  =  U", S1  — S2  = ... =  S". Zał oż enie to prowadzi do nastę pują cego  ukł adu
bilansów  teorii mieszanin

dS  Qr  U

Przeanalizujemy  teraz  dalszy  szczególny  przepł yw,  kiedy  ^e"«"M"  ~ 0  Zachodzą  tutaj
a

dwie  moż liwoś ci
(eO  istnieje  jeden  wyróż niony  skł adnik o dominują cej  gę stoś ci  £>°  (np. szkielet  ciała  kapi-
larno- porowatego),  tak, że zachodzi

[e°  >QÓ,  8=1,2,...  n] *  [||e°«?ll  • * Ol.  •   ( 1 2)

oraz:

tzn. prę dkość ś rednia Q W I jest zbliż ona do prę dkoś ci skł adnika o gę stoś ci Q°, CO ma miejsce
w  czasie  migracji  rozproszonego  skł adnika w  szkielecie.

(e2)  istnieje  kilka  skł adników  o porównywalnej  masie  Q° ~  g1  ~  ... ~  </  •••   ~  Qk i iden-
tycznych  prę dkoś ciach  v°  =  v] =  ... =  v\  oraz  zachodzi

> 0]  (3.3)



598  J-   KUBI K

oraz

Zauważ my, że konsekwencją   przyję cia  ograniczeń  (3.2) i (3.3) są  również  nierównoś ci

Q°K°>(fKs,  0 = 1 , 2,  ...»  (3.4)

w  przypadku (ej)

W;

^

/

Rys.  2. Czą stka z wyróż nionym elementem

oraz:

^e

pK°pe

vK\  p = O,l,...,k  y- fc+ 1, ' . . . ,«  (3.5)

dla przypadku  (e2),

które  pozwalają   pominąć  składniki  J^Q"iĄ Ka w bilansie  energii.
a

Jeż eli  teraz  dokonamy  podstawienia  wg  relacji

lub

M ' ' = 2  {ja  '<>a w ? ) «= - S (Mf^x *   (3-6)

a  ' a

to tensor Mf} charakteryzować  bę dzie przepływ masy wywołany  gradientami pól  naprę ż eń
tf}. Zauważ my  przy  tym, że przepływ  ten ustanie, kiedy  t,) =   ......  =   t?j.
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W  klasycznej  termodyfizji  w ciele stał ym przepł yw masy w  bilansie energii  reprezentuje

strumień  Majf,   gdzie  M"  jest  potencjał em  chemicznym  dyfundują cego  skł adnika  a  ft

strumieniem  masy.  Wynika  stą d, że peł ną  zgodność  równań bilansów  termodyfuzji  i teorii

mieszanin  moż emy  uzyskać  jedynie  w  przypadku,  kiedy  Mfj  =  M^dij.

Zachodzi  wówczas

J£  S  2  ,  ,  (3.7)

czyli  potencjał  Mfj  =  —  *fj  należy  zastą pić  wyraż eniem  Ma  =   - ^t",  gdzie  ta  =   tft.

Uzyskamy  wówczas  nastę pują cy  ukł ad  bilansów

dw
Q

dw
Q~dt  =   eF'  +   tlk'k'  ( 3 ' 8 )

l +  (tkJWj~qk-

er  lqk\

analogiczny  jak  w  termodyfuzji.
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S u m m a ry

RELATION  BETWEEN  EQUATIONS  OF  THERMODIFFUSION  AN D  THOSE  OF  THE
THEORY  OF MIXTURES

The equations of  the theory  of  mixtures  and  those of  the viscoelastic  thermodiffusion  are compared.
I t results from  the comparison particular flows of  the theory of mixtures supply  the equations similar  to the
equations  of  the  viscoelastic  thermodiffusion.

Praca wpłynę ła do Redakcji dnia 18 kwietnia 1985 roku.


