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Wiele form transportu masy i ciepta w ciatach stalych i cieczach z powodzeniem mozna
opisaé przez réwnania termodyfuzji, w ktérych uwzglednia si¢ fakt czestego sprzgzenia
miedzy obu rodzajami przeplywow. Problematyka ta nalezy juz do klasycznych zagadnien
fizyki o bogatej literaturze i licznych rozwiazaniach zadan poczatkowo-brzegowych. Za-
gadnienie to ulega jednak istotnej komplikacji jeZeli na procesy transportu masy i ciepla
zacznie oddzialywaé pole naprezen i deformacje osrodka. Przyczyng tego stanu rzeczy
nalezy szukaé m,in. w innym typie rdwnan opisujacych przeplyw pgdu w osrodku w sto-
sunku do przeplywu ciepta i masy.

W ogdlnosci mozliwe sa dwa sposoby lacznego opisu transportu masy, ciepta i pedu
(kretu) w osrodku.

Pierwszy polega na poszukiwaniu uogdlnien klasycznych rownan termodyfuzji i réwnan
mechaniki. Sposéb ten jak wiadomo — prowadzi do réwnan termodyfuzji sprezystej,
lepkosprezystej itp. Wyrdznia si¢ przy tym szkielet oraz dyfundujace wzglgdem niego czast-
ki o odmiennych wlasnosciach kinematycznych i dynamicznych. Z drugiej strony mozliwe
jest odmienne podejs’cie, kiedy kazdemu rodzajowi czastek przypisujemy réwnoprawna
kinematyke oraz wilasnoSci przeplywu, ktore zapewniaja wystgpowanie zaréwno dyfuzji
jak i transportu ciepta. Podejscie takie jest oczywiscie typowe dla teorii mieszanin, Zauwaz-
my, Ze réownoprawne potraktowanie wlasno$ci kinematycznych kazdego ze sktadnikéw mie-
szaniny kontrastuje ze stosunkowo prostym i zawezonym potraktowaniem kinematyki dy-
fundujacej masy w termodyfuzji. Istotnie, w termodyfuzji analizuje si¢ tylko kinematyke
szkieletu, za§ migracje masy opisuje skalarowe pole koncentracji, ktdrego gradient wyzn@cza
dopiero przeplyw dyfundujacego skladnika.

Podstawy teorii mieszanin pochodza z prac C. Truesdella, a dalszy jej rozwéj zawdzig-
czamy A. C. Eringenowi, J. D. Ingramowi, A. E. Greenowi, N. Millsowi. Termodynamiczne
podstawy teorii podat 1. Miiller, za$ najpetniejszy wyklad zawiera monografia R. Bowena
[2]. Nieco inny byl rozwdj mechanicznych uogélnien termodyfuzji, ktore znajdujemy w pra-
cach Ju. S. Podstrigacza z lat sze§édziesiatych oraz W. Nowackiego [7] i Aifantisa [1].
Wiele ciekawych wynikéw z termodyfuzji sprezystej a takze z uwzglgdnieniem przeptywu
tadunku elektrycznego.uzyskano w o$rodku poznanskim, natomiast réwnania termodyfuzji
lepkosprezystej podano w pracy [6].
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Konsekwencja formalna obu podejs¢ sa rozbudowane uklady réwnan charakterystyczne
dla zadan brzegowych teorii mieszanin i wzglednie proste réwnania termodyfuzji. Istotnie,
w teorii mieszanin ruch kazdego skladnika opisuja trzy réwnania, ktérym odpowiadaja
w termodyfuzji réwnania ujmujace tylko ruch szkieletu oraz skalarowe réwnania transportu
pozostatych skladnikow.

Przedstawione pordéwnanie sugeruje, ze celowe jest okreslenie tej klasy przeplywéw
wieloskladnikowej mieszaniny, ktéra moze by¢ aproksymowana przez rdwnania termo-
dyfuzji. Ponadto, poszukiwana w pracy odpowiednio$¢ migdzy lokalnymi postaciami bilan-
séw teorii mieszanin i termodyfuzji moze posrednio stuzy¢ do uzasadnienia poplawnosm
réwnan termodyfuzji.

W calej pracy korzystamy z tradycyjnych oznaczen stosowanych np. w pracych [2, 4, 5,
8]

Wl

2. Réwnania bilanséw mieszaniny wieloskladnikowej

"Przedstawimy réwnania bilanséw 'niasy, pedu, energii dla‘kazdego ze sktadnikéw mie-
szaniny z osobna oraz dla calej miészaniny w postaci globalnej i lokalnej. W literaturze przed-
miotu znane sa juz dosyé zlozone propozycje tych bilanséw, w ktérych uwzglednia sig rézrie
rodzaje oddziatywan. W niniejszym opracowaniu analizowac’ bedziemy jednak najprostsza
postaé tych bilansow, zakladajac jedynie, Ze w cztonie Zrédtowym bilanstt dla pojedynczego
sktadnika wystapi oddzialywanie z pozostalymi sktadnikami mieszaniny. Oddziatywanie to
interpretujemy kolejno jako przekaz masy, pedu, energii i eéntropii od pozostatych skladni-
kow. S o
Bilans masy dla pojedynczego skladnika ma postaé (¢ = 0,1, 2 ... n)

d ' ‘ do* : o
2| eav = r -a%+—— @ o = K @)
za$§ bilans masy dla calej mieszaniny
—5;- edV =0,

|

) P @.2)

’n @+ ... +g")+—éx—k (0% + ... +0"v)) = R°+ ... +R", -
RO+ ... +R" = O,

czyli

39 0
o +— % —(ow) = 0, przy czym

ZR“ =0, ogw = Z %y, Zg“uz =0.
o o o

Predkos¢ of kazdego ze skladnikéw mieszaniny mozna przedstawié¢ jako sume predkosci
barycentrycznej wy, oraz przyrostu uf(vi = wy+uf)
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Bilans masy przyjmie wowczas forme

d
Ut koD = B @3
‘Wprowadzajac z kolei koncentracjg ¢* = %— skiadnika (@) i dokonujac przeksztalcen

F F . '
— L) Y DO % = R*
at (QC )+ axk (QC Vg ]

B¢t Bt L d* L de ., D o '
e, TeW %, +eu — X +-c* 5, ¢ W[Q(wk'*'Uk)] = R%, (2.4)

o

dca. :ot 39 —a—(W)—f- uac + —-_(
g+t at'*'axkgk i —euk)

."-'-dc&. J - N
0'7+—axk (oc®u) =

Rys. 1. Kinematyka mieszaniny

ﬁzys'i(ujemy nastepujace réwnanie bilansu masy dla skladnika (a):
dca a o, o 0 o, O
07—*_—3—);(0 up) = R*, i = QU 25

Bilans pedu dla komponenta (o) ma postaé klasyczna z tym, ze przekaz pedu od pozos-
talych skiadnikéw ujmuje czlon Zrédlowy @

d .
& [ewtar = [ @rronavs [ praa
1 4 1 4 A4

2.6
e 2.6)

e = —VfR*+ Df + "Fi' + 1) 4

8*
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a bilans pedu dla calej mieszaniny przyjmie formg

2-;7 fg“v}"dV= 2 f(g"‘F}’j+<1"}‘)dV+2 ft?‘,njdA,
o | 4 «x V x A
dw (+ S9N . N, J
L= - Dlew) .

@ -

oF; = Z@aFt“r ZQ)? =0, ;= Z’?‘J. Ly = .

Bilans energii dla calej mieszaniny przedstawiamy w formie uwzgledniajacej réwniez prze-
kaz energii £* do skladnika («), 2 pochodzacy od pozostalych skiadnikéw.

N [ pwriryar = ) [(@rrerrmars Y] [ i+ ands
o v . v ~ .

@2.7)

gdzie:

2.8
za$ po Wykorzystaniu poprzednich bilanséw i wprowadzeniu wielkosci: 0
oU = Ze"‘U"‘, oK = ZQ“K“, or = Ze"‘r"‘, q = Zq?‘
« a P P
bedzie
e (U+K) = gr+gF,w,+Zg°‘F"m — g+ (tyw), i+
+ 3 [(158) — (U + K i (29)
P
W powyzszym réwnaniu positkowano si¢ réwnosciami
D CF = Y o Frw+ ) ¢ Fu = oFywit D, o°Fu,
. . . : (2.10)

—
Z t?_‘]‘vg = tuWJ'i‘Zt?Ju_D;.
o o

Bilans energii przedstawiliSmy tutaj dla calej mieszaniny, pomijajac bilans dla pojedyn-
czego skladnika. Podobnie postapimy w przypadku nieréwnosci wzrostu entropii, ktora
podamy takze dla calej mieszaniny.

Nieréwno$¢ wzrostu entropii dla mieszaniny ma postaé

2—;7!@5%/;2[9’

dS ;
@57, Z (@ 5.0, (.12)

(—A—)n,dA 2.11)

\

gdzie:

oS = Z 0*S*.

o
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W podanych réwnaniach przyj¢to powszechnie stosowane oznaczenia, w szczegdlnosci zas
przez g, 0%, wi, o, uf, R " Ff, DF, tfj, 0*U*, ¢*K*, 0*S%, ¢*r% ¢* oznaczono kolejno
gestosci calej mieszaniny i skladnika, predkos¢ $rednia i skladnika («) oraz przyrost
predkodei w stosunku do wartosdci Sredniej, zrédto masy, sitg masowa, przekaz pedu od
pozostalych skladnikéw, tensor napreZenia skiadnika, energic wewnetrzng i kinetyczna,

entropie, zrédo oraz strumien ciepta skladnika o,

3. Poréwnanie réwnan bilanséw teorii mieszanin i termodyfuzji

Lokalne formy réwnan bilanséw masy, pedu, energii i nieréwno$é wzrostu entropii
pozwalaja na poréwnanie ich z analogicznymi rownaniami wystepujacymi w termodyfuzji.
Istotnie, bilanse masy i energii posiadaja postacie zblizone, za§ w bilansie pgdu mieszaniny

wystgpuje sktadnik ), o*ufu réznigcy ten bilans od analogicznego w termodyfuzji.
: 2

Przyjmujemy w réwnaniach bilanséw mieszaniny, ze sita masowa, energia wewnetrzna oraz
entropia jednostki masy kazdego z n.skladnikéw s takie same, tzn, F} = F? = ... = F},
Ul=U?= .. =U" 8= 8 =.. = 8" Zalozenie to prowadzi do nastepujacego ukltadu
bilanséw teorii mieszanin :

dc®

= R*— (9 ;
e— (D).
a
B = 1 i) o
o
d o a.
Q?if(U+K) = gr+gF,wi+(t,Jw,—q,+2tijuﬂ‘—ZK“Q “7),:
o o

025 _9';_(&>
dt T T /],

Przeanalizujemy teraz dalszy szczegdlny przeplyw, kiedy Zgau?uj‘ =~ 0 Zachodza tutaj
[+4

dwie mozliwosci
(£1) istnieje jeden wyrdzniony skladnik o dominujacej gestosei ¢° (np. szkielet ciata kapi-
larno-porowatego), tak, ze zachodzi

[e® > 0%, 0 =1,2,...n] = [||g°]Il - 0], : (3.2)
oraz: '

le = Qo'v?>

tzn. predko$c¢ §rednia g w; jest zblizona do prg\dkos’,ci sktadnika o gestoéci °, co ma miejsce
w czasie migracji rozproszonego skladnika w szkielecie.

(2,) istnieje kilka sktadnikéw o poréwnywalnej masie o° ~ g ~ ... ~ ¢f ... ~ g*iiden-
tycznych predkosciach v} = v} = ... = v} oraz zachodzi

> 0", =0,1,..k,y =k+1,...n] = [l - 0] (3.3)
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0Oraz
Cowe Do)
ﬂ i
Zauwazmy, ze konsekwencja przyjecia ograniczen (3.2) i (3.3) sa réwniez nier6wnosci
0°K° > o°K®, b6=1,2,..n (.4

w przypadku (&,)

~—Q-ur

@—«-—_.V"'

_\_9

Rys. 2. Czastka z wyrdznionym elementem

oraz: ’
DK 0K, f=0,1,.,k y=k+l,..,n (3.5)
B

dla przypadku (¢,),

ktore pozwalaja pominaé skladniki 2 o™ uifK* w bilansie energii.
a

Jezeli teraz dokonamy podstawienia wg relacji

Z (uf),, = Z (— tij0% uj) 2 (Mi3j7). (3.6)

lub

o 1 o 1 o ;0 1 1 ;o
Z (t5u,. = 2 [? (’u—Ttudu) Ji +Za— (T t?‘l)]} 6”],: =
Sl 3[b 2, -
= 93 4 o 3—11_ y =
= 7o Wy . |
= Z (Muﬁ).ﬁ‘z (M%),

to tensor M}, charakteryzowaé bedzie przeptyw masy wywotany gradientami p6l naprezed
. U3 Zauwazmy przy tym, Ze przeplyw ten ustanie, kiedy ¢} = ...... = 1.
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W klasycznej termodyfizji w ciele stalym przeplyw masy w bilansie energii reprezentuje
strumien M%j{, gdzie M* jest potencjalem chemicznym dyfundujacego skladnika a ;%
strumieniem masy. Wynika stad, Ze pelna zgodnos¢ réwnan bilansow termodyfuzii i teorii
mieszanin mozemy uzyskaé jedynie w przypadku, kiedy M{; = M*4,;.

Zachodzi wéwczas :

DM .= D) (M= D) (M., JX)
. . « 1 . . . 1

czyli potencjal M7; = F t¥; nalezy zastapi¢ wyraZzeniem M® = ? *, gdzie 1* = 1.
Uzyskamy wowczas nastgpujacy uklad bilanséw

dca {2 He 4 o

_aft— = Ra~.}k,k7 Jk = Qauln

dw

e = OF i+t ks (3.8)

d :
0 (U+K) = or+oFiwi+ 1w, —ai— 3 Mg,

ds or ax )
N ; - | ==
7T (T x
analogiczny jak w termodyfuzji.
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Pesome

COOTBECTCTBUE VPABHEHHUI TEPMONU®®Y3UU M TEOPMHU CMECEN

B craTse CpaBHEHO YPABRHEHHS TEOPHM CMec ypaBHeHusiMu Tepmouddyanu B TBepmom Tene. C aToro
CPaBHEHMSI CJIEAYET, UTO IUIA HEKOTOPBIX CIIyUaeB TEOPHH CMecel no:ryqaxo'rc;{ YpaBHEHHA NOXOYKHE
YypaBHenuAM Tepmomaddyaun.
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Summary

RELATION BETWEEN EQUATIONS OF THERMODIFFUSION AND THOSE OF THE
THEORY OF MIXTURES
The equations of the theory of mix{ures and those of the viscoelastic thermodiffusion are compared.
It results from the comparison particular flows of the theory of mixtures supply the equations similar'to the
equations of the viscoelastic thermodiffusion.

Praca wplynela do Redakcji dnia 18 kwietnia 1985 roku.



