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Réwnanie falowe bylo wielokrotnie rozwazane w literaturze naukowej ze wzgledu na
rozliczne jego zastosowania. Gléwnie badano je pod katein znalezienia rozwiazaf zagad-
nien poczatkowych badz poczatkowo-brzegowych.

Tak zwane zagadnienia odwrotne dla réwnania falowego zaczeto badaé stosunkowo
niedawno. Przez takie zagadnienia rozumiano przy tym réinego typu problemy, m.in.

— zagadnienia wyznaczania nieznanych, statych lub zmiennych wspotczynnikéw w réw-
naniach,

— zagadnienie identyfikacji funkcji opisujacej zrédla zaburzen,

— zagadnienia identyfikacji obcigZenn brzegu obszaru (tzw. graniczne zagadnienia
odwrotne) i inne,

W odréznieniu od nich zagadnienia poczatkowo-brzegowe zwyklo si¢ nazywaé zagad-
nieniami prostymi lub bezposrednimi, [10].

Prace po$wigcone zagadnieniom odwrotnym dla réwnania falowego spotyka sie w li-
teraturze stosunkowo rzadko. Rozwazane sa gléwnie zagadnienia jednowymiarowe, wiréd
ktérych — wg rozeznania autora — nieliczne sa prace dotyczace granicznych zagadnien
odwrotnych. Istota tego typu zagadnien jest poszukiwanie warunkéw panujacych wewnatrz
i na brzegu rozwazanego obszaru na podstawie tzw, wewnetrznych odpowiedzi przy zna-
nych warunkach poczatkowych. Wewnetrzne odpowiedzi sa przy tym znane na pewnej
powierzchni (krzywej, zbiorze punktéw izolowanych — zaleznie od tego, czy rozpatrujemy
zagadnienie tréj-, dwu- czy jednowymiarowe) wewnatrz rozwazanego obszaru, przy czym
mogg to by¢ przemieszczenia, predkosci lub inne wielkosci.

W pracy niniejszej rozwazane s3 wielowymiarowe graniczne zagadnienia odwrotne dla
réwnania falowego. Na podstawie teorii potencjaléw wprowadzono reprezentacje catkowe
rozwigzan pewnych zagadnien prostych, a nastepnie sformutowano réwnania catkowe, poz-
walajace rozwiazywaé zagadnienia odwrotne. Sa to réwnania na gesto$é potencjatu opdz-
nionego warstwy pojedyficzej. Réwnania te wykorzystano przy rozwiazywaniu trzech jed-
nowymiarowych zagadnie odwrotnych, dla ktérych wyznaczono rozwiazania §cisle.
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1. Potencjaly op6Znione
Rozwazmy rownanie falowe

2\ 1
(Vz“"‘clz_"a%'i_) u(x,t) = ——Cz—f(x, t)’ (X,t)EQXT, (1)

gdzie Q jest pewnym obszarem regularnym o brzegu kawatkami gladkim. Q < E™ gdzie
E™ jest m-wymiarowa przestrzenia euklidesowa; m = 1, 2, 3. Ponadto ¢ = const > (
jest predkoscia falowa, u(x, t) jest funkcja klasy C*? na Qx T, gdzie T = (0, 1), t, < + 0,
oraz f(x, t) jest lokalnie calkowalna na 2x T. '

Jesli polozymy f(x, ) = 6(t)0(x—y), (X, t) € E"x T, y € E™, wéwczas rozwigzanie
réwnania (1) otrzymujemy w postaci (por. [1], § 9.13, [2], § 5.9):
ot —rfc)

4mrc?
n(t~rfc)

2me2 Y/ 2 —(rfc)?

gdy x,ye E?,
V(x—y,1) = gdy x,yeE?, )

zicn(t—r/c) gdy x,yeE!, teT,

gdzie §(-) jest dystrybucja delta Diraca, r = [x—y|, 2 () jest funkcja Heaviside’a. Funk- .
kcje ¥V (x—y, t) nazywamy rozwiazaniem podstawowym réwnania (1).

Wykorzystujac rozwigzanie podstawowe wprowadza si¢ potencjaly opéznione, ktére
tutaj zapiszemy w postaci calek ze splotéw rozwigzania podstawowego i odpowiednich
gestoscei. _

Potencjatem opéz’nionyrh warstwy pojedynczej naiywa.my catke

WS(x, t1H) = ¢ [V(x—&, i) H(E, 1)dS(@), (x, 1) € E"x T, _ 3)
on

gdzie gestosé potencjatu, H(E, ), jest funkeja klasy C®2 na 3Q2x T, 402 jest brzegiem ob-
szaru 2 <« E™, % za$§ oznacza splot rozumiany nastgpujaco:

4
(F*0)0) = [ f@et-vydt, teT. @
V]
Potencjalem opéZnionym warstwy podwdjnej nazywamy catke
WD(x, 1|G) = c* ﬂg‘;l%g-ﬁ «G(E, 1)dS(8), (x, ) e E"x T, )
00 '

gdzie gestosé potencjahu, G(¢, ¢), jest funkcja klasy C*'2 na 92 x T oraz 8( )/on = n- y();
n(&) jest normalng zewnetrzng w punkcie &€ € 4Q. ;
Potencjalem opéZnionym objetosciowym nazywamy calke

' 2
WV, 1,0, 00) = | [vo(y) +ito(y) 57+, D ] Vx-y, )arw), 6
' Q2
(x, 1) € E™x T, gdzie funkcja uy(x) jest klasy C® na £, funkcja vo(x) jest klasy C* na Q,
funkcja zaé f(x, t), (x, t) € 2x T, jest klasy C*? na Q x T, ograniczona na £, [7], s. 250
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Potencjat WD oraz pochodna normalna potencjatu WS doznaja skoku przy przejiciu
z argumentem X do brzegu 0£. Zachodza zwigzki, [3]:

{-C(§; DGE, H+WDE, 1G), xe 2,

tim o P09 =\ _ e o166e, 1)+ wDGE, 116), x e 2, )

x—~LedR
teT, gdzie £ = E"™\Q, oraz
aWS(x, |1H) _

. 1 2 ' aV(g - C > t)
m T gy HE 0 j e I 0ds©), @

t € T, gdzie znak ,,+” dotyczy przypadku, gdy x € 2, a znak ,,—” — gdy x € £'. Funkcja
C(x; £) jest uogdlniona funkeja Heaviside’a i ma postaé’

L, gdy xelIntf2, IntQ = Q\JL2,
. 11/2, gdy x = £e9,0,
C(x; Q) = €(0,1), gdy x =£(€e€(dQ\9,0Q) ©
0, edy xe (2, '

gdzie 9,92 oznacza zbiér punkiéw gtadkosci powierzchni 9£2, [4]. Wartos¢ ¢ jest réwna
stosunkowi kata brylowego, jaki tworzy powierzchnia 92 w punkcie ¢, do petnego kata
brytowego (por. takze [5], s. 52 - 53). Calki po prawej stronie wzoréw (7) 1 (8) rozumie sig
w sensie wartodci glownej Cauchy’ego, [6], s. 155. :

Mozna udowodnié, ze potencjal WS jest funkcja ciagla na brzegu 002 obszaru 2 dla
teT.

W dalszych rozwazaniach przy obliczaniu pochodnej normalnej nie bgdziemy rozréz-
- niaé zbioru punktéw gladkodci brzegu, 2,2, od brzegu 9£2, gdyz krawedzie i wierzchotki
bedziemy traktowac jako domknigcia jednego z platow ograniczonych dang krawedzig
czy krawedziami, zbiegajacymi si¢ w danym wierzchotku. W praktyce obliczeniowe]j de-
cyzje o tym, do ktorego plata powierzchniowego dofacza si¢ krawedZz (wierzcholek) po-
dejmuje si¢ w oparciu o przestanki natury fizykalne;j. ’

2. Reprezentacje calkowe rozwiazan zagadnien prostych

W oparciu o twierdzenie o wzajemnosci, [2], s. 370, moZzna udowodni¢ nastgpujace
twierdzenie o reprezentacji calkowej rozwigzania réwnania falowego, [2], s. 372 - 373:
Twierdzenie | ’

Niech 2 < E™ bedzie obszarem regularnym o brzegu d£2. Niech funkcja u(x, t) klasy
C*2 na Q x T spelnia réwnanie (1). Wéwezas dla x € E™ ma miejsce nastgpujgca reprezen-
tacja catkowa:
du

—-) — WD(X, f’Ll)+ WV(X, zl|f, Uo, 7)0): (10)

Clx; Qyu(x, 1) = WS(x,t o

gdzie uo(x) jest klasy C3 na 0, vo(x) jest klasy C? na 2, f(+, t) jest ograniczona i ciagta na
2, f(x, ) jest klasy C* na T oraz

[}
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limu(x, 1) = uy(x),
=0

f - 1
IimM = go(X), Xef, (n
t-0 at
a é(x; £) okreslona jest wzorem
N Clx; ), gdy x¢0Q,
Clx; 2 = i (12)
1-C(x; ), gdy x =¢€00.

Dla x = ¢ € 0R2 catki powierzchniowe po prawej stronie wzoru (10) rozumie sie w sensie
wartoéci gtdwnej Cauchy’ego. O

Na podstawie twierdzenia 1 mozna udowodnié inne twierdzenia o reprezentacjach roz-
wiazan zagadnien prostych. Moga to by¢ tak reprezentacje bazujace na potencjale warstwy
pojedynczej, jak i na potencjale warstwy podwdjnej. Ponizej przedstawiamy twierdzenia
dotyczace kilku reprezentacji catkowych rozwigzan zagadnien prostych,
Twierdzenie 2

Niech 2 < E" bedzie obszarem regularnym o brzegu 8. Niech funkcja u(x, 1), klasy
C?2 na % T, spetnia réwnanie (1) z warunkiem brzegowym

lim  wu(x,?) =ulg,t), teT (13)
Nax—£ed

oraz z warunkami poczatkowymi (11). Funkcja u, (&, ¢) jest przy tym klasy C';? na Q2 x T.
Woéwezas funkcje u(x, ¢) mozna wyznaczyé ze wzoru

u(x, t) = WS, t|H)+WV(x, t|f, uo, 2o), (x, ) e Int2x T, (14)
przy czym gestoéé potencjaiu warstwy pojedynczej spelnia nastepujace rownanie catkowe:
WS, t|1H) = uy&, 1) — WV(E, tf, up, vo), (E, 1) €92 % T. 0 (15)

Dowod:

Rozwazmy dwa problemy propagacji fal, w obszarze 2 i w jego dopehieniu £’ =
= E"™\ Q. Niech predkosci fal w obu obszarach beda réwne c. Zatozymy, ze w obszarze
fala opisana jest funkcjg u'(x, ), (x, t) € 2 x T, spelniajaca warunek brzegowy (13) i wa-
runki poczatkowe (11). W obszarze 2’ fala opisana jest funkcja u'”’(x, t), (x, t) € 2'x T,
réwng funkeji o'(x, t) dla (x, t) € 82 x T. W obszarze ' zakladamy zerowe warunki
poczatkowe oraz brak zrédel zaburzen. Na mocy twierdzenia 1| mozna napisaé nastgpujace
reprezentacje calkowe funkcji u’ oraz u”':

é(x; QDu'(x,t) = WS (x, t zZ, ) — WD(x, tlu"y+ WV(x, t| f, ug, Vo),
' (16)
é(x’ Q:)uu(x, t) = WS (X, t g’Ll”) — WD(X, t|ll”), (X, t) eE"x T,
Dodajac zwigzki (16) stronami i oznaczajac
u(x, £) = C(x; Qu(x, )+ Cx; Q)" (x, 1), (x,)eE"xT (1

H(C,t)=%;i(§,t)+gz-i:—(§,t). & 0HedlxT, n'= -—n, (18)
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otrzymujemy wzor (14). Tutaj n’ oznacza normalng zewnetrzng do 9£2. Gesto$é potencjatu
WS, H(¢, t), wyznacza si¢ z rownania catkowego (15), ktére otrzymuje si¢, wykorzystujac
(14), (13) i ciagto$¢ potencjalu WS na powierzchni 99.

W zwigzkach (16) potencjaly WD dla x = £ € 902 rozumie si¢ w sensie wartosci glownej
Cauchy’ego. O
Twierdzenie 3

Niech £ = E™ bedzie obszarem regularnym o brzegu 9. Niech funkcja u(x, ) klasy
C%2 pa 02 x T spetnia réwnanie (1) z warunkiem brzegowym (13) oraz z warunkami po-
czatkowymi (11). Woéwczas funkeje u(x, t), (x, t) € Int 2 x T mozna wyznaczy¢ ze wzoru

u(x, ) = — WD(x, t|G)+ WV(x, !|f, o, Do), 19

przy czym gestos¢ potencjatu warstwy podwdjnej spetnia nastgpujace réwnanie catkowe dla
& 1)edlxT: :
C(é: ‘Q)G(éa t) - WD(‘:; th) = ub(é’ t) - WV(‘:a tlfa Ug, 7)0)9 (20)

Calke WD po lewej stronie réwnania (20) rozumie si¢ w sensie wartosci gtownej Cauchy’ego.
a | .
Dowod: .

Rozwazmy dwa problemy propagacji fal, podobnie jak w dowodzie twierdzenia 2.
Zalézmy przy tym, ze funkcja 1/’ (x, t) nie spetnia warunku (13), spetnia natomiast warunek
nastgpujacy:

o' ou” |
GrED = =55 @ 0, (EnedxT, 2D

gdzie n’ = —n” jest normalng zewngtrzng do 92,

Dla funkcji u'(x, t) i #''(x, t) prawdziwe sg reprezentacje (16). Dodajac je stronami,
wprowadzajac oznaczenie (17) oraz oznaczajac

GE.n=uE n-u"ED, (& 0HedldxT; (22)

otrzymujemy wzor (19). Gesto$¢ potencjatu WD, G(é? t), wyznacza si¢ z réwnania catko-
wego postaci (20), ktore otrzymuje sig¢, wykorzystujac (19), (13) i (7).
Twierdzenie 4 '

Niech 2 = E™ bedzie obszarem regularnym o brzegu 9£2. Niech funkcja u(x, #) klasy
C*? na Qx T spetnia réwnanie (1) z warunkami poczatkowymi (11) i z warunkiem brze-
gowym

u(x,t)

lim =u,&, 1), teT, (23)

Qsxotean  ON(X)
edzie u, (&, t) jest funkcja klasy C®? na 90Q2x T.
Wéwezas funkejg u(x, 1), (x, t) € Int 2 x T, mozna wyznaczy¢ ze wzoru (14), przy czym
gestosé potencjatu warstwy pojedynczej spelnia nastepujace rownanie catkowe dla (&, t) €
E0RXT:

FHE o+ [Tl e, nase -
an (24)
= un(g’t)—'éa WV(‘:,tlf; Up, 7)0)'

n(&)
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Calkg powierzchniowa po lewej stronie réwnania catkowego (24) rozumie si¢ w sensie
wartosci glownej Cauchy’ego. O

Dowdéd twierdzenia 4 jest analogiczny do dowodu twierdzenia 2. Réwnanie catkowe (24
otrzymuje si¢ wykorzystujac (14), (23) i (8).

Twierdzenie 5

Niech 2 < E™ bedzie obszarem regularnym o brzegu 9£. Niech funkcja u(x, 1) klasy
C*? na 2 x T spetnia réwnanie (1) z warunkami poczatkowymi (11) i z warunkami brzego-
wymi postaci (13) na czgéci Sy brzegu oraz postaci (23) na czesci S, = d0ON\S,;. Wowezas
funkcje u(x, t) mozna wyznaczyé ze wzoru (14), przy czym gestosé potencjatu opdznionego
warstwy pojedyniczej, H(E, t), (&, t) € 082 x T, spetnia nastgpujace zwiazki catkowe : réwna-
nie (15) dla (&, 1) € S, x T oraz réwnanie (24) dla (¢,£) € S, x T. O
Dowod:

Postaé (14) reprezentacii catkowej funkcji u(x, 1), (x, 1) € lnt 2 x T, jest niezalezna od
rodzaju warunkow brzegowych (por. dowdd tw. 2). Jak pokazano w dowodach twierdzen
214, z postaci (14) funkeji u(x, 1), (x, t) € Int 2 x T'i z whasnosci potencjatu WS na brzegu
982 obszaru Q2 wynikaja zwiazki (15) i (24). W szczegblnosei gdy dla (&, 1) € S, x T, okreé-
lona jest funkcja u, (&, t), a dla (¢, t) € S, x T'— funkcja u,(&, t); wowezas gestosé H(E, 1)
potencjatu WS musi spelnia¢ odpowiednio réwnanie (15) dla (&, t) € S, x T'i réwnanie (24
dla (¢,t)e S, xT. 0

Mozna udowodnié, ze jesli istnieje rozwiazanie ukladu réwnan calkowych na gestosé
H(E 1), (& 1) € 02 x T, potencjatu WS, tzn. ukladu sktadajacego si¢ z réwnan (15) dla
(1) e S, x T'i (24) dla (¢, 1) € S, x T, to jest ono jednoznaczne.

3. Rownania calkowe dla zagadnien odwrotnych

Jak juz wspomniano we wstepie, zajmiemy si¢ tylko granicznymi zagadnieniami odwrot-
nymi, tzn. zagadnieniami, w ktoérych wyznacza sig funkcje u(x, t), (x, t) € (N 2L*) x T,
na podstawie tzw. wewnetrznej odpowiedzi (w skrécie WO), ktéra jest funkcja opisujaca
przemieszczenia lub inne wielkoécei dla (x, t) € 002* x T, gdzie 00Q2* jest powierzchnig regu— ‘
larng, ograniczajaca obszar Q% < Q < E™,

Przyjmiemy nastgpujaca definicje WO:

Definicja

Niech £2 = E™ bedzie obszarem regularnym o brzegu BQ Niech 2* < Q bedzie obsza-
rem regularnym o brzegu 202*. Niech T' = (0, ¢,), 1, < + o0, bedzie przedzialem czasowym.

a) Funkcja u*(x, 1), (x*, ¢) € 002* x T, moze opisywaé WO przemieszczeniowa (WOP),
efli u*(x*, t) jest klasy C%2 na 0Q*x T.

b) Funkcja g*(x*, 1), (x*, t) € 02* x T, moze opisywaé WO typu gradientowego lub
odksztalceniowego (WOO), jesli g*(x*, ) jest klasy C1*2 na 0Q* x T. Poszukiwana funkcja
u(x, t), (x,t) € 2 x T, bedaca rozwiazaniem réwnania (1), musi wéwczas spetnia¢ warunek

lim ou(x, ¥)

= g¥(x*, 1), teT, - 25
03 x-x* e ON* 3n(x) g( ) ( )

gdzie n(x*) jest normalnga zewngtrzna do 302*.
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¢) Funkcja o*(x*, t), (x*, t) € 902* x T, moze opisywaé WO predkosciows (WOV), jesli
o*(x*, t) jest klasy C*! na dQ2*x T. 0

W zbiorze 922% x T dopuszcza sig istnienie hiperpowierzchni na ktérych WO do-
znaja skoku.

Obszar 2* = 2 = E™ moze byé taki, ze Q% N 02 # @. Na rys. 1 przedstawiono trzy
najbardziej charakterystyczne przypadki zbiordw £2* i . O funkcjach uy(x), v4(x) 1 f(x, t),
wystepujacych w sformutowanych nizej problemach, zaklada sig, Ze sa odpowiedniej klasy
rézniczkowalnodci.

St
L3
o\Q . A
B,= O\ Q1"
S, B $*=a0"\20
a) 30 no=¢ b) 30=5u5,, 3a0n 3=,
-_ —_—" = —
D=0 uBuE,

on = §1U§2U§:U§L
30 n 0= 5,US,

Rys. 1
Problem 1
Niech £21 £2* bedg obszarami regularnymi takimi, ze 2* = £ < E™. Niech dana bedzie
funkcja w*(x*, 1), (x*, 1) € Q% x T oraz funkcje uo(X) i vo(x), X € 2, takie, Ze u* opisuje
WOP, przy czym :
' limu*(x*, t) = uy(x*),

-0
26)
F (¥
im SEO5 D ny,  x*ean,
=0 at

Niech ponadto dana bedzie funkcja f(x, t), (x, t) € 2 x T, opisujaca prawa strong rdwna-
nia (1), oraz wspdiczynnik ¢ = const.
Nalezy wyznaczy¢ taka funkcje u(x, t), (X, t) € (2\ 2% x T, dla ktorej
lim ulx, ) = u¥(x*, 1, teT, )
(2N\92*)a x> x* e I*
oraz spelnione. sg warunki poczatkowe (11). Ponadto nalezy wyznaczyé funkcje u, (&, t)
iu,(8,1), (£ 1) € dR2x T, stanowigce prawe strony zwigzkédw (13) i (23). o
Zalézmy najpierw, e znana jest funkcja u,(E, ¢), (&, t) € 92x T. Wowczas na mocy
twierdzenia 2 mozna przedstawic funkcje u(x, t), (x, t) € Int 2 x T, w postaci (14). W szcze-
goélnosei dla x = x* ¢ 92* mamy
' u(x*, t) = WS(x*, t|H)+ WV (x*, 1|f, uo, vo), (x* 1) edR*x T, (28)
przy czym gestosé potencjatu opdinionego warstwy pojedynczej wyznacza sig na podstawie
réwnania catkowego (15). '
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Jednakze funkcja u,(&, 1), (€, 1) € 02x T, jest jedna z funkcji poszukiwanych. Jesli
funkcja u(x, t) ma by¢ rozwigzaniem problemu (1), to na mocy zwigzkéw (27) i (28) otrzy-
mujemy w miejsce réwnania (15) nastgpujace rownanie catkowe na gestos¢ H potencjalu
WS:

WS(x*, t|H) = u*(x*, t)— WV(x*, t|f, ug, vo),

lub wykorzystujac (3), _
¢ [ V(x*—&, ()« HE, 1)dS(E) = u*(x*, 1) — WV(X*, t|f, o, vo), (29)
an .

(x*, t) € 082% x T. Warto tu zwréci¢ uwage na fakt, ze wykorzystanie twierdzenia 3 w miej-
sce twierdzenia 2 nie zmienia typu réwnania catkowego na gestosé potencjatu (por. wzdr
(19)). Réwnanie to w dalszym ciggu pozostaje réwnaniem I rodzaju.

Po wyznaczeniu funkeji H(E, t), (&, t) € dQ x T zrdwnania (29), funkeig u(x, t), (x, t) e
elnt £2 x T, wyznacza si¢ ze zwigzku (14), a u,(&, £) i u, (€, 1), (€, t) € 002 x T, na podstawie
zwigzkow (15) i (24).

Szczegblnym przypadkiem problemu | jest zagadnienie, w ktdrym brzeg 4Q* obszaru
0% = 0 ma cze§€ wspdlng z brzegiem 982 (rys. 1b). Wéwcezas réwnanie catkowe (29) ma
dla (x*, 1) € (002 n 002%) x T te sama posta¢ co réwnanie caltkowe (15), a funkcja u,(E, ¢)
jest dla (&, 1) € (08 n 082*) x T réwna funkceji w*(x*, 1).

Problem 2 v

Niech £ 1 0* beda obszarami regularnymi takimi, ze 2% = 2 < E™ Niech dana bedzie
funkcja g*(x*, 1), (x*, 1) € Q% x T, oraz funkcje uo(x) i vo(x), X € Q, takie, ze g* opisuje
WO0O, przy czym

. ouo(x
lm gt 1) = ano((x)) s’
0 *(-’* ) 0vo(X) - 0)
. g*(x*, f) _ dvolX * *
tlil})l ot B 3)‘1()() x=x*, X" e a2,

Niech dana bedzie funkcja f(x, ¢), (x,t) € £2x T, opisujaca prawg strone réwnania (1),
oraz wspotczynnik ¢ = const.

Nalezy wyznaczy¢ taka funkcje u(x, t), (x, ¢) € 2 x T, dla ktérej spelnione sa warunki
(25) oraz (11). Ponadto nalezy wyznaczy¢ funkcje uy(&, 1) i u,(&, t), (&, t) € 082 x T, stano-
wigce prawe strony zwiazkéw (13) 1 (23). o

Rozwazmy najpierw sytuacje, w ktérej 00* n éQ = @ (rys. la). Zaldzmy, Ze znana
jest funkcja uy(é, 1), (§, t) € 02 x T. Funkcje u(x, 1), (x, t) € Int 2 x T, mozna przedstawié
\ postaéi (14). RéZniczkujac ten wzor otrzymamy

Vu(x, 1) = VWS(x, t{H)+VWV(x, t|f, tg, v0), (x,t)eInt2xT,
skad dla x = x* € 902* mozna — wobec (25) — otrzymac zwiazek
WS

*). \Y% 5 x=x*¥* = * *s = AT TR *,
(%) VUG, Dlcmns = 866", 1) = s (6%, HED+ o
+ %’(x*, tf, Uo, Vo), (x*, 1) €C* X T,

przy czym gestoéé H potencjalu WS wyznacza si¢ na podstawie réwnania catkowego (15).
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JednakZe funkcja wuy(é, 1), (€,1) € 02 % T, jest jedna z funkcji poszukiwanych. Jesli
wiec funkcja u(x, 1), (x,1) € £ T, ma by¢ rozwigzaniem problemu 2, to gesto§é H musi
byé wyznaczona na podstawie réwnania calkowego (31). Réwnanie to mozemy przepisaé
w postaci

aV(x*—¢,1)

¢* an(x™) s
a0

)(H(é’ t)dS(é) = g*(X*7 t) a ( *) (X t|f7 Yo, 7)0)’ (32)

(x*, 1) € 892* x T. Rozwazmy teraz sytuacj¢, gdy 002% n 902 = S, # @ (rys. 1b). Wowczas
dla x* = £€ S, pochodna normalna potencjalu opdznionego warstwy pojedynczej do-
znaje skoku (por. (8)). Zatem dla x* = £ € S, w miejsce réwnania (32) mamy

g HG0+e [T e naso -

(33)
oWy

n(&)

a dla (x*, 1) € (082*"\S,) x T—réwnanie (32). Tak wigc w przypadku, gdy &Q* N
N 982 # @, uktad réwnan catkowych na gestos¢ H potencjatu WS skiada sig z dwoch
réwnaf,.z ktérych jedno jest I rodzaju, a drugie — II rodzaju.

Po wyznaczeniu funkcji H(E, t), (&, ) € 02 % T, funkcje u(x,1), (x,#)elnt @xT,
wyznacza, si¢ ze zwiazku (14), za$ u,(&, 1), u.(&, t), (& t) € 082 x T, na podstawie zwigzkéw
(15)i (24). Jesli 0% M 90 = S, # @, wowczas dla x* = £ S, u,(& 1) = g*(&, 1) i po
znalezieniu gestosci H funkeje u, (&, t) wyznacza si¢ tylko dla (&, ¢) € (892N S)xT.’
Problem 3

Niech 21 £2* beda obszarami regularnymi, takimi, Ze 0Q* c 2 < E™ Niech dana bedzie
funkcja v*(x*, 1), (x*, t) € dQ* x T, oraz funkcja uy(x) i vo(x), X € 2, takie, 2e v* opisuje ~
WOV, przy czym

g*E, 1)~ &> 1lfu0,v0), (€, 1) €S x T,

Imo*(x*, 1) = vo(x¥),  X* € A0, (34)
t—0

Niech dana bedzie funkcja f(x, ¢), (x, t) € 2 x T, opisujaca prawa strong réwnania (1), oraz
wspolczynnik ¢ = const. '

Nalezy wyznaczy¢ taka funkeje u(x, ), (x, t) € £ x T, dla ktérej spelnione beda warunki
(11) oraz warunek

. du(x,t
im 240
Noax—x*edN* ot

= o¥(x*, 1), teT. (3%5)

Ponadto nalezy wyznaczyé funkcje u, (&, £)1u,(€, 1), (€, t) € ¢82x T, stanowigce prawe stro-
ny zwigzkéw (13) i (23). o _

Zaléimy, ze znana jest funkcja u, (&, t), (€, 1) € ¢ 2 x T. Funkcje u(x, 1), (x,¢) € Int2x T,
mozna przedstawi¢ w postaci (14). RéZpiczkujqc ten wzdr po c¢zas ¢ otrzymujemy

Cu(gt ! ?_Wé'( 1H)+— EW —(x, tf, uo, vo), (x,8)eInt2xT,
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skad dla x = x* € 92* mozna — wobec (35) — otrzymaé zwiazek

WS WV
v¥(x*, 1) = —— (%%, 1| H) + — (& 1 f U0, w0), (x5, 1)€dQ*xT,  (36)

przy czym gesto$¢ H potencjatu WS wyznacza si¢ na podstawie réwnania catkowego (15).

Jednakze funkcja up (&, t), (€, 1) € 02 x T, jest jedna z funkcji poszukiwanych. Jesli wiec
funkcja u(x, t), (x, t) € 2x T, ma by¢ rozwigzaniem problemu 3, to gestosé H musi byé
wyznaczona na podstawie réwnania (36), ktére moZemy przepisaé w postaci

W(x*—E,
cza ,,f _(X_&Q ¥ H(E, 1)dS() = o*(x*, 1) —
3
_awr &)

T x*, t S, ugy o), (X*, 1)edQ*xT.

Przechodzac w (37) z chwily ¢ do zera otrzymujemy zwigzek (34). Przejécie to wynika
z wlasnosci potencjalu objgtosciowego WV (por. [7], s. 247 i 249 - 251; w monografii te]
wprowadzono inne niz w przedstawionej pracy oznaczenia). Catkujac natomiast (37) od 0
do ¢, wykorzystujac ({4) i przechodzac z ¢t do zera otrzymujemy (11),.

Po wyznaczeniu funkeji H(E, 1), (¢, t) € Q2 x T, funkeje u(x, ), (x, t) € Int2 x T, wy-
znacza si¢ ze zwigzku (14), a u, (€, t) i u, (€, 1), (€, t) € 92 x T, na podstawie zwiazkéw (15)
i (24). ‘

W sposdb podobny jak wyzej mozna takze sformulowaé problemy odwrotne, w kté-
rych na réznych czedciach powierzchni 9Q2% dane sa réznego typu WO. Tego rodzaju pro-
blemy prowadza do ukladéw réwnan catkowych na platach otwartych, przy czym istnienie
i jednoznaczno$é rozwigzan tych réwnan jest sprawa otwarta. Dla przykiadu jesli 08* =
=S¥ U S¥i0Q* N 0Q = @, przy czym na S* dana jest WOP, a na S¥ — WO0O, to w celu
wyznaczenia gestoSci H potencjalu WS trzeba rozwiazaé uklad réwnan catkowych, na
ktére sktadaja sie réwnanie (29) dla (x*, t) € §% x T oraz réwnanie (32) dla (x*,¢) € ST x T.

W nastepnej czeSci pracy rozwazymy pewne jednowymiarowe przypadki zagadnied
odwrotnych. Poniewaz wéwczas x € E*, wigc w miejsce x bedziemy pisaé x. Rowniez of
Ox,, orientujacg przestrzed E', oznaczymy Ox. '

4, Zagadnienia jednowymiarowe

W przypadku zagadniert jednowymiarowych, gdy x € E1, obszary £1i £2* sa odcinkami
lub pélprostymi, a ich brzegi 92 i 902* — zbiorami punktéw izolowanych. Potencjaty WS
i WV oraz catki powierzchniowe, wystgpujace w réwnaniach catkowych (33), (32) i innych
przyjmuja szczegdlnie prosta postad. Je§li @ = {x € E* : 0 < x < 1} = (0,]) < E*, wéw-
czas IR = {x:x=0vx = ]} = {0,1},a wspomniane wyzej potencjaly i calki przyjmuj
postacie nastepujace:

WS(x, t|H) = —;} [77 (t—%) x H(0, ) +1 (:~ 'xc‘l' ) x H(l, t)],_

(x,)eE*xT, (3
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!
e, 1f 0, 20) = o [ [000) 2000 27 470,05 1= 25,
0
(,)eE'xT, (39)

WV(x*-E,1)

2 | 22X Z % H(E, t)dS(§) = _I_n(x*) [6 (t- [—x*
¢ i on(x*) ’ 2

) »H(l, 1) -~
_ (40)
,a(z_ *7) « H(0, t)}, (x*, 1) edQ*x T. '

Tutaj n(x*) jest réowne 1 lub —1. Gdy 2 = {x e E' : x > 0} = (0, ) = E%, 32 = {0},
we wzorach (38) i (40) trzeba pomingé sploty zawierajace H(/, t), we wzorze za§ (39) —
g6rng granice catkowania zamieni¢ na 4+ oco.
Problem 4

Niech 2 = {xe E':x > 0} = (0, 00) oraz niech £2* = (x*, 00) x* > 0 (rys. 2). Roz-
wazmy dla takich obszaréw problem 1, w ktérym dana jest funkcja w*(x*, t), ¢ € T, opisu-
jaca WOP, funkcje uo(x), vo(x), x € Q, spetniajace warunki (26), oraz funkcja f(x, t),
(x, t) € 2x T; wspdtczynnik ¢ = const. Nalezy wyznaczy¢ funkcje u(x, t), (x, t) € (2
N\ {x*}) x T, spetniajaca warunek (27) oraz warunki poczatkowe (11). Ponadto nalezy wy-
znaczy¢ funkcje (0, t) oraz u,(0, t), t € T, stanowiace w rozwazanym przypadku prawe
strony zwigzkéw (13) i (23). o )

x=0 0+(0,00)
X =X“ nﬂ___ (X:OO)
on ={o)
30 ="{x"}
Rys. 2

Wobec (38) réwnanie catkowe (29) przyjmuje tutaj postaé nastgpujaca:
*

—:Cl—n(t— fc—) % H(0, t) = u*(x*, ) — WV (x*, t|f. uo, v), teT. @1y

Réwnanie to fatwo rozwiazuje si¢ w transformatach Laplace’a. Otrzymujemy

10,9 = 2 exp | st ) V%, 511, w0, “2)

gdzie nadkreflenie oznacza przetransformowang posta¢ funkcji; s — parametr transfor-
macji. '

Zwigzek (14) ma w rozwazanym przypadku posta¢ nastgpujaca:

u(x,t):%n(t—-%)xH(O,t)+WV(x,t|f,uo,'oo), (x,0)elxT,  (43)
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Wstawiajac prawa strong zwigzku (42) do przetransformowanego wzoru (43) i odwracajac
transformaty znajdujemy

x—x* X —x*

| e
+

u(x,t) = u* (x*, t—

f:uO"vO).*-‘}‘ (44)

+WV(x, tf, 4o, vo), (X,1)eRx%T,
gdzie
Ux,1) dlat>0,
e, e = {0 dla t < 0.

Funkcje WV(x, t | f, 4o, vo), (¥, t) € £2x T, mozna przeksztalci¢ do postaci

X+t
1 1
WV(x, t|f, Uy, 'Z)()) =7[uo(x+ Ct)-}*llo(x—“ct)]-f“-z—c f 'Z)o(y)dy+
x~ct

(43)

t x+te(t—-71)

+2—ICJ f S, ndydr, (x,)elxT

0 a-c(t—1)

znanej jako rozwiazanie d’Alemberta drgan struny, [8], s. 583. O funkcjach uy, v4 i f za-
kiada si¢ przy tym, Ze sa nieparzystymi funkcjami argumentu x € E*. Jak latwo spraw-
dzi¢, funkcja u(x, ), okreslona wzorem (44), spetnia warunki (11) i (27). Wynika to stad,

zedlat = 01x—x* < 0 ma miejsce rownos¢
x¥—x x*—x
¢

u* (x*,

f, Ug, 'Z)O) ]

) =Wy (x*,
+ +

zwigzana z faktem, Zze dopdki zaburzenie nie dojdzie od brzegu do punktu x*, dopéty
warto$¢ funkeji u(x*, t) w tym punkcie zalezy tylko od warunkéw poczatkowych i funkcji
opisujacej wewnetrzne zrédia zaburzedi (por. takze [10]).

Wykorzystujac zwiazki (13) i (23) oraz fakt, ze WV(0, t | f, uo, vo) = 0, znajdujemy

* *
(0, £) = u* (x*, t+ XT) —wy (x*, 2
-

f,uO,'Z)O), tET>

1 our(x*, r)  OWV(X*, 1l f, uo, vo)
(0, 1) = T[ ot - ot ey 2 + (46)
_ aWV(x,”f, u(),‘Z)()) , tET.
ax x=0

Problem 5

Niech £ = (0, /) oraz niech 2* = {x e E" : 0 < x, < x < x, < I}, (rys. 3). Rozwat-
my dla takich obszaréw problem 1, tzn. problem, w ktérym dana jest funkcja w*(x*, 1),
(x*, t) € 602*% x T, opisujaca WOP, funkcje uo(x) 1 v,(x), x € 2, speliajace warunki (26)
oraz funkcja f(x, t), (x, t) e 2x T i wspblczynnik ¢ = const. Wyznaczy¢ nalezy funkcij
u(x, 1), (x, t) € (2\9£2*) x T, spelniajaca warunek (27), oraz warunki poczatkowe (11).
Ponadto nalezy wyznaczy¢ funkcje u,(&, t) oraz u,(&, 1), (£, t) € Q2 x T, stanowigce w roz-
wazanym przypadku prawe strony zwiazkéw (13) 1 (23). o
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x
x =l n=(o,1)
X=Xz 0= xy,%,)
X =Xy an o,
x =0 a0 {x,,xz}

Rys. 3

Wobec (38) réwnanie calkowe (29) przyjmie tutaj posta¢ ukladu réwnan na funkcje
HO, )i H(l,t),teT:

x; l—x
( T) (0,t)+n(t— c’)xH(l,t)=
(47)
% [0 Cxs, £) = WV (xs, 11 fs o 00)],

i = 1,2. Uklad réwnan catkowych (47) bez trudu rozwiazuje si¢ w transformatach La-
place’a. Otrzymujemy

ﬁ(O,S) = {[ﬂ*(xl,s)—W(xl,ﬂf, 1{0,7)0)]6Xp(i;-2—6')—

s sinh (? S) (48),
— [2*(x2, 8) = WV(x, 51, tho, vo)Jexp (ﬁc~ )}

H(, ) = g

Jl[ﬂ*(x“ S)“W(xl, Sl'f’ o, vO)]eXp ( I—C‘xz S) B
esink (7 s) (48),

— [@* (%2, 8) =WV (x3, s|.f, to, Vo)) exp( I_cx’ s)},

gdzie L = x,—x,. Zwiazek (14) ma w tym przypadku postaé

wx,t) = %[n(t— %) * HO,t)+7 (t—’ I=x ) x H(l, t)]+ “9)
+WV(x, t|f, ty, vo), (x,0)ef2xT.

Wstawiajac prawe strony wzordw (48) do przetransformowanego wzoru (49) i wykorzystu-
jac zwigzki z tablicy B.2 z monografii [9] do odwrdcenia transformat otrzymujemy

1 - - —
DD [u*(xl,w i—’;—”—”) +u*(x2,t_xz_x_+_2£t) _

¢
) |

o . (50)
_ E'[u*(xb,_w) +u*(x2,,+_x_2:’f+_ﬁ) _
n=1 ¢ + ¢ *

X, —X+2Ln

—WV(xl, pq X1mx—2Ln
¢ ¢

f’ uOi‘vO) —WV(le t—
+
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X —Xx+2Ln

-—WV(xl,t»
¢

1, uo,vo) ——WV(xz, ,+M
+ c

fsuo, 7-'0) l-l—
+.
+WV(xatlfaan 7)0)’ (X,t)E.QXT.

Funkcje WV mozna przeksztalci¢ do postaci (45) przy zalozeniu, e uo(x) = —uy(— x),
wo(x+21) = uo(¥), Vo(x) = ~vo(—x), vo(x+21) = vo(¥), fx, 1) = ~f(~x, 1),f(r+2]
t) = f(x, 1), x,t) e E*x T.

Kladac we wzorze (50) x = 0 lub x = I otrzymujemy zwiazki (4.7) z pracy [10], opisu-
jace funkeje up(£, 1), (£, t) € Q2 x T. Cytowane wzory otrzymano w pracy [10] na drodze
odmiennej od przedstawionej tutaj. Wyznaczenie wzordéw opisujacych funkcje wu,(§, 1),
(&, t) € Q x T, nie przedstawia wigkszych trudnoéci, dlatego ich tutaj nie bedziemy przy-
taczac.

Problem 6

Niech 2 = (0, c0) oraz niech 2* = (x*, o), x* > 0 (rys. 2). Rozwazmy dla takich
obszaréw problem 3, tzn. problem, w ktérym dana jest funkcja v*(x*, t), t € T, opisujaca
WOV, uy(%); vo(X), x € £, spelniajaca warunek (34), oraz funkcja f(x, 1), (x, 1) e 2xT
i wsptczynnik ¢ = const. Wyznaczy¢ nalezy funkcje u(x, t), (x, t) € 2x T, spelniajaea
warunek (35) oraz warunki poczatkowe (11). Ponadto nalezy wyznaczyé funkcje 1,(0, 1)
oraz u,(0, ¢), ¢ € T, stanowiace w rozwaZanym przypadku prawe strony zwigzkéw (13)
1(23). o

Wobec (38) réwnanie catkowe (37) przyjmie posta¢ nastepujaca:

¢ 0 _X WV
Tﬁ[n(f_”c_)XH(Q,f)]—‘v(x , 1) — PT ¥, t S, ua, o), teT, (51)

Roéwnanie to rozwigzujemy w transformatach Laplace’a. Otrzymujemy

x*s
¢

— 2 1 _ C——

HO, 5) = TS exp( ) [T TR, 5)— WP(x*, s1f, to, 7)0)]. (52)
Z pordéwnania zwiazkow (52) i (42) widaé, Ze maja one analogiczng budowe. Postepujac
dalej tak jak w problemie 4 otrzymujemy ostatecznie

X x*
11—

u(x,1) = f v*(x*, 7)dm (t—

0

xX—Xx*
¢

X —x*

)—-WV(x*, t—

S toy Z’o) + (53)

+WV(X> t’f) u09710); (X, t)E.QXT,
Zwiazki opisujgce funkeje 1, (0, t) 1 u,(0, £), ¢ € T, wyznacza si¢ podobnie jak w problemie 4.

5. Uwagi koncowe

Przedstawiona w pracy metoda rozwiazywania granicznych zagadnien odwrotnych dla
réwnania falowego, bazujaca na catkowym sformulowaniu problemu, pozwala bez trudu
sformutowaé réwnania catkowe lub uklad réwnan catkowych na gesto§¢ potencjatu opéz-
nionego warstwy pojedynczej bez wzgledu na rodzaj WO i wymiar zagadnienia, W przypad-
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ku zagadnien jednowymiarowych réwnania te przyjmujg bardzo prosta postaé, pozwala-
jaca na otrzymanie rozwigzai Scistych. Fakt ten jest wart podkreslenia, gdyz graniczne
zagadnienia odwrotne teorii przewodnictwa cieplnego, ktérym gléwnie poswigcano uwage
w ostatnich latach, nie doczekaly si¢ jeszeze rozwigzan $cislych.

Do budowania réwnan catkowych dla zagadnien odwrotnych rozpatrywanych w pracy
wykorzystano reprezentacje catkowe rozwigzan zagadnien prostych, zawierajace potencjal
opbzniony warstwy pojedynczej. Jak pokazano w problemie 1, wykorzystanie reprezentacji
catkowych zawierajacych potencjal opézniony warstwy podwdjnej nie zmienia typu réw-
nania catkowego na gesto$¢ potencjalu. Budowanie réwnan catkowych dla probleméw
1-3 i ich jednowymiarowych egzemplifikacji w oparciu o twierdzenie 3 nie nastrecza
wiekszych trudnoéci i dlatego w pracy nie poswigcono im uwagi. _

Interesujacy jest fakt, ze calki powierzchniowe ze splotéw mozZna w przypadku zagad-
nien tréj- i dwuwymiarowych sprowadzi¢ do catek potréjnych. Wynika to z postaci roz-
wiazania podstawowego réwnania falowego, (2). W przypadku gdy f(x, ) = 0, (x, ) € 2 x
x T, oraz zerowych warunkow poczatkowych fakt ten znacznie upraszcza zagadnienie
rozwigzania problemu odwrotnego.

Gdy obszar 2 < E", m = 2,3, ma 2lozony ksztalt, wowczas przy rozwigzywaniu
zagadnien odwrotnych mozna postuzyé si¢ metoda elementéw brzegowych, czesto wyKorzys-
tywang do rozwigzywania zagadnien prostych, [16-19], gdyz punktem wyjscia dla tej
metody jest wladnie sprowadzenie rozwaZanego problemu do ukiadu réwnan catkowych,
zawierajacego calki powierzchniowe.
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Pesmome

TPAHHUYHLIE OBPATHBIE 3ATJAYY OJI BOJIHOBOI'O YPABHEHUA

B crarbM npeAcCTaBIEHb] MHOOMEPHBIE MpaHUUHbIE OSpaTHBIE 334Ul JJIA BOJIHOBOLO YPABHEHHS,
VIxTerpansHble pernpeseHTAllMH pelleHuil HauabHO-KPaeLIBX 337au BbIBEACHBI HA OCHOBE TEOPHH INO-
texHnuana, s ofpatabix 3agay copMyIHpOBaHbl MHTErpajbHbIC YPABHEHUA B KOTOPHIX HEUIBECTHOH
dyHKUMell ABNAELTCA MIOTHOCTh NOTEHLMANA IPOCTOrO CNOfS. YIOTPeONAsA 3TY HHTErpanbHYo dopMmy-
JMPOBKY HalAeHbI TOUHBIE PELIEHUS TPEX O[HOMEPHBIX IDAHHYHBIX OGPATHLIX 3244,

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 1 lutego 1984 roku

Summary

BOUNDARY INVERSE PROBLEMS FOR WAVE EQUATION

The multidimensional boundary inverse problems for the wave equation are considered. On the basis
of the potential theory the integral representations for the solutions of the initial-boundary problems are
derived, Next, the integral equations for the inverse problems are formulated, in which density of the
simple layer potential is an uknown function.

The exact solutions for three one-dimensional inverse problems are found by means of the integral
formulation.



