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1. Wstep

Przeprowadzmy badania analityczne drgan ukiadu nalezgcego do takiej klasy nieli-
niowych uktadéw mechanicznych, ktére zawieraja elementy o charakterystykach sprezy-
stosci typu kwadratowego. Przyjmijmy ponadto, ze uklad charakteryzuje sic réwniez
okresowo zmienng sztywno$cig, poddany jest dzialaniu kinematycznego wymuszenia
zewngtrznego oraz przedstawi¢ go moZna w postaci dwumasowego modelu plaskiego
z liniowym tlumieniem (rys. 1a).

Rys. 1

Rys. 1b przykladowo ilustruje model fizyczny takiego uktadu w przypadku pionowych
drgan ogumionego pojazdu. W przypadku tym masa uresorowana M polaczona jest z masg
nieresorowang elementem pneumatycznym (1) o charakterystyce sprezystosci w postaci
funkgji drugiego stopnia [6] oraz amortyzatorem (2) ktérego charakterystyke aproksymo-
wano funkcja liniows. Element sprezysty (3) przedstawia koto ktérego sztywno$¢ promie-
niowa ogumienia na obwodzie zewnetrznego zarysu opony jest zmienna na skutek nieje-
dnorodnosci jej budowy powstalej w trakcie procesu technologicznego [5], [7]. Zmiang
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tej sztywnosci wokol pewnej wartosci $redniej aproksymujemy funkcja harmoniczng
w postaci dwoch fal [7].

Ze wzgledu na adekwatno$é modelu — z pewnym przyblizeniem wynikajacym migdzy
innymi z zalozenia stabego sprzezenia drgafi tylnej i przedniej osi samochodu — mozZemy
traktowaé go jako odpowiadajacy ukladowi przedniego lub tylnego zawieszenia pojazdu.
W dalszych rozwazaniach skoncentrujemy si¢ na analizie drgan tego typu uktadéw (rys. la)

2. Matematyczny meodel drgan

Ukfad rownaf rézniczkowych ruchu przyjmuje postaé
MZ +h(2,—2,)+ k(2. — 22) + k1 (2,—22)* = 0 |
ity — (s — 1)~z —22) — k(21— 22)? = () [g(1) ~ 2] M
gdzie:
z,, z, — wspolrzgdne uogdlnione,
ki k, — wspdlczynniki sztywnosci,
h — wspdtczynnik thimienia,

c(t) — zmienny wspdlezynnik sztywnosci elementu (3),

q(t) — funkcja przemieszczenia.
Przyjmijmy okresowo zmiennga sztywno$¢ elementu (3) w postaci

c(t) = ¢;—cqcos2wt
oraz

q(t) = gocos(Qt—g),
gdzie:
¢, — srednia warto$§¢ wspolczynnika sztywnosci,
¢o — amplituda modulacji sztywnosci,
w — czestoéé kotowa wymuszenia parametrycznego,
2 — czestosé kotowa wymuszenia zewngtrznego,
¢ — kat przesunigcia fazowego.
Whprowadzajac oznaczenia

. kl_ . —
A h = phy

gocosp = uQy; gosing = uP,
oraz pomijajac niektére wyrazy ze wzgledu na realne zalozenie, ze amplituda modulacji
sztywnosci jest znacznie mniejsza od podwojonej $redniej wartosci wspélczynnika sztyw-
nosci
Co < 2¢
otrzymujemy uklad nieliniowych réwnan rézniczkowych z ktérych jedno jest réwnaniem
niejednorodnym i zawiera okresowo zmienny wspdiczynnik
Mz, + phy (2, — 2,)+ k(zy — 25) + pxk(z, —2,)? = 0
mZy — phy (2) ~ 2,) — k(2zy — 25) — puxk(z, — 2,)* + )
+¢; (1 — pcos2wt)z; = pc, (Q4cosQt+ P, sinft)
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Podstawiajgc do uktadu réwnan (2) ¢ = 0 otrzymujemy
Mz, +k(z,—2z,) =0,
mz,—k(z,—z5)+c 2z, = 0. (3)
Przyjmujac rozwiazania réwnan (3) w postaci
Z, = acospt z, = bcospt
znajdujemy — przy zaloZeniu, Zze a i b sa rézne od zera — kwadraty czgstosci kotowych
drgan wlasnych uktadu liniowego w postaci

1| % k+ k+c 2 ke,
P%,z = 7[— & ]/( . ) Mr(; ] (4)

Zakladajac male ttumienie [4], wprowadZmy wspéirzgdne quasi-normalne dla ktdrych
przy p = 0 nastapi rozprz¢zenie uktadu réwnan rézniczkowych. W tym celu dokonajmy
liniowej transformacji wspdlrzednych w postaci

z; = B1y2—Pays,

5
22 = Y(y1—)2), Q
gdzie:
- " . - "2 . _ 1
b= = P Moy YT s V2
k—Mp} k— Mp?
)’1 - T, ‘}’2 - —k—‘
Wprowadzajac czas bezwymiarowy
T = wt
oraz wykorzystujac zaleznoéé (5), z réwnan (2) otrzymujemy
.I},Jl + A3y = ﬂ[_x-i”'}(ﬁh —&291)*— 0, /11(61JI’2‘ 32},’1)‘*‘
40, A2(y1 —2)c0s27+ 0, Acosft+ Py A2sinQr
(6)

2
y2+/12(p ) Y2 = [_XM'E (f)_z) (51J’2—82)’1)2~6111%2“(61J,’2—32J,’1)+

+0, A2 (p ) (1 —y2)cos 27+ 0, A2 (-i)’i) cosQ7+P, A2 (1;—2) sm!.?-c]

1 1

gdzie:
v d*y M
b7 dzl—(l=1,2): —’n—: ’ f_!ili‘
_ Mpyhy | Yiay | _
6, = mk 0, = m—pf’ & = fo+y
= _ el 3 el 5 Q
Ql mp% E] Pl _ -m-pf ] -Q - »
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oraz
Mpyh Y261y,
0 = —- mzk ! y Q2= rizplg s &y = 132+’P

= yaQi . 5 _ YielPy
T B

2
‘W drugim przypadku gdy A} = Z 2

y1+,12(p )yl—y[ lez(p )(£1y2—82y1)2

—5122( )(81}’2—82)’1)'{'9122( 72 ) (y1—y2)cos2v+

2 2

)
+0, A2 (%) cosQt+ Py A3 (%) sinQT]

Yo+ 13ys = pl—gMA(e192— £291) 6, Aa(e1y2— & y)+
405 A2(¥, — ) 0827 + @, A3 cosfT + P, AZsinQ7]

3. Metoda rozwiazan

W badaniach drgan parametrycznych uktadow nieliniowych z symetrycznymi charakte-
rystykami sprezystosci zazwyczaj stosuje si¢ metode bilansu harmonicznych [2], [3].

Rozwigzmy uktadu réwnan (6) i (7) w oparciu o perturbacyjng metod¢ malego para-
metru [1]. Dzieki temu wyznaczymy poszukiwane wielkosci, rozwiazujac uklad reku-
rencyjnych réwnan rézniczkowych liniowych.

Zbadajmy drgania ukladu odpowiadajace gldwnym rezonansom parametrycznym.
W celu znalezienia rozwiazan okresowych uktadéw réwnan (6), (7) przedstawmy y, ()
i y,(t) w postaci szeregéw potggowych wyrazonych w funkcji malego parametru

71(7) = Y@ +w P (D) +p*yP (D) + g
$2(7) = YO)+ D)+ a2 + .. ®
gdzie ¥, y57 (1 = 0,1,2...) sa funkcjami okresowymi. Rozwigzania okresowe réwnarn

(6) mozliwe sa dla pewnych wartoéci parametru A2, ktéry réwniez przedstawimy w postaci
szeregu potggowego

A= (i‘) = 14uo+p’a,+ ... )
gdzie oy(i = 1, 2...) sg stalymi wspdlczynnikami, ktére wyznaczymy z warunku okreso-

wosci unikajac w rozwigzaniach wyrazéw sekularnych.
W przypadku uktadu réwnai (7) parametr A2 wyrazimy w postaci

2
- (2] < s e w
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Podstawiajac szeregi (8) i (9) oraz (8) i (10) odpowiednio do réwnan (6) i (7) oraz wpro-
wadzajgc oznaczenia

D2 . P =,

D1 D2

po przyréwnaniu do zera czlonéw przy u' otrzymujemy uklady rekurencyjnych réwnan
rozniczkowych liniowych. W celu uniknigcia rezonanséw wewnetrznych, wylaczmy przy-

padek szczegdlny gdy v = % jest liczba catkowita.
1

4. Analiza drgai okresowych ukiadu bez wymuszenia zewnetrznego

Rozpatrzmy drgania okresowe ukiadu opisane réwnaniami (6) i (7) w przypadku
edy P, =Q, = P, = 0, = 0. Oznacza to, Ze na uktad nie dziala wymuszenie zewnetrzne.
Na przykladzie modelu przedstawionego na rys. 1b réwnowazne jest to z zalozeniem, Ze
ogumione koto toczy si¢ po idealnie réwnej nawierzchni.

Rozpatrujac uklad réwnan (6) zbadajmy drgania okresowe dla ktérych zgodnie z (9)
przy u = 0 czgsto$é w jest rowna pierwszej czestosci drgan wlasnych p,. Przyjmujac
¥ = 0 otrzymujemy

7

¥ +y =0 (1)
PP = —a, O — XMy + 0, 6,30+ 0,y Ocos 27 (12)

P 49 = — a0 — o,y — xM[e3(0ry y{O7+ 2000 — 26, £, 504 +
‘ ay oo ‘(1 0 1 1 (13)

—0; | ey — &, '2—)’1 Yy [+ o1 (0 O+ — y5D)cos 27
YD 42y = —xMe2p?y 9?46, szvﬂli‘lo)-i—gzvzy(lO)cosZr (14)

YR 2P = — o w25 — xMy?[e3 (a0 + 20 09(0) — 26, 62500 0] +
(15)

i ’ o ’ ”
~ 0, l&y&”— & (Tl " +y‘1”)] +029% (o YV 4y —y4D) cos 27

Zatozenie trywialnego rozwiazania y5» = 0 wynika z réwnania

.1}3(20)+v2y2 = 0’

Przy wczeéniejszym zaloZeniu, ze obie czgstosci drgan wlasnych p,, p, sa niewspoimierne
(» nie jest liczba calkowita), gdyby y{®’ # 0, wspélrzgdna ,,nierezonansowa’ y,(7) nie
zmienialaby si¢ z taka sama czestoscia jak wspolrzedna ,,rezonansowa” y,(t). W takich
przypadkach rozwiazanie niezaburzone »4”(7) stanowitoby czton zakldcajacy okresowosc
funkcji y,(7) a tym samym — z uwagi na rownania (5) ~— réwniez drgan opisanych przez
wspoirzedne uogodlnione.
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Podstawiajac do rownania (12)

0) _

Y1

z warunkéw okresowosci rozwigzan otrzymujemy

a,cost+b,sint

1
0‘1“1‘791“1—61 g0, = 0,

5132a1'*'°‘1b1‘|’ 5 0,6, =0,
skad przy a, # 01 by # O znajdziemy
1
%0, = i—z ] 45152, (
16
6 2
. Ny N L e
01 21
gdzie
A% = ai+b}
Po przeksztalceniach réwnanie (12) przyjmuje postaé
1 ]_ — — .,
P+ = ~—2—st§Af—%st;(af—b})cos2r+
— . 1 .
—st%alb151n2r+791(a100531+b1 sin37).
Rozwigzaniem szczegdlnym tego rdwnania jest funkcja
1 —
= —TstﬁAi+-é—st§(af—b§)cosZr+
an

3

natomiast réwnania (14) funkcja

1 = 1 .
+—xMeia b, sin2r——»lv6-- o,(a;co83t+b,sin37)

1 1
ye = “'2_XM82A f}_r (i—gzva1+6232b1) cosT+
1 : Me}
-—vzil (792vb1+6282a1) sint— ;( 282'V) (a1 —b3})cos2t+
— 7 xMeiab sm2r+4‘gzv (aycos37+b,sin37)
p2—4 210y 2(’1}2—9) 1COSOT 1

Podstawiajac zaleznosci (17) i (18) do (15) z warunku zapewnienia rozwigzan okresowych
otrzymujemy

w8, = —xM* 163[—Af01+%(ai—b3)a1 +%a1bf] +

2

p 2
+ & 82 [Afal +2—(1—}7::‘;)—(a% 1)a1+ ) albz]}
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Srev {1
+——‘61 €45 0y bl 1_—1_ (Q“Q

] 2vb1+62 £2a1)+

017 1 0107"’ 1 b,
”m (—2— 02va;+ 0, &, b, ) 4( " 9) a, + 3 Q10 a, 1 070y
oraz
_ 1 1
b, = —szz{sz[ Alb, — e (@%>—b}) b, +- 7 atb ]+
2

Py R e ””

d 1
: 0y e20na, + lilv(?_ 02vay+ 0, 8,b )+

+e,83|A3b, —

T2 1

oy 1 010,72 1
2(1} 1__ 1) ( -02vb + 0, 82“1) 4(122 9 b,— 2 - 010 by — 3 =5-01hy

Z powyzszych zaleznodci znajdujemy

0 = szzAz[ 2(“}4”'6 ) _ € 63 (=4 ot +20*(af + 63 32)
30, *—9oi (19)
" 0, 0, 8,v(e;+ &2) _ 0% e, 820,92 _ 0102v*(»*—5) Loro
y2—1 ?—Do;  202—D(p7—9) ' 1 32 o
Podstawiajac znalezione wyrazenia do (9) otrzymujemy
2 1 ST
A3 = 1+~2-y]/@;—46§£§ +amput+ ...
(20)

2y 1
A1 = 1——,u Voi—467 63 +au+ .

Zbadajmy nastgpnie drgania okresowe opisane ukladem rownan (7). W tym celu w row-
naniach tych wykorzystajmy szeregi (8) i (9) przy uwzglednieniu rozwiniecia

A, = 1+/A%1—+
Po przyréwnaniu do zera poszczegdlnych wyrazéw wystepujgcych przy p! (i =0,1,2,...)
oraz analogicznym jak dla ukladu réwnan (6) zatozeniu y{> = 0 wynikajacym z réwnania
FO 42230 = 0
otrzymujemy
YO 2P0 = — xMeln2p0?— 8, 5,9, — 0,93 y{Pc0s 27 @2n

y(12)+1’%)’(12) = _"’1 oy yi —Xle[E (aly(0)1+2y50)y(21))+

=26, &, yS0Y{P1— 6,7, [sl (a—?_l y‘°’+J3§")) —¢ yi"] (22)

+0,v1 (P — oy YO — pi)cos2t
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(0 0y _
Y+ =0
4 AL o2 ,(0)2 0
PO PD = — oy — xMe? y§02 — 8, £, Y50 —~ 0, YV c0s2T

PP = — oy — ot y5D = xM 3 (0 Y572+ 2¥570450) ~ 26 £2 Y5 ¥V +

2

o ’ ’
— 0, {61 (~1 y‘z°’+y‘2”) — 82)’(11)] +02(" — o, ¥4 — i) cos 27

_ 1
¥ = —~—;—xMﬁA§ +te xMe? (a2 —b3)cos2T +

+ —; xﬂe}azbzsinh-thg 0x(aycos3t+b,sin37)

31

o1 =
¥ = ——2—xMefA§———2_1

(%91v1a2+ 0, slb2) cosT+

y? stlvl

20 -4

1
( 5 91v1b2+6181a2)sm1 (a3 —b3)cos2r+

vi~1
v} 0171 .
"y xMelazbzst‘t W (a2COS3T+bZSln3T)

oraz

_a ZMZ[ 0 305203+ 02e)  (3-4) o3+ (el +63ed) siaz]Jr
302 (i—9de:

+ 5152811’;(31+52) _ 0361 620,77 _ 010291(»}1—5)

vi—1 (»i1—Deo; 201 -D(1-9)

Powyisze zaleznosci wykorzystujemy w rownaniach

+05f—?2“ 03

A0 = 1—%/; 1/3—433‘3? +oy - put 4.

1 —_—
BO =1+ p)ed—403el +ar p2+ .

5. Analiza drgan okresowych ukladu z wymuszeniem zewngtrznym

(23)
24

(25)

(26)

o)

(28)

(29)

(30)

Zbadajmy drgania ukiadu z parametrycznym oraz jednoczesnym zewnetrznym wymu-
szeniem drgad. W dalszych rozwazaniach ograniczymy si¢ do takich przypadkéw, dla
kidrych czestos¢ wzbudzenia parametrycznego jest réwna czesto$ci wymuszenia zewnegirz-
nego (w = ). Zalozenie to zasadniczo rzufuje na rozwazane rozwiazania. Podstawowa
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bowiem czesto§¢ drgan parametrycznych rozpatrywanego ukladu — bez wymuszenia
zewnetrznego — w przypadkach rezonanséw gléwnych jest réwna w.

Jeéli rozpatrujemy drgania ukladu z ogumionym kolem (rys. 1b), to ze wzgledu
na zwigzki

v 2ny
“=7R ]

gdzie: v — predko$é jazdy, R — promien kola, / — dlugosé fali nieréwnosci drogi;
zatozenie w = £, odpowiada jezdzie, po drodze ktorej diugoé¢ fali nieréwnosci okresla
zaleznosé

| =2m-R.
Podstawiajac szeregi (8) i (9) do uktadu réwnafi (6) przy zatozeniu y{ = yi® = 0, otrzy-
mujemy

YO+ =0, @1

YO 4D = —oy O —xMe3 ¥+ 8, 6,08 +0, yiVc0s 27+ 0, cos T+ Pysinz,  (32)

’

FO+PD = —ay )i — 0y Y0 — xM[63(0 Y% + 2 2) — 28, £2 55047 +

-6, [61}3(21)— & (};(1”4' %1 (0))]+Q (P 4oy y(P = y§)cos 2t +

+a,0,c0sT+0a, Pysint, (33)

PO 1p2p6h) = — xMeZv2y{0% + 8, 6,9 + 0,97y Vc0s 27 + )

+ v2Q2 cos T+v2P,sin,

PP 4wy = —v20y y0— x M2 [ (0, O+ 2O +

o ’
—2€, &, Y{VY50]~ 8, [slyz — & (7‘ y‘°’+y‘1")] +

+ 0,72 (DD + o, YO ~ ) cos 27+ oy v2 @, cos T4ty ¥2 Py sin v (35
Podstawiajac do réwnania (32)
¥ = a,cost+b,sint
po przeksztalceniach znajdujemy

1 — 1 —
a (ai'*? o} + 6% 5%) =0 (“1+7 Q1)+P151 £

1 - 1 —
b, (“f Py Q1+51 62) = P, (011"-2—91)—Q161 &2

Z powyiszych réwnan dla przypadku P, = Q, co odpowiada przyjeciu w funkcji prze-
mieszezenia g(t) wartoéci kata przesuniecia fazowego ¢ = w/4 oraz 4, # 0 otrzymujemy

__/4__._357
Uty = ]/ ?4; +7f (0} —407 &)+ —— 0; 1/91(91 +26, 32)“"2%“ (36)
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Rozwigzaniem szczegblnym réwnania (32) jest funkcja

P = ——%xﬂe%A%+—é— xMe3(a} —b?)cos2T + 37
. 1 5.2 . 1 .
+?xM35a1b1sm21—ng(alcosSr+blsm3r)
natomiast rownania (34)
) 1 —, ., » 1 —
y2 = _-E—XM82A1 +ﬁ" 7927a1+(5262b1+1’Q2 CoST +
1 -1 . xﬂ?e
_%__l(702Vb1+6282a1_VP1)81nT 207-4) ( a2 —b})cos2t+ (38)
xMe2v? .
__vz__zTalb SiN27 4+ —>—— 2( 2 9) (a,cos37+b,sin37)

‘Wykorzystujac zaleznoéei:
_2(0‘1A% —Qia,—Py b,

ai—b = o
— 0
ab, = Plal Q1Z1 16247
1

po przeksztalceniach znajdujemy
— 2 _
a, = y*M?e; {/ﬁ ‘? [Qi+P?~2(0; 010, +
1

+oy Pib+0,8,Pra,— 8, 8,0, b))+ A3(a} + 67 8%)]} +

_ 22 . _
—x*M?¢, &3 {Af‘l‘m [(Pi+0D—2(a;Q1a,+
+ o, P by +P, 6, 62a,—Q, 0,6, b))+ At (o} + 6% 3%)]}'*‘ (39)
018,02 —0,6,017) [= a —
+ ( 1&2; —1); 2017) (P, A12 0. L A2 (5182)+
— b
N 6161‘02 (_ b1 F 017 (Pz QZ AZ)
i1 (& 2A2 BT e
61 81 62827 2 1"2—‘5 2 l 2
e oy e S Tl

Podstawiajac szeregi (8) i (10) do ukladu réwnan (7) przy y{® = y{®> = 0 otrzymujemy

YOIy = —v2xMed ps — 8, 6,9, ¥ — 0,03 P cos 27+ (40)
+920, cost+»2 Py sint '
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YR 4031y = —via y0 Myt [0 Y5+ E00) = 28, £, 00T+

o 7 7
— 8,7, [81 (—ziy‘2°’+y‘z")—ezy1 ]+9 v =40 = y§)cos 2T+ (41)

+aviQ cosT+avi P sinT

PO +¥ = 0 (42)
FO4pED = — ey — M YO~ 8, 6,57 ~ g yicos 2t +
43
+chosr+stmr (“43)
PR HYD = — aa P —ay 58— xMed (o Y9+ 20980 — 2, 6, ¥+
o
_51,,1 [81( 21 y(°)+y‘“)~agy(”]+92(y&” y(”—otxy(zo))00321+ (44)

+ 0y Q,co8 T+ oy PysinT

Postepujac analogicznie jak w przypadku poprzednim przy zatozeniu, ze P, = éz znaj-
dujemy

%100, = * Q2 ;{ (03 5— 251)"’ Q2 ]/92(024'252 51)+ QZ (45)

PD = ._% yMe? A2 +—é— yMe%(a?—b3)cos2t +
(46)

+ i xM51 a,bysin2r+-—

3 (azcos3t+b,sin371)

16 ez
Wykorzystujac zaleznosci
2 p2 2(ézaz+ﬁzb2—a1A%)
a;~b3 = :
02
ézbz“ﬁzaz— 0,6, 43
02

I

ab,

otrzymujemy rowniez

_ 7 _ _ —
. = szzs‘z' {A%—TQ%— [Q%+P%—2(de2a2+a1P2b2+62€1Q2b2+
— 0,5, Pyay)+ A%(a} + 63 &2 ]}*8? £2 x> M? {A§+—22v—1 [0%+P3+
i—9e3

“2(°‘1Q2ﬂ2+°ﬂ11’2b2+52 51Q2b2"52 & Pz“2)+A2(°‘1+62 31)]}

5 Mech. Teoret. i Stos. 2/85
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G691 (5 @ = by 43 j
o \D o 2 *

628261811’1 2 'V%—‘5
R o L To g Y )t

1
+0¢f—-379§

6. Przyklad liczbowy i badania analogowe

Badania analityczne zilustrowano przykfadem liczbowym przyjmujac nastgpujgce
dane:

‘N
M =200 [kg], k = 60000 [N/m], n = 100 l‘mi]
m =100 [kgl, ¢, = 150000 [N/m], wux = 0,4 [1/m],
4o = 0,01 [m].
Na podstawie (4) obliczono
Py = 143182 [1s], p, = 46,8507 [1/s]

Wykorzystujgc wyniki analityczne oraz zaleznosci (5) sporzadzono wykresy amplitud
AL, AD, AP, 48D odpowiadajace wspolrzednym z, i z, oraz wartodci bezwzglednych
przemieszezen §rodkéw drgan |X, | i |X,,| obu mas w przypadkach braku i wystgpowaniu
wymuszenia zewnetrznego. Wielkoéei te przedstawiono w funkcji rozstrojenia czestosci
wymuszenia parametrycznego o zgodnie z zaleznoicia

2
A2 = (—:%) = 1+a

W celu sprawdzenia poprawno$ci badan analitycznych przeprowadzono badania
analogowe na maszyniec MEDA 43H. Badaniom analogowym poddano uktady réwnan
rézniczkowych wyrazonych we wspolrzednych uogélnionych z, i z,, przy automatycznej
zmianie ® — czgstosci wymuszenia parametrycznego. Pisak rejestrowal graniczne wartosci
wychyled kreslac obwiedni¢ amplitud. W celu okreSlenia przedziatéw dwuznacznosci
rozwigzan rejestracje analogowa przeprowadzono przy zwigkszaniu, a nastgpnie zmniej-
szaniu wartosci w. Z tego tez wzgledu symulacja analogowa spelnita réwniez role badan
statecznosci rozwiagzan.

Wyniki badan analogowych przedstawiono lacznie z wynikami badad analitycznych,
nanoszac na osiach odcigtych wartoéci w oraz odpowiadajacych im wartoéci rozstrojenia
czgstosel .

Na rysunkach przedstawiajacych wykresy amplitud w funkcji czestosci, literami ,,a”
oznaczono krzywe odpowiadajace amplitudom drgan ukiadu bez wymuszenia zewnetrz-
nego, natomiast literami ,,6”” — krzywe dotyczace amplitud drgah ukladu z wymuszeniem
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zewnctrznym. Wyniki badan dla przypadku rezonansu wzglgdem czgstosci drgan wiasnych
p1 przedstawiaja rysunki 2, 3, 41 5.

Wyniki badan dla przypadku rezonansu wzglgdem drugiej czgstosci drgan wiasnych
p, przedstawiaja rysunki 6,7, 8 i 9.

Rys. 10 przedstawia przykiadowo przebieg czasowy drgan zarejestrowany w trakcie
badaii analogowych. Ilustruje on przesunigcie srodka drgaf.

7. Analiza wynikéw badai i wnioski kofcowe

Przebiegi krzywych amplitudowych otrzymanych na drodze rozwazai analitycznych
oraz symulacji analogowej §wiadcza o dobrej zgodnoéci wynikéw obu rodzajow badan,
a tym samym o poprawnoéci dociekan analitycznych. Jedynie dla amplitud drgan masy M
przy samym wymuszeniu parametrycznym i rezonansie wzgledem p, rozbiezno$¢ tych
wynikéw wynosi okolo 12%.
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Krzywe amplitudowe dla ukiadu z nieliniowa sprezystoscia typu kwadratowego od-
chylajg si¢ w strone mniejszych czestosci wymuszenia drgan, tak jak w przypadkach migk-
kiej charakterystyki sprezystosci z nieliniowodcia szeScienng. Najwigksze amplitudy
drgan statecznych stwierdzono dla dolnej masy m przy rezonansie wzglegdem drugiej
czestodel drgan wiasnych p,, zaréwno w przypadku samego wzbudzenia parametrycznego,
jak réwniez jednoczeénie dzialajacego z nim wymuszenia kinematycznego. Szerokoéé
obszaru niestatecznoéci parametrycznej w przypadku rezonansu wzgledem drugiej czestodci
drgan wlasnych p,, jest okoto 7,2 razy wigksza od szerokosci obszaru dla rezonansu wzgle-
dem czgstosei p, . Poréwnujac prawe galezie krzywych amplitudowych ,,a” i ,,6” — odpo-
wiadajacych rozwigzaniom statecznym — nalezy stwierdzi€¢ znaczny wplyw wzbudzenia
parametrycznego na wartosci amplitud drgan.

Unaocznia si¢ to tendencjg do zblizania si¢ obu tych krzywych wraz ze zmniejszaniem
czestodel w poczawszy od prawej granicy obszaru niestatecznosci parametrycznej. Na
przykiad, dla rezonansu wzgledem drugiej czestosci p,, amplituda drgan, przy o = 0 masy
m w przypadku dzialania samego wymuszenia parametrycznego stanowi okoto 82% war-
tosci amplitudy przy jednoczesnym dziataniu obu rodzajéw wymuszen, natomiast dla
masy M udziat ten wynosi okoto 80%.

Podczas symulacji analogowej — spelniajace] réwniez rol¢ badan stateczno$ci — nie
stwierdzono drgan odpowiadajacych lewym galeziom ,,a” teoretycznych krzywych ampli-
tudowych. Swiadczy to o tym, ze drgania przedstawione tymi krzywymi s niestateczne.
Poniewaz badania analogowe przeprowadzono przy ciaglym zwigkszaniu, a nastepnie
zmniejszaniu wartoéci w, w rezultacie otrzymano obwiednie amplitud drgan statecznych.

Na rysunkach, wzdhuz krzywych amplitudowych oznaczono strzatkami kierunki ruchu
pisaka, a tym samym zmian wartosci amplitud wraz ze zmiang czgstosci w. Stwierdzono
przy tym przeskoki-amplitud wystepujace w miejscach zaznaczonych strzatkami pionowymi.
Rezultaty te potwierdzaja znana w teorii drgan zasade zrywania amplitud wzdtuz piono-
wych stycznych do krzywych amplitudowych.

We wszystkich rozpatrywanych przypadkach (rys. 4, 5, 8,9) bezwgledne wartoéci
przesunigé rosng wraz ze zmnigjszaniem czgstodci w. Dla rezonanséw wzgledem p, i p,
bezwzgledne wartoéci przesunigé dla masy M sa wigksze od masy dolnej m.
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Peswme

KOJIEBAHVSI CHUCTEMbBI C HECMMETPHUYECKOM XAPAKTEPHUCTHKOM YIIPYT'OCTH
MPU TTAPAMETPHYECKOM M BHEITHEM BO3IENCTBUU

B paGoTe nccneaylores KosleGaHUs CUCTEMBI IIPH ABYX CTENEHAX CBOGOAEI C HENMHEHHON yIIPyroCThIo
KBaJPaTHYHOro THNA, a TAIOKe C JIMHEHHLIM 3aTyXaHWeM NPH NapavMeTpUUeCKOM Bo30YMXAeHMH neicIBy-
IOLMM COBMECTHO C KHHEMATHUECKHM BO3JeHCTBHEM.

AHanmTHUeCCKIE UCCICHOBAHNA MPOBEAEHD! C HCIIOIL30BAHUEM IePTYPOALMOHHOr0 METOMIA.

TIpaBHIBHOCTL PE3YNBTATOB AHAJMTHUECKHUX HCCIICAOBAHH, 4 TAKMKE MCCIIEAOBAHUS YCTOHYMBOCTH
NIPOBECHBE NYTEM AHATOTOBOW MMMTALMH.

Summary

THE VIBRATIONS OF THE SYSTEM WITH NONSYMMETRICAL CHARACTERISTICS OF
THE ELASTICITY UNDER THE PARAMETRIC EXCITATION AND EXTERNAL EXERTION

In this work the vibrations were considered of the system of two degrees of freedom with nonlinear
quadratic type elasticity and linear damping under the parametric excitation and simultaneous kinematic
exertion.

Analytical examinations were proceeded by the method of perturbation. The correctness of the re-
sults of analytical considerations and stability examination were proved by means of an analogue simula-
tion.
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