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1. Wstep

Obserwacja zjawiska elastooptycznego wymaga poddania $wiatta dwukrotnemu dzia-
taniu filtru polaryzujacego: przed i po przejsciu przez dany osrodek elastooptyczny [I]
Drzialanie pierwsze nazywamy dzialaniem polaryzatora, dziatanie drugie — dzialaniem
analizatora. W pracy niniejszej chcieliby$my zwrécié uwage na to, ze w pewnych warunkach
role jednego z filtréw, polaryzatora lub analizatora moze spetnié zjawisko wewnetrznego
odbicia pod katem Brewstera. Jak wiadomo, przy odbiciu pod tym katem nastepuje catko-
wita polaryzacja $wiatla [2].

Po przedstawieniu podstaw teoretycznych zjawiska podamy przyktad, w ktérym dzia-
lanie analizatora zastapione jest przez odbicie wewngetrzne. Otrzymany w ten sposib obraz
elastooptyczny w polgczeniu z obrazem otrzymanym przy prze$wietleniu normalnym moze
stuzy¢ do rozdzielenia naprezen.

2. Efekty polaryzacyjne przy odbiciu promienia $wietlnego
od plaskoréwnoleglej plytki dwojlomnej

Niech wigzka $§wietlna pada pod katem « na plaskoréwnolegta plytke dwdjlomnag —
ofrodek elastooptyczny. Powierzchni¢ plytki, przez ktéra $wiatto wchodzi do oérodka,
nazwiemy powierzchnig przednia plytki; druga powierzchni¢ plytki nazwiemy tylng.
Zajmiemy si¢ tylko ta czescig wigzki, ktéra po zatamaniu na powierzchni przedniej, przejsciu
przez o$rodek, odbiciu od powierzchni tylnej, powtdérnym przej$ciu przez ofrodek i za-
tamaniu na powierzchni przedniej opuszcza plytke po stronie wejSciowej. Wybierzmy z tej
czg$ci wigzki promier éwietlny i zbadajmy zmiany stanu jego polaryzacji po przejéciu
w okre§lony powyzej sposdb przez osrodek elastooptyczny.

WprowadZmy ukiad wspdlrzednych prostokatnych x, y, z, ktérego of z jest prosto-
padla do powierzchni plytki elastooptycznej, o§ x za$§ jest prostopadia do plaszczyzny
padania, tzn. plaszczyzny zawierajacej o§ z i rozwazany promien §wietlny wigzki padaja-
cej. Ponadto wprowadzmy uklady x!, y/, 2%, i = 0, 1, 2, 3, zwiazane z kolejnymi kierun-
kami biegu rozwazanego promienia. O$ z° pokrywa si¢ z kierunkiem promienia padajacego
na plytke, o§ z' — promienia zatamanego, o§ z* — promienia odbitego wewngtrznie
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i z® — promienia, ktéry opuscit ptytke. Osie x', i = 0, 1, 2, 3, sq réwnolegte do osi x

ukladu x, y, z (por. rys. 1). =11 J——
Do przedstawienia sktadowych wektora elektrycznego na poszczegdlnych odcinkach

drogi promienia bgdziemy stosowali ten uklad wspotrzednych, ktérego 0§ z!' pokrywa sie

z kierunkiem biegu promienia na tym odcinku. Przyjmiemy, ze wektor '

E;

E' =
E,

x3

Rys. 1. Plaszczyzna padama $wiatta na plytke plaskoréwnolegla. Kierunki osi x w poszczeg6lnych ukladach
wapdlrzednych, 2 wige x',i = 0, 1, 2, 3 s3 do siebie rownolegte i zarazem prostopadie do plaszczyzny ry-
sunku, stanowiacej plaszczyzne padania

opisuje sktadowe wektora elektrycznego w ukladzie x/, 3%, 2! na poczatku odcinka biegu
promienia réwnolegtego do z*'; a wige wskaznik ,,i” jest taki, Ze wektor E! jest prostopad{sz
do osi 7' Na przykiad wektor
I
£y
opisuje sktadowe wektora elektrycznego zaraz po pierwszym zalamaniu promienia, w ukla-
dzie wspdlrzednych x, y*, z1.
Zmiany stanu polaryzacji promienia wskutek zalamania i odbicia znajdziemy stosujac

wzory Frespela. Celem zwigkszenia przejrzystoéci obliczen wprowadzimy nastepujgce
macierze polaryzacji:

E! =

P A 1,2
o p; s i=1,2,3, . (21)
Tutaj

oL = 2cosasinf L 2cosasinf

7 sin(a+p) Py = sin(a+ B)cos(a— f)

2 _ sin(e—p) 2 tg(x—p)

2 Satemp) e Blamh) 2.2
P Sn@rh) T tgerh) @2
3 _ 2cosfsina s 2cos fsina
Px sin(a+p) ° Py = sin(a+ f)cos(a— f)
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% =, (2.3)
gdzie 8 jest katem zatamania, a n §rednim wspétczynnikiem zalamania osrodka elastoop-
tycznego wzgledem powietrza. Wspdlczynnikiem tym mozemy si¢ postugiwaé przy opisie
zjawiska zalamanija, poniewaz na ogét wartos¢ dwdjtomnosci wymuszonej jest niewielka,
Macierz P! dzialajac na wektor E° przeksztatca go na wektor E! pola fali $wietlnej po
pierwszym zatamaniu. Tak wigc

El — PIEO’
podobnie
E* = P?El, E3 = P3E2,

~ Znikanie sktadowych niediagonalnych macierzy (2.1) zgodnic ze wzorami Fresnela ozna-
cza, ze wskutek samego tylko procesu zalamania (odbicia) sktadowa pola elektrycznego
prostopadla do plaszczyzny padania nie moze zostaé przeksztalcona na sktadowa réwno-
legta do tej ptaszczyzny; nie moze tez zaj$é zjawisko odwrotne. Macierze P! sa szczegdl-
nym przypadkiem uogdlnionych macierzy Jonesa [3]. Ich granicznym przypadkiem sg
macierze

10 0 0
P(0)=’0.0, P(7r/2)=‘01

, 2.4

opisujace dzialanie idealnych filtréw polaryzujacych, ktére przepuszczaja odpowiednio:
skladowa E, lub E, pola elektrycznego [4]. W razie odbicia wewngtrznego pod katem f
spelniajacym warunek Brewstera zachodzi

tgf=1/n, 2.5
a wigc
. 1
sinfl = ———; 2.6)
g V1+n?
to z kolei zachodzi przy kacie padania promienia na ptytke spetniajacym warunek
n
ine = n-sinf = ———! 2.7
sina = n-sinf Vit
a wiec
tga = n. 2.8)
Korzystajac z (2.5) i (2.8) dostajemy
1 1“”%
= =0, 2.9y
tg(a+p) 1
n+7

o oznacza, zgodnie z (2.2),, Ze element macierzowy p; znika:

P2 =0, (2.10).
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Biorac pod uwagg, Ze zgodnie z (2.6 - 2.7)

n 1
cosf = -, COSQ = ———, 2.11
P =i 1+t 21D
mamy
. n*—1 . 2n
sin(a—f) = T sin{fe+p) =1, cos(a—p) = PR
a zatem zgodnie z (2.2) macierze P’ przy zalozeniu (2.5) sa
2
piB 0 n*+1 0
PIB = 18| =
0 P 0 1
n 2.12)
n*—1 2n?
B0 |n2+1 P30 2+l
PZB — — PSB — — .
o o~ o o O B I

Zgodnie z wlasnoécia odbicia pod katem Brewstera, macierz (2.12), dzialajac na wektor
E! pozostawia co najwyzej skladowa w kierunku osi x2 rézna od zera.

Wplyw dwdéjlomnosei pytki plaskoréwnoleglej na stan polaryzacji promienia §wietl-
nego opiszemy, stosujac za Jonesem, macierz wzglgdnego przesunigcia fazowego o kat ¢:

et?2
To@) =|) iz (2.13)
oraz macierz obrotu o kat W wokoét osi z!
. cosy sin
Ri(y) = _Sin:: co ;fp : (2.14)
lloczyn macierzowy
Tp) = R(-p)Ts(@ R (), i=1,2 (2.15)

opisuje dzialanie plytki dwéjlomnej, w ktérej poruszajg si¢ w tym samym kierunku z,
2 réznymi predkosciami, dwa promienie, zwyczajny i nadzwyczajny, o wzajemnie pro-
stopadlych plaszczyznach polaryzacji; przy tym plaszezyzna polaryzacji promienia szyb-
szego tworzy z plaszczyzna x'z' kat v, miedzy za§ promieniem szybszym a wolniejszym
wytwarza si¢ rézoica faz ¢;

2
¢ = ln—m), (2.16)

gdzie / jest dtugoscig odcinka przebytego przez promienie w plytce o grubosci d
[ = djcosf, .17

A jest dlugodcia fali $wiatta w powietrzu, za§ n, i n, sa wspdlczynnikami zalamania, odpo-
‘wiednio promienia szybszego i wolniejszego.
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Szezegdlnym przypadkiem plytki dwojtomnej jest éwieréfaléwka. Dziatanie ¢wierd-
faléwki na promieni poruszajacy si¢ w kierunku z°, jesli jej pierwszy azymut tworzy z ptasz-
czyzna x°z° kat y, opisuje w analogii do (2.15) iloczyn

O(x) = R°(—2%) Té’(g—) R°(%). (2.18)

Znajdziemy teraz zwiazki miedzy skladowymi wektora elektrycznego promienia
Swietlnego przed i po przejciu przez plytke dwojtomna przy zatozeniu (2.5). Rozwazmy
trzy przypadki, roznigce sig¢ stanem polaryzacji poczatkowej promienia.

a) Promief padajacy na plytke spolaryzowany jest w plaszczyznie padania.

Plaszczyzna padania pokrywa sig z plaszczyzng y°z°, a wigc promieri pierwotny o skta-
dowych
E?

E° =
Ey

(2.19)

poddany zostaje kolejno dziataniu polaryzatora (2.4),, zalamania (2.12);, przesunigcia
fazowego (2.15);-1, odbicia pod katem Brewstera (2.12),, przesuniecia fazowego (2.15);_,
oraz zatamania (2.12);.

E3 = P3"T(p) P*2Ty(p) P'2P(rt[2) E°. (2.20
v\P v
Wykonujac kolejno dzialania znajdujemy
E! = p8p(x/2)E° = 015 E9 (2.21)
: y y
e'%l2sinp
E2 = PP T (p)E! = P’ R (— )T, (p) R (y)E' = P*’R'(—y) R Py ES =
2B ips2 —lps2q3 2
px. 0| le'?—e sinpeosy | oo o -
= = Ef%sin+- = .
0 0 |e2sinzy+e~r2costyl P lo Pxpy By sinysindy = | (222)
E* = PITA@)E? = PR )T (p) RX(y)E? =
P3B(e!2cos?y + &7 ¥ 2siny)
_ _ 2, ' 2.2
pi‘”isin%— sin. 2y E (2.23)
I
Natezenie §wiatla zaraz po odbiciu brewsterowskim dane jest wyrazeniem
I? = B2 B = [pipi Efsin® L-sin2y, (2.24)

gdzie (*) oznacza operacje sprzgzenia.

Wyrazenie (2.24), z doktadnoécia do stalych wspolczynnikdw, pokrywa sie z wyraze-
niem znanym z teorii polaryskopu liniowego ze skrzyzowanymi polaroidami.

Natezenie $wiatla po wyjéciu z plytki dane jest wyrazeniem

I = E® - E3* = E2E2* [( p38)2(cos*y + 2 cos psinycosy + sin“y) +

+(P3")25in2%5in22w]=I£2’{(pi")2+[(1’3”)2— 3”)2JSin2%sin22y) (2.25)
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Pordéwnujac (2.25) z (2.24) widzimy, ze przebieg ckstremoéw funkeji 783 jest taki sam jak
funkcji 7. A wige jakosciowo obraz elastooptyczny wywolany odbiciem wewnetrznym
pod katem Brewstera jest taki jak w polaryskopie liniowym. Je§li pominaé staly wspot-
czynnik, to réwniez ilosciowo te obrazy réznia si¢ od siebie niewicle, gdyz sktadnik
m? \?
3By2 Y
o = ()
jest na ogot kilkakrotnie wigkszy od
n?2—1\*
n 3B —
(Py )2—(}7” = ("m) .
Na przykiad dla » = 1,5 odpowiednie wartoci wynosza 1,921 0,33.
b) Promien padajacy na plytke spolaryzowany jest prostopadle do plaszczyzny pa-
dania
Z plytki wychodzi promien o skltadowych

E* = P Ty (p)P** T, (p)P'"P(O)E°. (2.26)

Kolejno znajdujerny

i1
E! = PEP(O)E° = \0 PivED, 227
2 2B71 1 1 2B 1B R0 nips2 2\ Ca—ip/2qin2 1 2
E? = PPT,(p)E! = olP= Px E,(e'%*cos?yp + e~ % %sin*y) = OEx (2.28)
za$
E* = P3¥T2(p)E? (2.29)

dane jest tym samym wyrazeniem co w przypadku a), wzor (2.23), z ta rdznica, ze EZ2
dane jest przez (2.28), a nie przez (2.22). Stad

I = B2 - E** = [p2P ;BEO]Z( n2? sm221,u) (2.30)

co ma analogi¢ w zalezno$ciach teorii polaryskopu liniowego z polaroidami ustawionymi
réwnolegle oraz

I = BB = Igz>{<px")2+[(p;‘*)2 (p2")?psin? -2 smzzw}

- 1,52>{(p38)2 — (P37 — (p3")] (- sinz%)—sinzfly))} : 2.31)

Poniewaz

n—1\?
Py = n? > (g3 — (p°) = (n o ) ,
wigc podobnie jak w przypadku a) przebieg ekstreméw funkcji I$? jest taki, jak If?; ilo-
$ciowe réznice migdzy warto§ciami obu funkeji sa, z przyczyn podobnych jak w a), tez
niewielkie,
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c) Promien padajacy na plytke spolaryzowany jest kolowo. Tym razem

E3 = P3T2(p)P*"T} ((p)P“’Q( )P(O)E" (2.32)
(1
1 _ piB o_ pipp|__T K ki 0 _
E' = P Q( )P(O)E P R( 4)To(2)R( 4) ‘OEx -
_ pus V- V2 |1 ‘—li e+ 0 . |/2
2 |1 1|0 g4 —
_2_ pA' ]/ 2 Evl
= piB V |ES = _E? = 2.33
2 | ip,® E, (2.33)
i
Ej(e'cos®p+ e ' sin?y) +iE, sin2y)sin%
EZ — PZBT';((p)El — PZB —
iE}sin2y sin% + E, (€' %sin*p+ e~ "%/2cos*y)
. 1
= ‘0 p [E,é(e‘”‘/zcosz1p+e‘“”/zsinzzp)+iE;sinZstin%] = ‘0 E? (2.34)
E? = P3T2(p)E?, (2.35)
jak w przypadku a), wzdr (2.23), z tym Ze teraz E2 dane jest przez (2.34). Stad
ry 2
I = B E** = [pi”l/ziEf] {(p %)+ [(py")? — (px ")218111221/)51112(5
—pi”p;”sinrpsin2w}, (2.36)
I® = BB = 12{@‘")2 [(ps")Z—(p.%’*)ﬂsinzgsinzzw}. 2.37)

Zaleznos$¢ I od ¢ i o jest wiec bardziej skomplikowana niz odpowiednie zaleznosci
I 1 I, Celem zbadania charakteru tej zaleznosci zauwazmy, ze dla n = 1,5:

piF = *2‘2“T — 0,615, pif = L _ 0,667, (piF)2 = 0,378, (piP) = 0,446,

pé"py‘” = 0,410,
zatem wklad sktadnika z wspélczynnikiem
(py")* = (px")* = 0,068

do sumy (2.36) nie przewyzsza 20% wkladu pozostalych skladnikéw. Jesli wigc potozyé
w przybliZzeniu

px® = pyB > (0,52 —(piP)

to otrzymamy

I~ [p_%BEf]z%(l —singpsin2y). (2.38)
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Jesli idzie o wplyw kata y — parametru izokliny, to I$? jest proporcjonalne do sin2yp,
a nie do sin®2y, jak bylo w poprzednich przypadkach. Zatem przy polaryzacji kotowej
izoklina ujawnia si¢ w spos6b mniej kontrastowy, dzigki czemu wyrazZniejszy jest obraz
izochrom. Fakt ten znajduje potwierdzenie do$wiadczalne.

Przypuéémy teraz, ze jesteSmy w obszarze plytki, gdzie

sin2yp = 1.
Wtedy (2.38) przyjmuje postaé
I = [p2® EYsin? (% - %)

Zaleznos$é¢ od @ w tym wyrazeniu przypomina odpowiednie wzory w przypadkach a) i b);
wstepne przesunigcie fazowe wynosi tu w/4.

3. Efekt elastooptyczny przy skoSnym przeswietleniu

Niech dwéjtomnosé plytki bedzie wymuszona przez pole naprezen o opisane w ukladzie
X, ¥, z, macierzg o skladowych
Oy Oy O
g = ny Gy 0 . (31)
0 0 O

W plytce panuje zatem plaski stan napre¢zenia.

W ukladzie x', p', z! powstalym przez obrét osi wspéirzednych o kat S wokdt osi
x, a wiec przy transformacji

| 0 0
C=10 cosf sinf|, (3.2)
0 —sinf cosf

skadowe tensora napreZenia sa opisane macierza

’

0% Oxy Oyz oy Oyyco8ff — 0y, sinf
o' = 0%, 0y Oyl =| 0,C088 o,co8f —o,sinficos i, N ER)
0%z Oy O —0.,8inf —o,sinfcosf  o,sin?f

Jesli ptytka elastooptyczna, wykonana z materialu o elastooptycznej statej] modelowej K,
przeswietlana jest rownolegle do kierunku 2/, to rzad izochromy dany jest zaleznoscia [5]:

I 1 ' 7 r
m = eoif V (ok—0})* +4072. (3.9
Przypusémy, Zze o$ x jest osia symetrii pola naprezenia (3.1). Na osi symetrii

Oy =0 (3.5
oraz
Oxy =0, (3.6)
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wiec jesli o > oy, co zachodzi zawsze, gdy o, > g,. to
Km' = 2gy 1
m' = (0,—0,cos*f) cosp " (3.7)

Ponadto, przy prze$wietlaniu normalnym, jesli o, > o,, na osi symetrii rzad izochromy
wynosi

m = LK(ox—ay). (3.8)

Rozwiazujac ukiad (3.7, 3.8) wzgledem o, 0, dostajemy znane zwigzki Druckera [6]:

m’'—mcos
m'cosfi—m
G'y = ——si'W' (3 10)
4. Przyklad

Celem przykfadu zbadali§my model tarczy kotowej $ciskanej osiowo. Model wykonany
byl z zywicy epoksydowej, o wspdlczynniku zatamania n = 1,47, ,,. Efekt elastooptyczny
zostal utrwalony w tarczy metodg ,,zamrazania”. Na rys. 2a widzimy obraz izochrom mr
otrzymany przy przeswietlaniu normalnym, a na rys. 2b obraz izochrom w §wietle odbitym
pod katem Brewstera,

g = arctg% = arctg0,680,0. 005 = 34°13},2 “.1)

Rys. 2. Obrazy izochrom wykorzystane w rozwazanym przykladzie: a) Obraz izochrom przy prze§wietlaniw
normalnym, b) Obraz izochrom w §wietle odbitym pod katem Brewstera. Skrécenie obrazu w kierunku
pionowym wynosi cosa = 0,56
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Kat padania §wiatla

o = arctgn = arctg1,47 ;0,01 = 55°46% 11 (4.2)
realizowany byl z doktadroscia do 3°. Nie stosowano cieczy immersyjnej. Wstepna pola-
ryzacja $wiatla byla kotowa, przypadek c).

Przyjmujemy poczatek ukladu wspdhrzednych x, y, z w $rodku tarczy kolowej, o y
pokrywamy z kierunkiem éciskania. W oparciu o obrazy izochrom z rys. 2 i wzory (3.9 - 10)
rozdzieliliémy naprezenia wzdhiz osi x, tzn. wzdtuz érednicy modelu prostopadiej do
kierunku $ciskania. Na rys. 3 przedstawiony jest przebieg funkcji: m = m(x, y = 0),

K
10 S IO ]

4 AN
N
N
\
2‘_ \N‘ngx i
). .
~
1l~\\
0 1 1 3, 1 x

Rys. 3. Wynik rozdzielenia naprezet w tarczy kotowej wzdluz promienia prostopadiego do kierunku sit
zewnetrznych. O§ odcietych na rysunku odpowiada wia$nie temu wybranemu przekrojowi. Przy tym przy-
jeto promiefi tarczy za réwny jednosci. O$ rzednych przedstawia rézne funkcje zbudowane ze sktadowych
naprezenia w jednostkach stalej modelowej K. I tak: — krzywa m oznacza do§wiadczalny przebieg izochrom
otrZzymanych przy prze$wietlaniu normalnym; — krzywa m’ oznacza przebieg izochrom otrzymanych
przez odbicie pod katem Brewstera; — krzywa przerywana (—o,) oznacza przebieg skladowej (—o,)
otrzymany z rozwiazania teoretycznego; — krzywa przerywana o, oznacza przebieg skladowej oy otrzy-
many z rozwiazania teoretycznego; — koleczka oznaczaja wartoéci (—o,) wyznaczone na podstawie m
i m' wg wzoru (3.10); — tr6jkaciki oznaczaja wartosei o wyznaczone na podstawie m i m’ wg wzorn 3.9

m=m,y =0), x =x, wykreéjonych na podstawie rys. 2 oraz przebieg wyznaczo-
nych na ich podstawie funkcji: o, = a,;(x, y = 0), o, = 0y(x, y = 0), stanowigcych szu-
kane rozwigzanie. Naniesiony dla poréwnania przebieg teoretyczny oy, o, zgadza si¢
bardzo dobrze z tym rozwigzaniem.

5. Zakonczenie

Powyzsze wyniki wykazuja, iz korzystajac z wewnetrznego odbicia pod katem Brewstera
mozna otrzymaé obraz elastooptyczny, uzyteczny do doéwiadczalnej analizy naprezed.
SpostrzeZenie to, interesujace samo w sobie, ‘moze znalezé zastosowanie przy obserwacji
zjawisk elastooptyczaych wtedy, gdy wzgledy konstrukcyjne lub ekonomiczne wymagaja
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ograniczenia liczby polaroidéow w ukladzie optycznym, np. przy jednoczesnej obserwacji
duzej liczby czujnikéw elastooptycznych lub obserwacji pod dwoma katami czasowej
zaleznosci zjawiska elastooptycznego. Zrozumiale jest, Zze sposdb uzyskania obrazu elasto-
optycznego przez odbicie Brewstera ma wszystkie wady metody skosnego przeswietlania.
Przede wszystkim sposob ten zawodzi w obszarach duzej koncentracji naprezen.

Ubocznym niejako wnioskiem z powyZszych rozwazan jest wskazanie na znaczenie
zjawisk polaryzacyjnych zachodzacych na powierzchniach granicznych osrodka, a zatem
i na konieczno$¢ ich uwzgledniania przy interpretacji obrazu elastooptycznego.
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B W

Pesome

NPMMEHEHHWE BHYTPEHHEIO OTPAMKEHHI ITON YIJIOM BPIOCTEPA IJIA
PABIEIIEHWSA HAIPSKEHUN B POTOVIIPYI'OCTU

Vcrons3oBado siBIIEHHe BHYTPEHHOrO OTPAKEHMA KON yrioM Bprocrepa fo moiyuesus dhoToynpy-
Toit KapTHHBI. CamMoe OTParKeHHe HCIIONHAECT POk AHANKUIATOPA, TAK YTO TOJNBKO OJMUH NOJSIPOHE — MO~
JIAPH3ATOD HYMEH B aKcnepumente. IIaeTcst TeopHs BOCCTAHOBIIEHHS KApTMHBI, UCIIOJB3YIOWAS 0606~
olesHble MaTpursl hxoHca.

OGpaulenHo BHMMAHHE [2 BO3MOMHOCTE HCIIONE30BaHMA adheKkTa Ko PaselieHMsA HaNpAKeHHit,
HAa OPMHUHIE METOJA KOCOTO NPOCBEUMBAHHS.

Summary

APPLICATION OF INNER REFLECTION AT BREWSTER’S ANGLE TO THE STRESS
SEPARATION IN PHOTOELASTICITY

The offect of the internal reflection at Brewster’s angle is applied to obtain a photoelastic pattern for
stresses in a two-dimensional layer. The reflection itself acts as an analyzer, therefore only one polaroid —

the polarizer is needed in an experiment. The explanation of the pattern formation is presented, using the
generalised Jones matrices.

The possibility of the application of the method to stress separation, on basis of the oblique incidence
method is pointed out. ’
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