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1. Wstep

Praca stanowi propozycje metody do analizy statycznej lepkosprezystych belek o skon-
czonej dlugodci i dowolnym schemacie statycznym, spoczywajacych na podiozu reolo-
gicznym o wlasciwosciach dajacych opisaé si¢ modelem ciata liniowo-lepkosprezystego.

Z punktu widzenia mechaniki, zagadnienie zginania belek spoczywajacych na podio-
zu odksztalcalnym, mozna zaliczy¢ do dzialu poswigconego tzw. zadaniom kontaktowym
o niezmiennym — z géry okre§lonym — obszarze kontaktu. Natomiast pod wzgledem
technicznym zagadnienie to dotyczy waznej problematyki inZynierskiej, a mianowicie
wspoipracy konstrukcji lub jej elementéw z podiozem, na ktérym sa one posadowione.
Z tego wzgledu rozwijanie i doskonalenie matematycznych modeli wspéipracy konstrukcji
z podloZzem oraz poszukiwanie coraz efektywniejszych metod rozwigzywania zadan z tego
zakresu moze rozszerzy¢ nie tylko sferg poznawcza zagadnienia, ale takze bazg mozliwosci
poprawnego rozwigzywania konkretnych zadan z praktyki inZynierskiej.

Temat zginania belek spoczywajgcych na podiozu odksztatcalnym znajduje wiele
miejsca w literaturze poswigconej wspolpracy konstrukcji z podtozem. Szczegélnie efek-
tywne metody obliczeniowe opracowano dla rozwigzywania zadad z tego zakresu w wersji
sprezystej, np. [1, 2, 3, 4]. Wspdlng cecha tych metod jest przyjecie modelu ciala liniowo-
sprezystego do opisu wlasno$ci materialéw, zaréwno belki, jak i podioza. Przyjecie takie
znacznie ulatwia rozwigzywanie wielu konkretnych zadan inzynierskich, ale uzyskiwane
wyniki bardzo czesto wyrainie odbiegaja od realnych, gdyz ukiad belka-podloze ma
w rzeczywistosci cechy — ogdlnie méwiac — zdecydowanie niesprezyste (lepkosprezyste,
lepkoplastyczne, plastyczne itp.). Sprawiaja one, ze aktualny stan naprezenia i odksztal-
cenia zalezy nie tylko od aktualnego stanu obciazenia, ale takze od historii procesu defor-
macji belki i podioza.

Ewidentny postep w kierunku urealnjenia modelu wspolpracy belki z podtozem czynia
prace przyjmujace do opisu cech uktadu model ciata liniowo-lepkosprezystego. Dzigki
temu mozliwe staje si¢ ujecie cech reolgicznych materiatu belki (np. beton, zelbet) i po-
dloza (np. grunt). Konsekwencja takiego opisu jest niestety znaczna komplikacja matema-
tycznej strony zagadnienia w stosunku do jej wersji sprezystej. Fakt ten sprawia, Zze tylko
dla nielicznych, wyidealizowanych zadan znane sg poprawne i praktyczne w stosowaniu
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rozwigzania przy obciaZzeniach statycznych i dynamiczaych, np. {5, 6, 7. Gléwna prze-
szkoda w uzyskiwaniu zadowalajgcych rozwigzan w zakresie lepkosprezystym jest réz-
niczkowo-catkowa postaé réwnan opisujacych prace ukfadu belka-podloze, co w wielu
realnych przypadkach wylania zadania brzegowe wrecz niemozliwe do rozwigzania w spo-
séb §cisty. Jedyna szansg sa wowczas metody oparte na analizie numerycznej.

W niniejszej pracy zaprezentowano kompleksowa metode wyznaczania przemieszezen
i sit wewnetrznych w belkach spoczywajacych na podiozu odksztalcalnym w zakresie
lepkosprezystym, poddanych quasi-statycznym obcigzeniom o dowolnym rozkladzie
i przebiegu w czasie. Sformufowania zadan dokonano w oparciu o analogi¢ sprezysto-
lepkosprezysta dla wybranych modeli wspdtpracy belki z podiozem. Tdea metody jest
wariacyjne ujecie zagadnienia i wykorzystanie metody elementéow skonczonych (MES)
w wersji polanalitycznej, pozwalajace] na uniknigeie — klopotliwej pod wzglgdem nu-
merycznym — dyskretyzacji skali czasu. Material belki i podloza potraktowano jako
ciata liniowo-lepkosprezyste o odmiennych parametrach reologicznych (tzn. o réznych
funkcjach relaksacji i petzania) w wersji zaproponowanej przez Gurtina i Sternberga [8],
a wiec bez konkretyzowania typu modelu reologicznego. Dzigki temu opracowana metoda
stanowi pewne uogdlnienie metod analizy sprezystej na zakres lepkosprezysty.

2. Sformulowanie zadan brzegowych

Przedmiotem rozwazan jest lepkosprezysta belka o skonczonej diugosci 1 dowolnym
schemacie statycznym, poddana quasi-statycznym obcigzeniom dowolnego typu. Poszu-
kiwanymi wielko$ciami sg tutaj; funkcja ugiecia belki w = w(x, t) — opisujaca proces
deformacji belki oraz funkcja momentu zginajacego M = M(x, t) — okres$lajgca ewolucje
stanu napreZenia w belce. Postaé rownan opisujgcych zaleze¢ bedzie od przyjetego modelu
podioza i rodzaju wspétpracy belki z podtozem. W zakresie sprezystym znane sg, miedzy
innymi, takie modele podloza, jak; jednoparametrowy — typu Winklera-Zimmermanna,
wieloparametrowe — typu Wilasowa, Wieghardta, Schulcego oraz ciagle — typu péiprze-
strzeni lub polplaszczyzny sprezystej.

Punktem wyjécia do sformutowania zadafi brzegowych bedzie rdozniczkowe réwnanie
réownowagi belki oraz rownania fizyczne materiatu belki i podioza.

1° Belka lepkosprezysta na podioin lepkosprezystym typu Winklera

Rézniczkowe réwnanie réwnowagi belki opartej na podtozu odksztatcalnym ma znang
postac

d?M(
MO~ pee, -gt0), @D

gdzie g(x, 1) jest funkcja obcigZenia ciaglego, natomiast p(x, f) — tzw. odporem podtoza.
Zwiazek fizyczny dla belki wynika z ogélnego réwnania konstytutywnego dla ciata
liniowo-lepkosprezystego [8, 9]

U'IJ(X, t) = Eum(t) X deg(x, 1), (2.2)
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sprowadzajacego si¢ — przy zalozeniu izotropii materialu i zredukowaniu do parametrow
opisujacych stan naprezenia i odksztalcenia w przekroju belki — do postaci

12w(x, t
M(x, 1) = —EyJ - de(t) % ‘_—‘2(:‘2 2 C(23)

gdzie e() jest bezwymiarowa funkcjg relaksacji materiatu belki, EyJ — sztywnoscia belki
na zginanie. Symbol ,,-%-" oznacza mnoZenie splotowe,
Zwiazek fizyczny dla podioza przyjeto — przez analogi¢ do wariantu spreZystego —
w postaci [5]
p(x, 1) = Rodr(t) % wix, 1), (2.4)
w ktérym r(#) oznacza bezwymiarowa funkcje relaksacji materiatu podloza typu Winklera,
a Ry jest stalym parametrem tego podloza.
Podstawiajac prawa strong réwnania (2.4) w miejsce p(x, ) w réwnaniu (2.1), otrzy-
muje sig
d*M(x, 1)
——
Roéwnania (2.3) 1 (2.5) postuza do sformutowania zadania wariacyjnego dla metody
elementow skonczonych.

—Rodr(t) % w(x, ) = —q(x, ). C (2.5

2° Belka lepkospreiysta na podlozu lepkosprezystym typu Wlasowa

Formuta wspétpracy belki z podioZzem typu Wiasowa opiera si¢ na zaloZeniu zgodnosci
przemieszczen pionowych i poziomych w obszarze kontaktu belki z podloZzem. Wskutek
tego obcigzenia poprzeczne wywoluja, oprécz momentu zginajacego i sily poprzecznej,
takze sile osiowa.

M+aM
N+aN

T+aT

pix.t)

(c)

Rys. 1.
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Z rownan rownowagi elementu belki (rys. 1c) wynikaja nastgpujace zaleznoSci pomlgdzy
silami wewnetrznymi a obcigzeniem i reakcjami podioza:

dN(x, 1) _

___._..(.I.’.;_« = s(x’ t), (2.6)
A pe, —g0x, 0, @7
dM(x,t) : .
S = T(x, t)+5(x, t) h. (2.8)

Warunki zgodno$ci przemieszczen punktéw obszaru kontaktu belki z podlozem pro-
wadza do réwnan (rys. 1b)
vl(xat) = W(x,t), (2.9)
d t
0y(x, 1) = u(x,t)—h —W—S;~) (2.10)

Réwnania fizyczne dla belki, wyrazone przez funkcj¢ przemieszczen punktéw osi belki
u(x, t) i w(x,t), otrzymuje si¢ ze znanych zaleZnosci geometrycznych oraz warunkéw
rownowagi wewnetrznej przy wykorzystaniu rownania (2.2)

M(x, 1) = —EoJde(t) % - W(x 28 @.11)
N(x, 1) = EgAde(t) % %x”), (2.12)

gdzie Ey A jest sztywnof$cig osiowa belki.
- Zwiazki fizyczne dla podtoza przyjeto w nastepujacej postaci:

p(x, 1) = Rodr(t) 3 w(x, 1), (2.13)
3(x,t) = Sy ds(t) ¥ vy(x, 1), (2.14)

gdzie s(f) oznacza bezwymiarowa funkcje relaksacji podloza przy deformacji wzdtuz
linii- kontaktu.

Réwnania (2.6) + (2.14) stanowia uktad dziewieciu réwnan. Redukujac ten ukiad
réwnan do postaci zawierajacej jedynie funkcje przemieszczen u(x, t) i w(x, t), otrzymuje
sie dwa rownania

2
EoJde(t) ¥ d_%gf,—’)mo-dr(t) % w(x, 1)+ Sods(r) % [d”(;x’ D _p4 ';ixz J l -
= g(x, 1), (2.15)

2
Eod - det) % & ‘:};‘;L)—So~ds(t) v [u(x, )—h dlfi’;’_’)] = 0.

Podobnie jak dla poprzedniego modelu wspétpracy, réwnania (2.15) wykorzystane

zostang do sformutowania zadania wariacyjnego w postaci wygodnej do zastosowania
MES.
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3° Belka lepkospre¢zysta na podlozu typu pélplaszczyzny lepkospreiystej

W odréznieniu od dwoch poprzednich modeli podtoza, model podioza ciaglego cha-
rakteryzuje si¢ tym, ze obcigZenie zadane na jego powierzchni wywoluje przemieszczenia
nie tylko w obszarze tego obciaZenia, ale réwniez poza nim. Przyjecie takiego modelu
podioza, chociaz wydaje si¢ najbardziej realne, wymaga jednak odwotania sie do skompli-
kowanych rozwiazan klasycznych zadan brzegowych w teorii sprezystosci (np. zagadnie-
nia Boussinesqa i Cerrutiego [10, 11]).

W aspekcie kinematycznej wspolpracy belki z podlozem mozliwe sa dwa przypadki.
W pierwszym zaklada si¢ jedynie zgodno$¢ pionowych przemieszczen punktéw osi belki
z odpowiadajacymi im punktami podtoza. W drugim zaktada si¢ dodatkowo takze zgodnoéé
przemieszczen stycznych do linii kontaktu belki z podtozem.

Ograniczajac rozwazania do przypadku pierwszego, dla okreSlenia zwigzku miedzy
przemieszczeniami pionowymi punktéw osi belki w(x, t) i odporem podioza p(x,t),
wykorzystano znany wzér Flamanta [3]

L
2 f [x =i
’t = — L’ t 1 — 5 .
w(x, t) =bE, | pOIL, In ——dy+4 (2.16)
w ktorym b jest szerokoscig belki, £, modulem sprezystosci pdlptaszczyzny, natomiast
A dowolna stala. Przenoszac zwiazek (2.16) —w oparciu o analogi¢ sprezysto-lepko-
sprezysta — na przypadek poélptaszczyzny lepkosprezystej, otrzymuje sig

1
WL 1) = e de®) % [ pln, DInIE~nldn+AQD), Q.17
‘ 0 0

gdzie ¢(?) jest bezwymiarowg funkcja pelzania materiatu podloza, Cy = bE,, § = x/L,
n = y/L.

Dazac do maksymalnie prostego sformulowania omawianego zadania brzegowego,
pozwalajacego na unikniecie koniecznoéci przeksztalcania réwnania catkowego (2.17),
jako wielkosci poszukiwane przyjeto funkcje w(&, ¢) i p(&, ¢). Eliminujac funkcje momentu
zginajacego M(x, t) z réwnan (2.1) i (2.3) oraz dolaczajac réwnanie (2.17), uzyskano
nastepujgcy uklad rownan catkowych:

1
E,J S d*w(n, t)

L4. de(t) _X —_‘1",;74
0

1
S —ndn+ | pln, 1)8( ~ )y = a(&, 1),
’ (2.18)

1

1
[ wn, 8 ~mdy + - aeo) - [ oo, ymig=nldn = AG),
0 0

0

ktéry opisuje zginanie belki lepkosprezystej na ciaglym podiozu lepkosprezystym trakto-
wanym jako polptaszczyzna.
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3. Wariacyjne ujeciec zadan brzegowych

Majac na uwadze wykorzystanie metody elementéw skonczonych do rozwigzania
sformulowanych zadan brzegowych, dokonano wariacyjnego ujgcia tych zadan. Wyko-
rzystano og6lny schemat postgpowania wynikajacy ze znanego twierdzenia Wainberga
w teorii rownan operatorowych. Zgodnie z tym twierdzeniem [12], dla rownania operato-
rowego postaci

Au+f =0, (3.1
istnieje funkcjonat & (u)

() = 5 CAu,w (W, (3.2

ktérego warunek stacjonarnosci prowadzi do réwnania (3.1). W formutach (3.1) i (3.2)
A jest operatorem réwnan zadania brzegowego, u wektorem poszukiwanych rozwigzan,
f wektorem funkcji zadanych, natomiast symbol (-, *) oznacza iloczyn skalarny.Og6l-
nym warunkiem istnjenia funkcjonatu (3.2) jest potencjalno$¢ operatora A, ktéra dla ope-
ratora liniowego zachodzi wéwczas, gdy operator ten spetnia warunek symetrii [12]

(Au, v) = (u, Av), (3.3)

gdzie u i v traktowane sg jako elementy przestrzeni Hilberta #, rozwiazan rdéwnania
(3.1), z iloczynem skalarnym postaci
L

ux, 1), vex, 1) £ [ ulx, 1) % v(x, Hdx. (3.4)
V]

Wariacyjne ujecie zadania brzegowego 1°

Roéwnania (2.3) i (2.5) — odpowiadajace pierwszemu zadaniu brzegowemu — mozna
zapisaé w nastgpujacej postaci operatorowe;j:

dc(t)

L 00 2( ) M(x, 1) 0 0
[w(x 1) ] +[q(x r)] = [0] (3-5)
() —Rodr(t) % () ’ )

Porownujac rownanie (3.5) z (3.1) fatwo stwierdzié, ze

8(r) %

dx2

L0 X (9, 80 %y ()

_ (MG, -] | e
w(x, 1) ’ (x, 1)
’ 6(t)—)(—75€—2~(...), — Rodr(t) % (...) 7

gdzie 8(¢) jest funkcja Diraca natomiast ¢(¢) = L~ {1/Z[e(1)]}.
Poniewaz operator A jest w tym przypadku symetryczny, wiec istnieje funkcjonat
typu (3.2). Realizujac iloczyny skalarne w (3.2), otrzymano
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L L
b de(t ; 1
7\, M) = _E(E_J)_ * | MO 1) % MGs, et o [, 1) % M, e+
/ .

0
L

L
{
+;—fw(x, DM (x, t)dX~7Rod"(t)-X~fw(x, 1) X% wix, t)dx+fq(x, 1) ¥ w(x, t)dx.
0 0 0

(3.7

Zaprezentowane ujecie wariacyjne pierwszego zadania brzegowego pozwala na nieza-
lezne traktowanie pol przemieszczen i mometdw zginajacych, co stanowi zalete z punktu
widzenia metody elementéw skonczonych.

Wariacyjne ujecie zadania brzegowego 2°

Przedmiotem rozwazan sa tutaj rownania (2.15), ktérym mozna nadaé postaé opera-
torowa (3.1) o nastepujacej strukturze:

d+ d? ' d
EyJ-de ¥- ——T(...)—h-Sods%(—~—z—(...)+Rodr—X— (-..), Sods ¥ ——(..)
A= dx d _ dx
S
Sods—x————( ), 2o ey dz( )= ds % ()

w(x, t) £ _q(x: t)
T ux, 0 ) - 0 '
Podobnie jak w pierwszym zadaniu brzegowym, symetria operatora (3.8) zapewnia istnie-

nie funkcjonahu typu (3.2). Realizujac formule (3.2) dla wyrazen (3.8), otrzymano funkcjo-
nat

, (3.8)

L
F(u, w) =%—E0Jde(t) %_f wiV (x, t) % w(x, t)dx—— ds(t)%fw”(x 1) ¥wx, Ddx +
0

by Rodr(t) 3 [ (e, 1) X wlx, x4 Sods(e) % [ (e, 1) % wis, e+
0 0

1E0

+ —Sods(t)a( fw(x 1) % u(x, t)dx+ de(t) ¥ { w'(x,t) % u(x, t)dx+

1 S° ds(t) % f u(x, t) % u(x, dx— f q(x, 1) % wix, t)dx, (3.9)

ktérego warunek stacjonarnosci prowadzi do réwnan (2.15). W proponowanym ujeciu
wariacyjnym (drugiego zadania brzegowego) pola przemieszczefi pionowych w(x, f)y
1 poziomych u(x, t) traktowane sa niezaleZnie.
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Wariacyjne ujecie zadania brzegowego 3°

Dla wariacyjnego ujecia trzeciego zadania brzegowego, réwnania (2.18) przepisano
w nastepujacej postaci operatorowej

- 1 1
E,J d*
S0de(t) ¥ | 8(E—n)- g (e, 8(1) ¥ | OE=m)(-)d
"o de(t) Of =) s (e f M) s
‘ - ‘ | p(n,t)J+
50 % [ 8E—m (e, - de(t) [ Inle—nl(- )
B ] 0 b R
—q(&, 1) [0
+[ A(D) ]= 0] (3.10)
Operator i
| oL o) %L (osE—m, 50 % ()9
n
Azf 2 n
0

8() % (...)6(E—m), e de(t) % Injé—n|(...)

jest w tym przypadku operatorem catkowym. Fakt ten wylania konieczno$¢ sprawdzenia
jego symetrii (3.3). W rozwazanym zadaniu brzegowym

u = [Wl(f’t)’p1(§7t)]’ V= [WZ(E;t)’pZ(E’t)]-

Rozwijajac warunek symetrii (3.3), otrzymano

1 1

CAu, o=, A = 2oty o [ wiee, 1) wale, DL [ e, ) 5 male, D+
0 0

@.11)

1 1 1
2
+Lbf wi(, 1) % pz(E,t)d§+-T—t—C—,;dc(t) %ofoflnw—nlpl(&,t) ¥ pa2(n, t)dn-dé +

EyJ
L3

1 1
de(t) % [ WEE, 1) % Wi, DdEL [ pae, ) % w6, Dk +
0 0

11
, |
Zde(0) % bf J e ainate, 0 % pice,anas

1
L[ w6, 0) % pi(8, D)l ——
0

Calkowanie przez czgéci oraz uwzglednienie warunkoéw brzegowych pozwala zredukowaé
wigkszo$¢ skladnikéw w (3.11), z wyjatkiem tych, ktére zawieraja catki podwojne. Jednak
dzigki formalnej zamianie zmiennych w jednej z catek podwdjnych i wykorzystaniu sy-
metrii jadra catkowego In|é—n| = In|n—&|, staje sig ona identyczna z druga catka podwdjna,
a zatem skladniki te réwniez ulegajg redukcji, co ostatecznie dowodzi symetrii operatora
rownaii (3.10), a wigc istnienia funkcjonatu typu (3.2). Ma on postaé
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1 1
1 E,J : :
Fa(w, p) = “'2‘?‘{3(’) X J wh(&, 1) % w(é, t)d§+LfP(§, 1) % w(&, dE+
o b
11

+%o—dc(z) ¥ ff Inj§—nlp&, 1) % p(n, )dndE+
00 (3.12)

1 1
—qu(é, 1) ¥ wE, )dE—A(t) ¥ L fp(f, 1)dEk.
0 0

W zakonczeniu tej czesci pracy wydaje si¢ rzecza celowa zwrécié uwage na problem
warunkow brzegowych, ktére nie byly dotychczas przedmiotem rozwazan. Sposdb ich uw-
zglednienia z reguly wiaze si¢ z zastosowang metoda rozwigzania zadania, dlatego szersze
omoOwienie tego problemu ma miejsce w nastepnej czeéci pracy, dotyczacej realizacji
MES.

4. Realizacja metody elementéw skonczonych

Algorytmy realizowane w metodzie elementéw skoniczonych, ktorych punktem wyjécia
sa wariacyjne zasady podejmowanych zadan mechaniki konstrukcji, cechuje — typowa
dla tej metody — duza uniwersalnos¢. Wyraza sie to przede wszystkim niezaleznoscia
schematu postgpowania (przy konstrukcji tych algorytmdw) od przyjetej zasady waria-
cyjnej podejmowanego problemu.

W niniejszej pracy przedstawiono algorytm rozwigzania w MES dla pierwszego zadania
brzegowego traktujac ten algorytm jako przykiad, a zarazem wzér do opracowania po-
dobnych algorytméw dla pozostatych zadan brzegowych. W realizacji celu kierowano sig
koncepcja analitycznego ujecia czasu i wykorzystania §cistego zadania w zakresie sprezy-
stym do aproksymacji poszukiwanego rozwiazania lepkospreZystego.

Podzial belki na elementy i aproksymacja rozwiazania

Dla aproksymacji rozwigzania zadania dokonano naturalnego podzialu belki na ele-
menty skoficzone w sposéb pozwalajacy unikngé klopotéw zwigzanych z nieciagtodcia
funkeji sit wewnetrznych w punktach przylozenia obciazed skupionych (rys. 2).

Zgodnie z koncepcja, aproksymacje pola przemieszczen i pola momentow zginajacych
w obrebie elementu przyjeto w postaci [13] '

We(xe, 1) = a5 (1) 05 (x.) + a5 (D5 (x) +a§ ()5 (x0) + et () mi(xe) = ec(t)nex.), (4.1)

Me(xe» t) = lgi(t)ﬂi(xe)+ﬂ§(t)7}3(xe)+/3§(t)ﬂea(xe)+/35(t)7}i(xe) = ﬁ;(t)”e(-xe): (42)
gdzie

75 (x.) = sh(se,x,)sin(x,x.), 75(x.) = sh(x.x.)cos(s.X.),

T]% (xe) = Ch(”exe) Sin( Ke xe): ni(xe)

0 = 4 ROe
e 4EOJ¢.

)

ch(x.x.)cos(x.x.),
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Rys. 2

Nieznane wektory funkeyjne «.(t) i B.(¢) musza czyni¢ zado$¢ kinematycznym i statycz-
nym warunkom brzegowym na konicach elementu (rys. 2), a wigc

We(0, 1) = wio(t) = ag(e(0) = wie(t)  Me(0,1) = —Tie(t) > B (0) = —T'.(0)
We(0, 1) = Dro(t) = ai(Dn0) = Po(r) M0, 1) = My(2) > Bi(t)n.(0) = M, (1)
Welles 1) = Wao(t) = ag(1e(le) = w2e(t) ML, 1) = Tao(t) > Be(One(le) = Too(t)
Welles 1) = Doo(t) = 0z(OMele) = Pae(t) Mol 1) = —Moe(t) = Be(In(l) = — Mo(2)

4.3)

Warunkom (4.3) mozna nada¢ nastepujaca posta¢ macierzowa
we(t) = [AJ (1), 4.4
m(1) = [B]™*B.(1), @.5)

gdzie
we(t) = [wle(t)i (ple(t), er(t)> qu::(t)]r> mc(t) = [Tle(t)a M.le(t)’ T2e(t), MZc(t)]rs

771e(0), 7729(0)7 nSe(O), 174e(0)
71:(0), 72(0), 73.00), 74.(0)
nle(le), 772e([e)’ nSe(le)s 7742(1(:) ’
Melle)s N2elle)s M3e(le)s Mae(le)
“11e(0), —1260), —73.(0), —714.(0)
[B ]—.l — nle(o), 7729(0): 773e(0), 7748(0)
) Melle)s  M2ele)s  Mael)s  Maelle)
—"713(1.9), _772e(le), *nSe(le), _774e(le)_

W ten sposéb funkcje we(x., #) 1 M.(x., t) zostaly wyrazone przez parametry wezlowe
w.(t), m.(¢) oraz wektor funkcyjny 5.(x.)

wa(xes t)‘ = 'I:(xe) [Ae]we(t) = “’Z(f) [A:]”e(xe), (46)

Me(xe) t) = 'I:(xe) [Be]me(t) = mz(t) [BZ]"e(xe)' (47)

AJ =
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Funkcjonal dla elementu typowego

Wykorzystujac wariacyjne ujecie rozwazanego zagadnienia, funkcjonat (3.7) dla ty-
powego elementu belki (rys. 2) zapisano w postaci

I le
Flones M) = g 1 [ M0 6 Mo Ddst o [wilous ) Mo Dt
Iy . I,
b [ el 1% MGy D 3 Rodr(2) 5 [ wiloes 1) 3¢ Wil Dt
0 i} 0
£ [ Wl ) % asa, e, (49)
0

a nastgpnie — korzystajac z (4.6) i (4.7) — nadano temu funkcjonatowi nastepujaca forme
macierzowsa

Fo(We, m,) = —é— de () * mg(1) * [Kme(1)+ We(t) * [Te]m (1) +

_ _; dr() » Wi(t) * [S.IW.(1) +WE(t) ¥ g.(0), (4.9)

gdzie

IC
1
[Ke] = —Ez‘—]: [BI’] 0{ "c(xe) . ﬂ;(xe) dxe [Be]’

]

c

[S.) = RolAZl | mo(x) - mE(r)dx.[Ad,
0
1 le (4.10)
T = 5 1A3 [ G mEe) (e ()l By
0
IO
a(t) = (AT § 7e(x)- gulxe, ).
V]
Jak widaé, funkcjonat (4.9) stanowi sume form kwadratowych, dwuliniowej i liniowej
nieznanych parametréw weztowych w.(1) i m.(¢) wzgledem iloczynu splotowego. Jadrami
tych form sa macierze okres$lone wzorami (4.10).

Giobalny uklad réwnan MES

Tworzenie globalnego funkcjonatu dla catego (potaczonego) ukladu dyskretnego po-
lega tutaj na zapewnieniu ciagloéci pola przemieszczen w wezlach podziatu belki na ele-
menty

Wa, (1) = Wy op1() = Wey (1),

B, (1) = Dy oy () = Doyt (1) 4.11)
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oraz na zagwarantowaniu réwnowagi tych wezlow (rys. 2)

T2,c(t)+Tl.c+l(t) = Te+1(t))

MZ.e(t)+M1.e+l(t) = Ma+1(t)'

Realizacja warunkéw (4.11) i (4.12) narzuca odpowiednie laczenie macierzy [K.], [T.],
[S.] i wektoréw q.(7) dla poszczegolnych elementéw. W wyniku tego tgczenia otrzymuje

sic globalny funkcjonal bgdacy sumg form (kwadratowych, dwuliniowej i liniowej) glo-
balnych parametréw weztowych w(t) i m(?)

(4.12)

F(w,m) = % de(r) X m* (1) ¥ [KIm(t)+de(t) % m*(t) % [Qlm(s)+
4y de@) % n(t)  [KI() +w'(0) ¥ [TIm(o) +w'(0) % [Bin(r)—

- .21_ dr(t) ¥ w(t) X% [SIw(t)+-w*(£) ¥ q(t) (4.13)
gdzie
m(t) = [T2(1), My (1), Ta(t), M), .., Ty i (), Mey (DT,

E

E E E
(K] = H[X] [KJ[X], [S1=US], [11= L=Jl[Tc] X, [Kl= L=J; [Y][K.][Y],

e=1

E E
[Q] = L=J1[X] [K][Y], [0]= E)I[Ta] [Y], (4.14)
-1 000 1000
~100 0100
XI=1 69 o010l M=|oo000
0 00 I 0000

Warunek stacjonarnoéci funkcjonatu (4.13) 64 = 0, w polgczeniu z twierdzeniem
Titchmarsha [14] prowadzi do globalnego uktadu réwnan MES, a mianowicie

de(r) % [Klm()+ (T7Jw(1) = —de(r) % [Qlin(2), (4.19)
— [TIm(e)+ar() * [SIw(t) = q(1)+ [B]m(r). (4.16)

Rozwigzanie globalnego ukladu réwnan MES

Zmierzajac do rozwiazania globalnego ukiadu rownan (4.15, 4.16), dokonano na nich
transformacji Laplace’a, a nastepnie wyrugowano wektor m(p), otrzymujac

m(p) = de(p) (K]~ [T"]W(p) - [K]~* [QImi(p), @.17)

{de(p) [T [K]~* [T+ di(p) [S1}W(p) = q(p)+<[6]— [T] K]~ [QD>Im(p).  (4.18)

Po p_odzieleniu réwnania (4.18) przez de(p) = ]/fk_‘(p) 1 wprowadzeniu oznaczef 2(p) =
= dr(p)/de(p), 1(p) = q(p)+<[6]— [TIK]™* [QD>m(p), [K] = [T][K]~*[T"], otrzymano

_L_-—

CRI+EP SDWE) = o0 7). (4.19)



ZGINANIE BELEK LEPKOSPREZYSTYCH 327

Pojawia si¢ teraz problem rozwigzania algebraicznego réwnania macierzowego (4.19),
lecz nie jest to mozliwe poprzez bezposrednie odwrécenie macierzy tego réwnania, po-
niewaz zawiera ona czynnik analityczny g(p). Jednak dzieki twierdzeniu Hamiltona [15],
odwrotna macierz réwnania (4.19) mozna otrzymac przy pomocy jej rozkladu spektral-
nego

[K]+2(p) [S] = [WI{G}+2(p) {1} W], (4.20)

gdzie {I} jest macierza jednostkowa, natomiast {G} macierza spektraing, a [W] macierza
wlasng rozszerzonego zagadnienia wlasnego [15]

[K]x = g[S]x. 4.21)
Taka postaé macierzy réwnania (4.19) pozwala na jej odwrdcenie przy jednoczesnym
wylaczeniu czynnika analitycznego g(p) poza operacje macierzowe, mianowicie

, CKI+E(P) S~ = [WK{GH+E(p) 1)~ [W] =

N N
L2 ) Y. -

gdzie N jest wymiarem macierzy réwnania (4.19), natomiast [V,] sa macierzami powstatymi
z iloczynow tensorowych wektoréw wlasnych przez siebie, odpowiadajacych kolejnym
wartosciom wlasnym g, réwnania (4.21). Przy takim podejéciu, rozwigzanie réwnania
(4.19) ma postaé

N
w(t) = D) 6,(t) % [V, (1), @.23)
n=1
gdzie

1
(Dn t) = g_l {—_7‘1“_}
® 2,4 (p) +dr(p)
Globalny wektor sit weztowych m(¢) otrzymuje si¢ z réwnania (4.17) poprzez jego
retransformacj¢ i podstawienie rozwigzania (4.23)

N
m(r) = [KI" ([T ) %,(t) % [V,J(2) - [QI(:)) (4.24)
n=1
gdzie

dé(p) }
v - |0
2 £2(p) + dF(p)
Globalne wektory w(r) i m(?) determinuja pola przemieszczed i sit wewngtrznych w po-
szczegdlnych elementach, zgodnie z przyjeta aproksymacja.

5. Przyklady obliczenn numerycznych

W celu wykazania efektywnosci przedstawionego algorytmu w MES, dla podjgtego
zadania, opracowano program obliczeri na EMC i dokonano analizy numerycznej trzech
przykladow wspélpracy belki z podlozem.
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Funkcje relaksacji materiatu belki e(?) i podloza r(¢) zapisano w formie ujmujace;
jednocze$nie modele: Hooke’a, Maxwella oraz standardowy, a mianowicie

e(t) = (1= H(t)+n - exp(—eot)
H(t) = (1= @) H(t)+ 0 exp(—rot) (5.

gdzie H(¢) jest funkcja Heaviside’a, 7, o — bezwymiarowymi wspétczynnikami z przedzia-
tu €0,1), eqy, ro — wspdlczynnikami lepkodei. Przyjmujac # = 0, (¢ = 0), otrzymuje sig
model sprezysty, natomiast dla n =1, (p = 1), funkcje (5.1) odpowiadajag modelowi
Maxwella. W pozostalych przypadkach opisuja one model standardowy (Zennera).
Realne wartosci parametréw funkeji (5.1) ustalono na podstawie [16], traktujac belki
w analizowanych przykladach jako Zelbetowe.

Wystepujace w rozwiazaniach (4.23) i (4.24) funkcje ¢,(¢) i p,(¢t) zaleza od postaci
funkcji relaksacji materialu belki i podioza, czyli od typéw modeli reologicznych tych
materiatéw. W realizacji algorytmu na EMC, funkcje te muszg by¢ wyznaczone analitycznie,
a nastepnie ujete w programie w formie procedur. Dla funkeji relaksacji okreslonych
wzorami (5.1) otrzymano

1
(-Dn(t) = ‘1+g [5(t)+A,,exp(oc,,t)+B,,exp(/3,,t], (52)
1| (1=m)eg+ay (1-m)eo+p
L P I S . ST e
Fu(1) = T |6(t)+ P Ayexp(a, 1)+ cot B, B,exp(B, t)‘, (5.3)
gdzie
1
&y = — 2—(i__i_-"g—,)" {(1 +gn'—0)’0+(l +gn_gnn)e0+

l
/3" = ___2—(T;Fg—~")— [(I+g,,—g)ro+(1 +gn_gnn)eﬂ+

- ]/ [(_I-I_En —:Q) rO(I:I__gn —gnn) 30]2 +4gn rb 93077} )

4= L (e+gmenro—(ero+enron)an
n ] +g" a,,-—'ﬂ"

I (e+&nmeoro—(ero+gneompbu

) —ﬁ'gn o ﬂn-_an

Przyklad 1: Zelbetowa belka lezaca na podiozu sprezystym, podparta przegubowo
na koncach i obciazona réwnomiernie (rys. 3). Przyktad ten dobrano dla sprawdzenia
zbieznodci rozwigzania wzgledem gestosci podziatu na elementy oraz dla poréwnania
z rozwigzaniem analitycznym wg [5].

Przyklad 2: Belka swobodnie lezgca na podlozu i obcigzona na kosicu sitg skupiona
(rys. 4). Przyktfad ten rozwiazano w dwéch wariantach. W pierwszym belke potraktowano
jako lepkosprezysta, a podioze sprezyste, natomiast w drugim wariancie zamieniono
wiasnosci belki i podtoza. Celem przyktadu jest poréwnanie zachowania si¢ p6l przemiesz-
czen | sit wewngtrznych przy zamianie wlasnoéci reologicznych materiatu belki i podioza.

n
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Rys. 3 Dane liczbowe: go = 10°[N/m], EoJ = 4+ 107[Nm?, 57 =.595 eo = .08116 [d~], Ro = 107 [N/m?]
@ = 0. Podzial na elementy: I — I x6m, Il—2x3m, I —3x2m, IV—4x1,5m

W graficznej prezentacji wynikéw analizy ograniczono sig jedynie do wykresow prze-
mieszczen i sit wewnetrznych dla ¢ = 0i ¢ = 0, co daje jakosciowe wyobrazenie o wspol-
pracy belki z podtozem w skrajnych fazach tej wspolpracy przy obciazeniach quasistatycz-
nych,

Przykiad 3: Belka zelbetowa o zlozonym schemacie statycznym i zmiennej sztyw-
noéci sprezystej, obciazona mozliwymi typami sit (roztozone i skupione), lezaca na pod-
tozu lepkosprezystym (rys. 5). Zamiarem przytoczenia tego przykladu jest potwierdzenie
ogélnesci metody i algorytmu obliczen numerycznych.

Przyklad 3 upowaznia do przytoczenia sposobu uwzgledniania statycznych i kinematycz-
nych warunkéw brzegowych, czyli ograniczed na przemieszczenia i sily wewngtrzne,
stosowane do schematu statycznego belki. Ograniczenia na przemieszczenia (przesuniecie
i obrot) uwzgledniane sa w algorytmie poprzez modyfikacj¢ macierzy [S], natomiast re-
alizacje zerowych warunkéw statycznych uzyskuje si¢ poprzez modyfikacje macierzy [K].
Modyfikacja ta — zgodnie z koncepcja IRONSA [17] — polega na znacznym zwigkszeniu
elementu diagonalnego macierzy (np. poprzez pomnoZenie przez duzg liczbg), odpowia-~
dajacemu parametrowi wezlowemu (przemieszczen i sit wewnegtrznych), na ktéry nakiada-
ne sg ograniczenia.

11 Mech. Teoret. i Stos. 2/85
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Rys. 4. Dane liczhowe: Wariant I — Py = 10° [N], £oJ = 4- 107 [Nm?], # = 0.5947, ¢, = 0.08116 [d~*],
Ro = 10" [N/m?], p = 0. Wariant 11— P, = 106 [N], EoJ = 4-107 [Nm?], 5 = 0, Ro = 107 [N/m?,
= 0.5947, ro = 0.08116 [d~!]. Podzial na elementy: 2m+2m+ 1m

6. Wnioski koncowe

Do$wiadczenia zdobyte w trakcie opracowywania metody oraz analiza wynikéw obli-
czen licznych przykladdéw (ze zrozumialych wzgledéw nie zamieszezonych w -pracy),
sklaniaja do kilku wnioskéw o charakterze ogdlnym.

1° Wariacyjne ujecie zadan brzegowych w wersji dwupolowej w polgczeniu z MES oraz
wykorzystanie écistego rozwigzania ,,sprezystego” do aproksymacji poszukiwanych roz-
wiazan, stworzylo mozliwo§¢ budowy efektywnego algorytmu do analizy szerokiej klasy
konkretnych i realnych zadah dotyczacych wspélpracy belek z podioZem, w ujgciu reolo-
gicznym.

2° Szczegblnie pozytywna zaleta metody jest analityczne ujgcie zmiennej czasowej,
co stwarza mozliwo$¢ operowania réznymi wariantami obciazen bez koniecznosci powta-
rzania gldwnej czedci programu obliczeni dla danego schematu statycznego belki. Dzigki
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Rys. 5. Dane liczbowe: go = 10° [N/ml], Pp = 2 10% [N], Mo = 10° [Nm], E,J = 4-107 [Nm?], =
= 7+ 5947, e, = 0.08116 [d~'], Rp = 10~7 [N/m?], Q = .75, ro = .05 [d-!].

temu, opracowana metoda jest bardzo przydatna w sytuacji skromnej bazy komputerowej,
gdyz nie wymaga tak duzej pamieci EMC, jak ma to miejsce w przypadku metod opartych
na dyskretyzacji skali czasu. _

3° W przypadku dysponowania EMC z pamigcia zewngtrzng proponowana metoda.
moze byé bezposrednio przeniesiona na zagadnienia dwu- i tréjwymiarowe (op. plyty
lub powtoki). W tym celu nalezy sformutowaé odpowiedni funkcjonat dla podjetego za-
dania brzegowego, a nastepnie zastosowaé MES, wzorujac si¢ na przedstawmnym W pracy
algorytmie.

4° W realizacji metody przyjeto konkretne postacie funkcji relaksacji materiatu belki
i podioza, co jednak nie wynika z ogranicze metody. Ograniczenia na te funkcje wynikaja

11*
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jedynie z liniowos$ci zwiazkow fizycznych i z warunkow istnienia transformat Laplace’a,
Wprowadzajac pojecie splotu uogdlnionego, zamiast wykorzystanego w pracy splotu
w sensie Borella, mozna uogdlni¢ metod¢ na zagadnienia w ramach bardziej zaawanso-
wanych liniowych teorii lepkosprezystosci (np. Arutuniana teoria starzenia).

5° Uzyskane wyniki numeryczne wskazuja na znaczne jakosciowe i ilosciowe zmiany
przemieszczen i sit wewnetrznych w procesie deformacii uktadu belka-podtoze. Fakt
ten podkresla celowos$¢ uwzgledniania reologicznych cech uktadu w praktyce projektowe;.
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U3Ir'MBAHHE BA3KOVIIPYTHX BAJIOK HA PEOJIOTMUECKOM OCHOBAHH

B pabore chopmymmposadHo HeCKONbKO 3afa¥ KACAIOIYMXCS M3rHGAHMsSI BASKOYIPYrHX 6ajloK NIpH
IPOW3BOJILHOM CTATHYECKOH CXeMe, JIEXKALUKX Ha OCHOBAHUM 08J1araioluM peoJIorHYeCKAMY CBORCTBAMH
Tpn dopmynupoBKe TIPAHATO pasuMe PEOJIDIHUCCKHX MOJeell MaTepualioB GanKy M OCHoBaHHA 0e3
YTOUHAHUA THIIOB STHX MOMENCH Ha osrame GopMyMpoBKH, MMes Bo BHMMAHMIO NIpUMEHEHHE METOMA
KOHEYHBIX 3JIEMEHTOR [JIA pemleHus cHopMyNIHpOBANLIX 3aJ{ay, CANAH0 BAPHALKOHHYIO (opPMYJIUPOBKY
3THX 33/1ay, 4 TAKKE IPEJCTABIEHo ofIMi anropHTM IJIS YHCIHTENHHOrO AHANK3a C MCIIOJb30BaHHEM
OBM. B H3roTOBJIEHMH ANTOPUTMA IPUMEHEHO IIOJIYAHAJMTHYECKYIO AIPOKCHMALIHIO, KOTOPAs COCTOMT
B 8HAJIUTHYECKOM NPUHATHIO PAa3CCPIKNAEMBIX COOTHOLICHMH 110 OTHOUICHUK X BpeMeHHol nepemensol.
O deKTHBHOCTE AIrOPUTMA IUIIOCIPHPOBENHO HECKONBIHMA WHCIIMTEIBHLIME HpHMEDAMH,
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Summary

BENDING OF VISCOELASTIC BEAMS ON A RHEOLOGICAL FOUNDATION

In the paper several problems of bending of viscoelastic beams with arbitrary static scheme, resting
on a foundation having viscoelastic properties are formulated. In the formulation the difference of rheo-
logical models of a beam and foundation materials is assumed but they are not precised on the stage
of the formulation. Keeping on mind the application of the finite element method, the variational formu-
lations of the problems are achieved and general algorithm and its computer realization is presented.
In working out of the algorithm the semi-analytical approximation of searched solution by using the so-
lution of analogical elastic problem is applicated. The approximation consist in analytic formulating of
considerated dependences with respect to time. The efficiency of the algorithm by several numerical examples
is supported.
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