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W pracy wyznaczono górne i dolne obcią ż enia krytyczne oraz przeanalizowano przebieg
utraty  statecznoś ci  dla  swobodnie  podpartej  otwartej  trójwarstwowej  powłoki  stoż kowej
obcią ż onej  siłami  podł uż nymi  i  równomiernym  ciś nieniem  poprzecznym.  Założ ono,  że
w chwili  wyboczenia  warstwy noś ne powłoki są   sprę ż yste  lub uplastycznione, podczas gdy
rdzeń pozostaje  sprę ż ysty.  Postawione zagadnienie sformułowano w uję ciu  energetycznym,
a do rozwią zania zastosowano metodę  Ritza. Równania wyprowadzono w oparciu o zwią zki
fizyczne  deformacyjnej  teorii  plastycznoś ci  Nadaia- Hencky'ego, wykorzystując  koncepcję
wzrastają cego  obcią ż enia  Shanleya.  Opracowano iteracyjny  algorytm  obliczeniowy,  który
umoż liwia przeanalizowanie ś cież ek  równowagi  dla powłok znajdują cych  się  w  sprę ż ystym,
sprę ż ysto- plastycznym  lub  całkowicie  plastycznym  przedkrytycznym  stanie  naprę ż eń.
Przedstawiono szereg przykł adów liczbowych, których celem jest zbadanie wpływu podsta-
wowych  parametrów fizycznych  i geometrycznych na przebieg utraty statecznoś ci powłoki
przy  duż ych  ugię ciach.

1.  Wstę p

Cienkoś cienne  powł oki  wielowarstwowe  znajdują   zastosowanie  w  budowie  nowo-
czesnych  pojazdów  powietrznych, wodnych  i  lą dowych  oraz w budownictwie.  Najczę ś ciej
spotykane konstrukcje składają   się  z dwóch warstw noś nych poł ą czonych ze sobą   ś rodkową
warstwą   wypełniają cą.  Stosunkowo  cienkie warstwy  noś ne  wykonywane  są   z materiałów
o duż ej sztywnoś ci  (stal, stopy  aluminium), natomiast warstwa  ś rodkowa  może być zbudo-
wana  z  blachy  falistej  lub  z  masy  plastycznej,  masy  piankowo- gą bczastej,  porowatego
kauczuku,  korka,  itp.  materiał ów. Powłoki  tego  typu  charakteryzują   się   dobrą   izolacją
akustyczną   i  termiczną.  Mają   takie  istotne zalety,  jak  lekkość  i  moż liwość  przenoszenia
stosunkowo  duż ych  obcią ż eń.  D la  spełnienia tych  wymagań  konstruktorowi  obecnie nie
wystarcza  już  analiza  w  zakresie  sprę ż ystym;  istotna  staje  się   znajomość  faz  przejś cia  od
pojawienia  się   pierwszych  odkształ ceń plastycznych,  do  chwili  całkowitego  wyczerpania
noś noś ci. Celem niniejszej  pracy jest przeanalizowanie zagadnienia statecznoś ci  omawianej
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powł oki  przy  dość  ogólnych  zał oż eniach, dotyczą cych  zarówno  obcią ż enia,  jak  i  para-
metrów  materiał owych  i  geometrycznych.

Problemom  sprę ż ysto- plastycznej  statecznoś ci  powł ok  trójwarstwowych  poś wię cono
dotychczas  niewielką  liczbę  opracowań.  Wymienić  należy  prace  dotyczą ce  powł ok  wal-
cowych  [2 i 6], gdzie autorzy przyjmowali  do analizy  zwią zki fizyczne  teorii odkształ cenio-
wej. E. I . Grigoluk  [3] wyprowadził  zwią zki dla analizy powł ok mało wyniosł ych; pojawiają
się jednak  trudnoś ci przy  ich cał kowaniu, gdy  w powł oce w stanie przedkrytycznym  panuje
niejednorodny stan naprę ż eń (jak  np.  w powł oce stoż kowej).  W pracach [9 i 10] wyznaczono
obcią ż enia  krytyczne  dla  trój warstwowej  zamknię tej  powł oki  stoż kowej;  do  rozwią zania
zastosowano  metodę  ortogonalizacyjną  oraz  iteracyjną  procedurę numeryczną,  opierając
się na zwią zkach fizycznych  zarówno teorii deformacyjnej,  jak  i przyrostowej  teorii plastycz-
nego pł ynię cia. Wymienić należy  również pracę R. Struka  [7], gdzie rozpatrzono podobne
zagadnienie,  lecz  ograniczając  się  do  zakresu  sprę ż ystego,  oraz  pracę  J.  Maciejewskiego
i  J.  Zielnicy  [5], gdzie  rozpatrzono zagadnienie  sprę ż ysto- plastycznej  statecznoś ci jedno-
warstwowej powł oki stoż kowej,  a  sformuł owanie problemu i przyję ta  metoda rozwią zania
są  podobne  do  stosowanych  w  rozważ anym  tutaj  zagadnieniu.

W  niniejszej  pracy  podję to  analizę  statecznoś ci  trójwarstwowej  powł oki  o  postaci
wycinka  stoż kowego,  swobodnie  podpartej  i  poddanej  dział aniu  sił   podł uż nych  oraz
poprzecznych. Rozważa  się aktywny  proces obcią ż enia  (brak zewnę trznego  lub  wewnę trz-
nego  odcią ż enia).  Przyję to  nastę pują ce  zał oż enia  podstawowe:  1)  warstwy  noś ne  mają
symetryczną  budowę  i  równą  gruboś ć,  wykonane  są  z materiału  izotropowego, ś ciś liwego
ze  wzmocnieniem — uwzglę dnia  się  ich  sztywność  na  zginanie  oraz  przyjmuje  dla  nich
waż ność hipotez Kirchhoffa- Love'a;  2) warstwa wypeł niają ca jest typu lekkiego o  niewielkiej
sztywnoś ci  na  rozcią ganie  i  zginanie  (pomijanej  w  obliczeniach);  poddana  obcią ż eniu
nie  uplastycznia  się  i  przenosi  wył ą cznie  ś cinanie  poprzeczne.  Postawione  zagadnienie
zostanie  rozwią zane  metodą  Ritza  z  wykorzystaniem  zwią zków  geometrycznych  teorii
nieliniowej  oraz  zwią zków  fizycznych  deformacyjnej  teorii  plastycznoś ci.

2.  Podstawowe  zależ noś ci

Przedmiotem  analizy  jest  swobodnie  podparta  trójwarstwowa  powł oka  w  kształ cie
wycinka  stoż ka, skł adają ca  się z dwóch warstw noś nych o równej  gruboś ci  oraz z warstwy
wypeł niają cej  (rys.  1).  Zakł adając stosowalność  hipotezy Kirchhoffa- Love'a  dla  warstw
noś nych, a  także przyjmują c,  iż wariacja  przemieszczeń wzdł uż gruboś ci  powł oki w  warst-
wie  wypeł niają cej  jest  liniowa,  uzyskujemy  nastę pują ce  wzory  na  przemieszczenia  u  i  v
wywoł ane  utratą  statecznoś ci  odpowiednio  w  kierunku  wzdł uż nym  i  obwodowym  na
powierzchni  odległ ej  o  z  od  powierzchni  podstawowej  powł oki  (rys.  2);

a)  warstwa  noś na  zewnę trzna,  0,5c  ^  z  <  0,5c+t

( z - . £ + i ) lw „ ,  .  (2.1)

b) warstwa  noś na  wewnę trzna,  - 0,5c~ł  <  z  <  — 0,5c

£ + i J iw > ł ł  (2.2)
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Rys.  1.

w

Rys.  2.

c)  warstawa  wypełniają ca,  — 0,5c  ^  z  ^  0,5c

M   =  M a + 7 - (2 u f l - ' (2.3)

W powyż szych  wzorach «+  i z>+ oraz u~ i v~  są  przemieszczeniami powierzchni ś rodkowych
odpowiednio  zewnę trznej  i  wewnę trznej  warstwy  noś nej.  Przyję to  w  -   wt  = w2  =  w3.

10  Mech.  Teoret.  i  Stos.  3- 4/85
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Wprowadzono  tutaj  również
+ — V

Wariacje  odkształ ceń  oraz  krzywizn  w  powł oce  okreś limy  nastę pują co  [4]:

a) warstwy  noś ne

w  1
+

+

-

i 4 0 r + 7 w l ł w . „   ( 2 5 )

vv,„ ,

1  , 1  ,  cosec  .

1  1  cosa  ±  5cosa  ±  cosa  ±

b) warstwa  wypeł niają ca  (przenosi  wył ą cznie  ś cinanie  poprzeczne)

<5y„  - - ( 2 -̂   (c+t)w, 3) ,

Niewielkie  róż nice wystę pują ce  mię dzy  niniejszymi  zwią zkami  a  przyję tymi  przez Golden-
wajzera  [4]  leżą  w  granicach  dokł adnoś ci  zał oż eń  teorii  powł ok.  N iekiedy  w  róż nych
opracowaniach  dotyczą cych  teorii  powł ok  podane  są  nieco  inne  wyraż enia  dla  zmiany
krzywizn  (np. wg Wł asowa). Celem zbadania wpł ywu  dodatkowych  skł adników na wyniki
obliczeń  wprowadzono  współ czynnik  Ao,  który  w  obliczeniach  numerycznych  przyjmie
wartość  0  lub  1.

D la  przyję tego  przypadku  obcią ż enia  siły  zewnę trzne  i  naprę ż enia  odpowiadają ce
bezmomentowemu  przedkrytycznemu  stanowi  naprę ż eń  wyraż ają  się  wzorami

1   /   V  \   C

iv s  =  2tas = - r- gtgal  sl- JY*—,

r ,  =   Tv  =   0.

Zakł adając  stały  stosunek  obcią ż enia  podł uż nego  do  poprzecznego

* - - £ * -;  (2.8)
qst

zapewniamy  proporcjonalny  wzrost  skł adowych  tensora  naprę ż enia  przy  zwię kszaniu
obcią ż enia zewnę trznego, co stanowi wymóg tzw.  „prostego obcią ż enia"  dla  deformacyjnej
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teorii plastycznoś ci. Naprę ż enia wzdł uż ne, obwodowe,  styczne oraz intensywność naprę ż eń
przyjmą  odpowiednio  wartoś ci:

(2.9)

gdzie

fc.- l-  i ł .  1 - - ^ -,
s /   \   tga.)

fi   =   ks(k,~2)+4.

Zakł adamy  liniową  charakterystykę  umocnienia  materiału warstw  noś nych  w  zakresie
plastycznym,  dla  której  moduł   styczny  Ek  =  const,  natomiast  moduł   sieczny

Ek

Ec  =

dla

dla  0  <  cr( <  apl,

(2.10)

At  i E  \
gdzie  a,,, jest wytrzymał oś cią  doraź ną, a )t,  =  ~ -   — 11 apS.  W opisie Ec  (2.10)  wyko-

tgcc \  Ł   j

rzystano warunek plastycznoś ci  H- M- H. W obliczeniach numerycznych jest on  realizowany
przez  odpowiednie  instrukcje  logiczne.

Zwią zki  fizyczne  dla  warstw noś nych wg  teorii mał ych odkształ ceń  sprę ź ysto- plastycz-
nych  Nadaia- Hencky'ego  mają  postać  [8]

1 1  1- 2?

2~Ę  W

\ - 2v\
(2.11)

_3 _

£7
\ - 2v

Przyjmując  Ec  =  E  uzyskujemy  z  (2.11)  zwią zki  fizyczne  dla  ciała  liniowo- sprę ż ystego.
Aby  wyznaczyć  wariacje  naprę ż eń, należy dokonać wariacji  wyraż eń  (2.11), a nastę pnie

odwrócić je  ze wzglę du  na  daa!).  Po wykonaniu  odpowiednich przekształ ceń otrzymujemy
zależ noś ci

'fix  Aa  0
1  fu  / aa  0  <5E„   |  (2.12)

.0  0  / 3 3 .

Elementy  macierzy  sztywnoś ci  mają  postać

10*
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F  - f  - tE°

gdzie

1  1 — lv  '.   1  — lv

V"" 8- '̂  " . - 3 — ^ , ,  (214)

Siły  i  momenty w  warstwach  noś nych  powstają ce  w  wyniku  utraty  statecznoś ci  uzyskuje
się  przez  cał kowanie  wariacji  naprę ż eń  (2.12)  wzdł uż  gruboś ci  warstw  noś nych

=   f  óogpdz,  <5M±„  =  }  dofyzdz.  (2.15)

Warstwa  wypeł niają ca  zgodnie z przyję tymi  zał oż eniami przenosi wył ą cznie siły  ś cinają ce,

stąd

i"  i«
«W„   =  G 3  /   ayK d z}  óiV^  =  G 3  /   «y9, & ,  (2.16)

gdzie  Gz  jest  moduł em  odkształ cenia  postaciowego  materiału  warstwy  wypeł niają cej.

3.  Równanie statecznoś ci

Ukł ad  równań  statecznoś ci  powł oki  stoż kowej  wyraż ony  w  przemieszczeniach  nie ma
ś cisł ego  rozwią zania.  Przybliż one  rozwią zanie  metodą  ortogonalizacyjną  Galerkina zwią-
zane jest z  pracochł onnymi  obliczeniami, dlatego  w niniejszej  pracy zastosowano  metodę
Ritza.  Opierając  się  na  twierdzeniu,  że  równowadze  ukł adu  odpowiada  ekstremum jego
energii potencjalnej  W, otrzymujemy  równanie równowagi  powł oki w uję ciu  wariacyjnym,

0,  (3.1)

gdzie  U jest  energią  zgromadzoną  w  powł oce w  trakcie jej  odkształ cenia, L  zaś jest pracą
sił   zewnę trznych.  Równanie  (3.1)  jest  poprawne  zarówno  dla  stanów  przedkrytycznych,
jak  i  pokrytycznych.

D o  wzoru  na  energię  W, zamiast  ś cisł ych wyraż eń  na przemieszczenia,  wprowadzimy
funkcje  aproksymują ce  zawierają ce  współ czynniki At,  które dobiera się  tak, aby  moż liwie
najdokł adniej  odtwarzały  przebieg  rzeczywistych  przemieszczeń.
Równanie

k

£w,AtdAt  = 0,  i = 1 , 2,  . . . , / c,  (3.2)
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jest  spełnione  przy  zupełnej  dowolnoś ci  wariacji  6Ai,  zatem

W,At  =  0.  (3.3)

Warunek  równoczesnego  spełnienia tych  równań  okreś la  krytyczny  układ  obcią ż eń.  Gdy
równania  te  są   liniowe  i  jednorodne,  pozostaje  do  rozwią zania  zagadnienie  wartoś ci
własnych, jednak  w  naszym  przypadku  powstaje  bardziej  złoż ony układ  równań nielinio-
wych  i  niejednorodnych.

Całkowitą   energię   potencjalną   powłoki  W uzyskujemy,  sumując  jej  wartoś ci  w  warst-
wach  noś nych:  U+  (zewnę trznej),  U~  (wewnę trznej),  w  warstwie  wypełniają cej  Uw  oraz
pracę   sił   zewnę trznych  L:

W=  U+  + U~ + Uw+L.   (3.4)

Poszczególne  składniki  energii  mają   postać

U*  » ~ JJ
O

si  0

gdzie  wariacje  odkształ ceń  uzyskane  ze  wzorów  (2.5)  dotyczą   powierzchni  ś rodkowych
odpowiednich warstw.  Pracę  sił  zewnę trznych moż na w pewnym uproszczeniu ([8]) zapisać
ako  funkcję   przemieszczenia  w,

H  P  '2  P

L  =   —  I  I   qwrd<pds—- ^Nas1sma  I   i  wfsd<pds.  (3.6)
i i  0  Ji  0

Po  podstawieniu  odpowiednich  wyraż eń  na wariacje  sił  i  momentów  (2.15)  i  (2.16)  oraz
odkształceń  i  krzywizn,  wykorzystując  oznaczenia  (2.4),  otrzymujemy  nastę pują ce  wyra-
ż enie  na  energię   potencjalną   powłoki

j ,  0

>v  1

5 tg a
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x  7<

va,^ + 2vę ,ipI  -  ~  + gjwjj, j

(3.7)

- - w,,J J J + 4/ 3311- w, „ -  —w,„  j | i ± l | - « ^ r

s

1
—w

r  '
5  cos a
4  "  rs x

2A0 cos a /  2
l

+ 4 - —  u,,  s— w,

c+t  \2]\   ,  .  CC  ,  .  I  „   .  CC  t  .  ,
w  ]  \ \ rd(pds—  qwrd<pds—- - ~Naslsm<x,  w'dwds.

W  celu  rozwią zania  zagadnienia  przyjmujemy  nastę pują ce  funkcje  aproksymują ce  prze-

mieszczenia :

vv(s, <p)  —  yl,f2si

gdzie

(3.8)

s,  cp) ~  A5r
2sinky)cospf,

,  nm  .  _

p = —if- ,  >' ~  ssina.

Funkcje  (3.8)  spełniają   kinematyczne  warunki  swobodnego  podparcia  brzegów  powłoki

= 0

= 0.
(3.10)

Podstawiając  funkcje  (3.8) do wyraż enia  (3.7) oraz obliczając  pochodne czą stkowe  energii
W  wzglę dem parametróŵ t  (3.3), otrzymujemy  nastę pują cy  wyjś ciowy  ukł ad  nieliniowych
równań  algebraicznych

WMl~i  1-   1,2,... ,5.  (3.1D



STATECZNOŚĆ  POWŁ OKI  503

Ukł ad  ten  moż emy  przedstawić  w  postaci

JA  =  (sinpydę ,  J5  ~  f sin^pfd  ,  J6  =  f costpychp,  (3.13)
o o o

l>  P  P
J7  =  fsin ^cosppr fę ),  J8  =  f sinjP93Cos2jł cidf93,  J9  =  fsi

=  buAl,

a31Al+a32A2+a33A3+a3^AA+a35A5  =  b3lA\,  (3.12)

=   bAXA\,

=   b5lAl

Ze wzglę du  na  skomplikowaną  budowę  równań  zastosowano  tutaj  szereg  oznaczeń skra-
cają cych.

Obli- zone  analitycznie cał ki  po  współ rzę dnej oznaczono ft nastę pują cymi  symbolami:

p  p p
Jj  =   I'sin2p<pd<p,  J2  =   j  cos2pcpd(p,  J 3  =   t  sin3pipdę ,

i  "o  b
P  P

S
o
p

} • •
o o o

Z  kolei  kombinacje  funkcji  zmiennej s, po której  cał kowanie zostanie zrealizowane nume-
rycznie,  zapisano  w  postaci

Cx  =  ss'm2kip,  C2  =   s2sia2ky),  C3  =  s3sink^,

Wprowadzono  także  zależ ność

Vktl(s)  =  j  F^C^ds,  fc= l,2,...,5,  / =   1,2, . . . , 31,  (3.15)

gdzie Fk,  k  =  1,  ..., 4 są  elementami macierzy sztywnoś ci  (1.13) oraz Fs  «  1, Dodatkowo

oznaczono

Zŷ £+l  Z2  =  JL  Z3  =  4- ^-.  (3- 16)

Przy  wykorzystaniu  oznaczeń  (3.13),  (3.15),  (3.16)  poszczególne  współ czynniki  ai}  i  bu

równań  (3.12)  mają  postać

2 i 4 - 4 F4 > 1 +  (3.17)
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a12  m a2l  BB  sm

- 2 fcF3, 2 9), (3.17)

Powyż ej  zamieszczono  jedynie  kilka  spoś ród  współczynników  au  i  btj  z  uwagi  na  ich
rozbudowaną   strukturę.

Zapis  kombinacji  współczynników  atJ  oraz  btj  przedstawimy  przy  pomocy  funkcji  g,

5 , 4

g{x, y, r) =  ̂ fe , f ł r g( - l )i + J ; ( J + „ i d ,  (3.18)
1 - 2  .7=1

gdzie wyraż enia du  i = 2, 3, 4, 5,; = 1, 2, 3, 4 są  minorami wyznacznika  Wj, powstałym
w  wyniku  wykreś lenia  (i—  l)- szej  kolumny  oraz  / - tego  wiersza:

52  "5 3

(3.19)

Rozwią zując  ukł ad  (3.12) wzglę dem  parametru funkcji  ugię cia A1,  otrzymujemy  równanie
statecznoś ci  w postaci

gdzie

»- «**• ( 3 - 2 0»

(3.21)

•=  sin3aJ4

4.  Obliczenia  numeryczne  i  wnioski

Efektem  działania programu obliczeń numerycznych jest uzyskanie  wartoś ci  obcią ż enia
poprzecznego  q  (oraz  siły  wzdłuż nej  N)  w  funkcji  ugię cia  powł oki,  według  równania
(3.20). Ze wzglę du na uwikłaną  postać tej zależ noś ci  (obcią ż enie q tkwi  m.in. w elementach
lokalnej  macierzy  sztywnoś ci)  obliczenia  przeprowadzono  iteracyjnie.  N a każ dym  kroku
obliczeniowym  ś cież ki  równowagi  przyjmowano  pewną   wartość począ tkową   obcią ż enia qx.
Umoż liwiło to wyznaczenie  współczynników  sztywnoś ci  i otrzymanie równania o znanych
współczynnikach,

?= • «(*),  (4.D
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gdzie  ugię cie  reprezentuje  parametr  A i  (4.1).  Ostatecznie  jako  q  przyjmowano  wartość

speł niają cą  warunek,
\ą - qx\   <  Eą,  (4.2)

gdzie  są  oznacza zał oż oną dokł adność obliczeń.  Kolejne  przybliż enia  wartoś ci  q ustalano

w oparciu o metodę „reguła falsi". Uproszczony algorytm  obliczeń przedstawiono na rys. 3,

gdzie
Nx  —  ilość  kroków  cał kowania,

X —  współ czynnik  cał kowania,  zależ ny  od  przyję tej  metody  (stosowano  metodę
trapezów),

£m« —  parametr  ugię cia,

lm«  =  MAX|s2sin2asin/ c<$0|.  (4.3)

program  napisano  w  ję zyku  F ORTRAN,  a  obliczenia  przeprowadzono  na komputerach
SM-1  oraz  ODRA- 1305.  Jako  dane  podstawowe  przyję to:

/ ayt.tionych

realizacje
pę tli *,/ t,x,mj)

\  obl.ccfekpo  <p
J _

funkge Ci niezależ ne
oa  obcią ż enia

1
L

rozw. równ.stat. I
1  (3.20) 1

Rys.  3.
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300.

500;

loco

•  5  ?.

Rys.  4.

7.5

a)  stałe materiałowe
E  =  2,1 •   105  MPa,  Ek  -   3 •   104  MPa,  <;„, =  240  MPa,  y  =  0,3,  G 3  =  25  MPa,
b)  stałe  geometryczne:

rs  =  1,3  m,  I   =  0 , 8 ą /   = 0,002  m,  c = 0,003  m,  a  =  - ,̂  /8 ==  0,5,

gdzie  rs  — promień  ś redni,
c)  parametry:
% =  1000,  Ni. -   20,  m  -   w «•   1,  ^ 0  -   1.

Podstawę   analizy  stanowią   wykresy  zależ noś ci  obcią ż enia  od  wzglę dnego  ugię cia  powłoki
w,  odniesionego  do  jej  całkowitej  gruboś ci

Wm ax
ty,  .—  i m a x  —  A  i emax • (4.4)
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Obszar  niestateczny  zaznaczono na  wykresach  linią   przerywaną.  Począ tek  tego  obszaru
stanowi  górne obcią ż enie krytyczne  q*;  koniec — dolne obcią ż enie krytyczne </*. Rysunki,
na  których  w  istotnej  proporcji,  oprócz  obszaru  plastycznego  wystę puje  obszar  sprę ż ysty
lub sprę ż ysto- plastyczny,  zaopatrzono dodatkowo w  linie opisane liczbami,  oznaczają cymi
stopień  uplastycznienia  liczony  wzdłuż  tworzą cej  powłoki.

Stosunek  obcią ż eń,  wyraż ony  przez  współczynnik  x,  wywiera  zasadniczy  wpływ  na
postać  wyboczenia  powł oki. N a  rys.  4  przedstawiono krzywe  obrazują ce  przebieg  utraty
statecznoś ci  dla  róż nych wartoś ci  a. D la małych wartoś ci  tt krzywe q(w)  i N„(w)  wykazują
jedynie  przegię cie  i  każ de  obcią ż enie  daje  w  tym  przypadku  stany  stateczne.  Powyż ej
pewnej  wartoś ci  granicznej  (x  s  95), dla której  q%  =  ql,  pojawia  się   obszar  niestateczny,
który  przy  dalszym  wzroś cie  x  rozszerza  się , ajego  począ tek wystę puje  przy  coraz  mniej-
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szych  ugię ciach.  Jednocześ nie obcią ż enia  krytyczne  q*  maleją,  a  krytyczne  siły wzdłuż ne
rosną.  Powyż ej  pewnej  wartoś ci  (y. =  104)  ś cież ki  równowagi  nie  odbiegają   istotnie  od
krzywej granicznej, odpowiadają cej  przypadkowi  dział ania na powł okę  jedynie siły wzdłuż-
nej  (x  =  oo). Jak wynika  z rys.  5, utrata statecznoś ci nastę puje  po cał kowitym uplastycz-
nieniu powłoki.

Rys.  6  przedstawia  przebieg  utraty  statecznoś ci  powłoki  przy  róż nym  stosunku pro-
2rsmienia  ś redniego  wycinka  stoż kowego  do  długoś ci  tworzą cej  co =  - y-   {r,   = const).

Charakterystyczną   cechą   rodziny krzywych  q(w) jest  tutaj wystę powanie  dwóch  krzywych
granicznych: górnej i dolnej. Przy wzroś cie <a obcią ż enia krytyczne q%  i q* maleją, natomiast
ich  róż nica,  jak  również  przedział   ugięć  niestatecznych,  najpierw  nieliniowo  wzrastają

'   ;
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do  okreś lonej  wartoś ci  maksymalnej,  a  potem  maleją.  Porównanie  dwóch  wariantów
zmiennoś ci co (przy rs  =  const i przy /  =  const) dało analogiczne wartoś ci co, odpowiadają ce
krzywym  granicznym,  a  także  pozwoliło  stwierdzić,  iż  powłoki  o  wię kszych rozmiarach
ulegały  wyboczeniu  przy  niż szych  obcią ż eniach  krytycznych.

Analiza  przebiegu  wyboczenia  powłoki  zwią zana  ze  zmianą   ką ta  a  (rys.  7) została
przeprowadzona  przy  zachowaniu  stałej  wartoś ci  pola  powierzchni  bocznej  powłok
(r, =  const,  /  =  const,  /J =  const).  Ponieważ  założ enie  takie  powoduje  odpowiednią
zmianę   wartoś ci  sit  dla  zachowania  stałej  wartoś ci  stosunku  obcią ż eń  w  badaniu  tego
przypadku,  zapewniono  xst  =  const.  Obliczenia  przeprowadzono  dla  trzech  wariantów,
które  zestawiono  na  wykresie  7.  Wystę puje  duże  podobień stwo  odpowiednich  charak-
terystyk.  D la ką tów  a  bardzo  małych lub  bliskich TC/ 2 brak jest  obszarów  niestatecznych.
Obcią ż enia  krytyczne  mają   maksimum  dla  pewnych  ką tów  pochylenia  tworzą cej,  które
przy wzroś cie  iloczynu xsx nieznacznie przesuwa  się  w stronę  wię kszych wartoś ci a. Pomimo
przebadania stosunkowo niewielkiego  zakresu zmiennoś ci ką ta fi (20-^ 35°)  zaobserwowano
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duże zróż nicowanie przebiegu  funkcji  q(w)  (rys.  8). D la małych  wartoś ci  /? wystę puje stan
stateczny.  Po  przekroczeniu  wartoś ci  granicznej  (fi  Jg 22°)  pojawiają   się   obszary  niesta-
teczne, które ze wzrostem  (1  rozszerzają   się ,  chociaż  ich począ tek  odpowiada  coraz wię k-
szym  ugię ciom. Jednocześ nie rosną   zarówno obcią ż enia krytyczne, jak  i  róż nica pomię dzy
górnym  i  dolnym  obcią ż eniem  krytycznym.

N a  kolejnym  wykresie  (rys.  9)  przedstawiono  analizę   wpływu  modułu  stycznego  Ą
na przebieg  wyboczenia  powłoki. G órna krzywa na wykresie odpowiada  analizie powłoki
sprę ż ystej.  Zmniejszając  wartość  modułu  stycznego,  obserwuje  się   spadek  obcią ż eń  kry-
tycznych  oraz  rozszerzenie  obszaru  niestatecznoś ci.

Oprócz wyników przedstawionych  na zamieszczonych  wykresach,  przebadano  również
wpływ  innych'parametrow na  przebieg  utraty  statecznoś ci  powłoki.  Stwierdzono  liniowy
wzrost  obcią ż eń  krytycznych  w miarę  zwię kszania  się  gruboś ci  warstw noś nych w stosunku
do  całkowitej  gruboś ci  powłoki  lub  przy  wzroś cie  granicy  plastycznoś ci.  Uwzglę dnienie
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sztywnoś ci  ś cinania warstwy wypeł niają cej  doprowadziło do wzrostu obcią ż eń  krytycznych
rzę du  8%  (porównano przypadki  G3  =  80 MPa i G3  =  0). Wpł yw  zmian  liczby  Poissona
w  zakresie  0,25  *S v  <  0,5  okazał   się  znikomy.  Również  nieistotny  okazał   się  wpł yw
dodatkowych  czł onów w  zwią zkach  geometrycznych  (opatrzonych współ czynnikiem  Ao)
na  wartoś ci  obcią ż eń  krytycznych.

Przedstawiona w pracy metoda rozwią zania  zagadnienia statecznoś ci  sprę ż ysto- plastycz-
nej  trójwarstwowej  powł oki jest  metodą  analityczno- numeryczną, gdzie  komputer wyko-
rzystano w koń cowym  etapie do  iteracyjnego  obliczania ś cież ki  równowagi,  gdyż w odróż-
nieniu od analogicznego zagadnienia sprę ż ystego uzyskanie rozwią zania w postaci zamknię-
tej  jest  niemoż liwe •— gł ównie  z  uwagi  na  nieliniowość  geometryczną  i  niejednorodność



512  J.  NOWINKA,  J.  ZIELNICA

stanu  naprę ż enia.  Przyję cie  koncepcji  Shanleya  zapewniło  stosunkowo  prostą   budowę
zwią zków  wyjś ciowych,  co  byłoby  niemoż liwe  przy  uwzglę dnieniu  procesów  biernych
(podejś cie  Engessera- Karmana). Przedstawienie wyników pracy jest zwarte, a opracowany
algorytm  umoż liwia  stosunkowo  ł atwe wykorzystanie  wyników  w  praktyce  inż ynierskiej
i  nie  wymaga  maszyn  cyfrowych  o  duż ej  pamię ci  operacyjnej,  jaka  jest  potrzebna  na
przykład  w  metodzie  elementów  skoń czonych  (MES).  Czas  obliczeń  nawet  przy  duż ej
liczbie  iteracji  nie jest  wielki. Nadmienić tutaj  należ y,  że zastosowanie  metody elementów
skoń czonych  w  zagadnieniach  nieliniowych  geometrycznie  z  uwzglę dnieniem odkształceń
plastycznych  dla powłok wielowarstwowych jest  trudne i dotychczas  istnieje  niewiele  prac
zajmują cych  się  tym problemem. Poza tym rozwią zania  te są   mało ogólne, gdyż w małym
stopniu  korzystają   ze  standardowego  oprogramowania.  W  metodzie elementów  skoń czo-
nych dą ży  się  ostatnio z jednej  strony do opracowania efektywnych  algorytmów  (koniecz-
ność  skracania czasu  obliczeń, który  z reguły w  zagadnieniach  nieliniowych jest  znacznie
dłuż szy niż w  liniowych), z  drugiej  zaś  do podwyż szenia  dokł adnoś ci obliczeń. Przy obli-
czaniu  nieliniowych  ś cież ek  równowagi  istotną   rolę   spełnia  przyję cie  odpowiedniego
niezależ nego  parametru  sterują cego.  W  analizie  liniowej  jest  to  parametr  obcią ż enia.
Sterowanie  obcią ż eniowe  nie może  być  wogóle  stosowane  w  otoczeniu punktów  krytycz-
nych,  gdzie  macierz  styczna  sztywnoś ci  K  jest  sł abo  uwarunkowana,  a  nawet  osobliwa.
Stosowanie z kolei  sterowania nieobcią ż eniowego jest w metodzie elementów skoń czonych
dość  kłopotliwe, gdyż wymaga modyfikacji  standardowych  procedur.  Istnieje  tu ponadto
problematyka dyskretyzacji  konstrukcji  i aproksymacji  "wewną trz  elementów skoń czonych.
W  problemach  nieliniowych,  a  zwłaszcza  przy  badaniu  statecznoś ci,  moż na popełniać
dość duże bł ę dy przez eliminację   drugorzę dnych  stopni  swobody. Wyniki  niniejszej  pracy
mają   charakter ogólny  i mogą   być również wykorzystane  do testowania rozwią zań uzyska-
nych  w  oparciu  o  MES. Poprawność wyprowadzonych  zwią zków  zbadano  przez porów-
nanie wyników  z  rezultatami uzyskanymi  dla  powł oki jednowarstwowej  [5]. W  tym celu
przyję to  do  obliczeń  grubość  warstwy  noś nej  równą   połowie  gruboś ci  powłoki  jedno-
warstwowej,  natomiast  grubość  warstwy  ś rodkowej  równą   zeru.  Przyję cie  odpowiednich
danych  umoż liwiło  także  sprowadzenie  obliczeń  do  rozwią zania  sprę ż ystego.  Uzyskane
wyniki  wykazały  zgodność  z  pracą   [7] poś wię coną   zagadnieniu  wyboczenia  analogicznej
powłoki  w  zakresie  czysto  sprę ż ystym.

Przeprowadzona  analiza  i  obliczenia  numeryczne  mogą   posłuż yć,  w  projektowaniu
powłok  stoż kowych,  do  doboru  właś ciwych  parametrów  geometrycznych  i  fizycznych,
w  celu  uniknię cia  powstawania  niestatecznych  stanów  pokrytycznych.
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rEOMETPHraBCKH  HEJIHHEHtHAH  yCTOfiraHBOCTfc  TPEXCJIOnHOft  KOHH^ECKOfi
riAHEJIH

B  pa5oTe onpeaejinexca  aepxH ue  H Hn>KHne KpimroecKe iiarpy3Kii  H anajiH3npyeiCH noTepmo ycroH-

flJiH   CBOSOAHO  oneproii  Tpexcjiottnoft  KOHH^ecKOH  o6ono^iKH  HarpyjKeHHoii  npo#cun>HfciMH

H  BHCUIHHM  flaBneiraeM.  IIoJiaraeTCfi,  vro  BO  BpeM«  noTepir  ycTottnuBocTH  necymne  CJIOH

ynpyrae  HJIH nnacnwecKH e,  a  3anoJiHHTeji&  ocnaeica  ynpyrHM.  3aflaua  peniena  M«OAOM  Pm3a.  YpaB-

HCHHH nojiyueiibi  c Hcnonb3oBaHHe.« 4)H3iwecKHx cooTHoineHHft fle^opMaujioiiHoH Teopioi  rmacTH^iocwi

H  Koimeninra  npoflonB5Kaioir(ero  narpyH <«nm  IIIeanH- PaooTHOBa.  H iepamioHHbiii  anbropHTM  pemeimn

no3BonneT  aHanH3irpoBaTb  n yin  paBHOBecHH   p,na ynpyrax,  ynpyro- n jiacuwewHx  HJIH  ruiacnwecKHX

.  IIpeHCTaBJieHbi  MHcnoBŁie  npHiwepbi  B KoTopbix  paccMOTpeno  BJIHHHHC  d)H3H»!ecKnx u re-

napaMeTpoB  Ha noTepnio  ycroHMHBocTH  npH  SOJIDUIHX  nporn6ax.

S u m m a ry

GEOMETRICALLY  NONLINEAR PROBLEM   OF  AN  ELASTIC- PLASTIC  OPEN SANDWICH
CONICAL SHELL

In  the  paper  the  upper  and  lower  critical  loads  are  investigated,  and  also  stability  loss  is  analysed

for an open sandwich conical shell loaded by longitudinal forces and uniformly distributed external pressure.

I t  is  assumed  that the shell  faces  are elastic or plastic  in the moment of buckling,  and the core remains

elastic. The problem is solved by the Ritz method. The equations are derived on the basis of deformation

theory  of  plasticity  using  the concept of  the growing load  (Shanley). An iterative algorithm of calculation

has  been  elaborated,  which  make  it  possible  to  analyse  the shells  in  elastic, elastic- plastic  or  in  totally

plastic  prebuckling  state of  stresses.  The numerical examples  show  the influence  of principal geometrical

and  physical  shell's  parameters  on  the stability  loss  at  large  deflections.
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