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Politecimika Poznanska

W pracy wyznaczono gérne i1 dolne obciazenia krytyczne oraz przeanalizowano przebieg
utraty statecznosci dla swobodnie podpartej otwartej tréjwarstwowe] powloki stozkowej
obcigzonej sitami podiuzZnymi i réwnomiernym ci$nieniem poprzecznym. Zalozono, Ze
w chwili wyboczenia warstwy no$ne powloki sg sprezyste lub uplastycznione, podczas gdy
rdzen pozostaje sprezysty. Postawione zagadnienie sformutowano w ujeciu energetycznym,
a do rozwigzania zastosowano metodg Ritza. R6wnania wyprowadzono w oparciu o zwiazki
fizyczne deformacyjnej teorii plastycznodci Nadaia-Hencky’ego, wykorzystujac koncepcije
wzrastajacego obcigZenia Shanleya. Opracowano iteracyjny algorytm obliczeniowy, ktory
umozliwia przeanalizowanie §ciezek rownowagi dla powlok znajdujacych sie w sprezystym,
sprezysto-plastycznym lub catkowicie plastycznym przedkrytycznym stanie naprezed.
Przedstawiono szereg przykladéw liczbowych, ktorych celem jest zbadanie wpitywu podsta-
wowych parametréw fizycznych i geometrycznych na przebieg utraty statecznosci powloki
przy duzych ugigciach.

1. Wstep

Cienkoscienne powloki wielowarstwowe znajduja zastosowanie w budowie nowo-
czesnych pojazdéw powietrznych, wodnych i ladowych oraz w budownictwie. Najczgsciej
spotykane konstrukcje sktadajg si¢ z dwoch warstw nosnych polaczonych ze soba srodkowa
warstwa wypelniajacg. Stosunkowo cienkie warstwy noéne wykonywane sa z materiatow
o duzej sztywnosci (stal, stopy aluminium), natomiast warstwa §rodkowa moze by¢ zbudo-
wana z blachy falistej lub z masy plastycznej, masy piankowo-gabczastej, porowatego
kauczuku, korka, itp. materiatéw. Powloki tego typu charakteryzuja si¢ dobra izolacja
akustyczna i termiczng. Méjq takie istotne zalety, jak lekko$§¢ i mozliwo$¢ przenoszenia
stosunkowo duzych obcigzef. Dla spelnienia tych wymagan konstruktorowi obecnie nie
wystarcza juz analiza w zakresie spreZystym; istotna staje si¢ znajomo$¢ faz przejscia od
pojawienia si¢ pierwszych odksztatcen plastycznych, do chwili calkowitego wyczerpania
no$nosci. Celem niniejszej pracy jest przeanalizowanie zagadnienia stateczno$ci omawianej



496 J. NOWINKA, J. ZIELNICA

powloki przy dos¢ ogdlnych zaloZeniach, dotyczicych zaréwno obcigzenia, jak i para-
metréw materiafowych i geometrycznych.

Problemom sprezysto-plastycznej statecznosci powlok tréjwarstwowych poswiecono
dotychczas niewielka liczbe opracowan. Wymieni¢ nalezy prace dotyczace powlok wal-
cowych [2 1 6], gdzie autorzy przyjmowali do analizy zwiazki fizyczne teorii odksztalcenio-
wej. E. I. Grigoluk [3] wyprowadzit zwigzki dla analizy powlok malo wyniostych; pojawiajy
si¢ jednak trudnosci przy ich catkowaniu, gdy w powloce w stanie przedkrytycznym panuije
niejednorodny stan naprezeni (jak np. w powloce stozkowej). W pracach [9 i 10} wyznaczono
obciazenia krytyczne dla tréjwarstwowej zamknigtej powloki stozkowej; do rozwiazania
zastosowano metod¢ ortogonalizacyjng oraz iteracyjng procedur¢ numeryczng, opierajac
si¢ na zwigzkach fizycznych zaréwno teorii deformacyjnej, jak i przyrostowej teorii plastycz-
nego plynigcia, Wymienié¢ nalezy réwniez pracg R. Struka [7], gdzie rozpatrzono podobne
zagadnienie, lecz ograniczajac si¢ do zakresu sprezystego, oraz pracg J. Maciejewskiego
i J. Zielnicy [5], gdzie rozpatrzono zagadnienie sprgZysto-plastycznej statecznosci jedno-
warstwowej powltoki stozkowej, a sformulowanie problemu i przyjeta metoda rozwigzania
sa podobne do stosowanych w rozwazanym tutaj zagadnieniu.

W niniejszej pracy podjgto analizg statecznosci tréjwarstwowej powloki o postaci
wycinka stozkowego, swobodnie podpartej i poddanej dzialaniu sit podtuznych oraz
poprzecznych. Rozwaza si¢ aktywny proces obciazenia (brak zewngtrznego lub wewnetrz-
nego odciazenia). Przyjeto nastgpujace zatoZenia podstawowe: 1) warstwy nosne majg
symetryczna budowe i rdwng grubosé, wykonane sa z materiatu izotropowego, $cidliwego
ze wzmocnieniem — uwzglednia si¢ ich sztywno$é na zginanie oraz przyjmuje dla nich
waznosé¢ hipotez Kirchhoffa-Love’a; 2) warstwa wypelniajaca jest typu lekkiego o niewielkiej
sztywnosci na rozcigganie i zginanie (pomijanej w obliczeniach); poddana obciazeniu
nie uplastycznia sie i przenosi wylacznie Scinanie poprzeczne. Postawione zagadnienie
zostanie rozwigzane metoda Ritza z wykorzystaniem zwiazkéw geometrycznych teorii
nieliniowej -oraz zwigzkéw fizycznych deformacyjnej teorii plastycznosci.

2. Podstawowe zaleznosci

Przedmiotem analizy jest swobodnie podparta tréjwarstwowa powloka w ksztalcie
wycinka stozka, skladajaca sig z dwdch warstw nosnych o réwnej grubosci oraz z warstwy
wypelniajacej (rys. 1). Zakladajac stosowalno$é hipotezy Kirchhoffa-Love’a dla warstw
nos$nych, a takze przyjmujac, i wariacja przemieszczen wzdhuz grubosci powloki w warst-
wie wypetniajacej jest liniowa, uzyskujemy nastepujace wzory na przemieszczenia # i v
wywolane utrata statecznosci odpowiednio w kierunku wzdluznym i obwodowym na
powierzchni odleglej o z od powierzchni podstawowej powloki (rys. 2);

a) warstwa no§na zewnetrzna, 0,5¢ € z < 0,5¢+1¢

cHt

U= u++(z— > )w,s, v = fu++(z— C;t)%w,q,, (¢AY)

b) warstwa noéna wewnetrzna, —0,5¢—1 < z € —0,5¢

u=u~+(z.{.c_+i)w'“ ‘v=’0'+(z+ c+t)_:_w.w 22

2 2



STATECZNOSC POWLOKI 497

M su
Ui
|
Rys. 2.
¢) warstawa wypehiajaca, —0,5¢ < z < 0,5¢
t
= ua+-‘z—(2uﬁ-¢w, ), o= v¢+%(2vp—7w,¢). (2.3)

W powyzszych wzorach u* i v+ oraz u™ i v~ sg przemieszczeniami powierzchni srodkowych
odpowiednio zewnetrznej i wewnetrznej warstwy no$nej. Przyjeto w = w, = w, = w;.

10 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/85
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Wprowadzono tutaj réwniez

+ - + - R T T gy
u” Fu ot +0 u u v v
Uy = ——F— Vg =5 Ug = G Vg = TTa ' (2-4)

Wariacje odksztalcen oraz krzywizn w powloce okreSlimy nastgpujuco [4]:
a) warstwy nosne

e+t 1
66_3-: = l‘?iri'(zq: "'é_)w.ss"' EW.ZS:

1 c+t\f ] 1 u* w 1
(SE; = ;_— ‘Z),iq,+ (Z? )(—}2_ w,qatp+ ?W, s) +A0 e + —T—W'z,],,

2 s stge  2?
1 e+t 1 1 ot 1
oyt = 71{?¢,+‘v3;+2(z+ 5 )(—r—w, ,,,,—Fw,q,) —AO—S—+7;\\',Sw.q,, 2.5)
OnE = w4,
1 1 cosa
5%;5 = S— w, st —)Iw_w%— ——):2—1)?;,,
cos o Scoso cosa
Ont, = W oWt vi— ars v¥ 4 o ui,
b) warstwa wypelniajaca (przenosi wylacznie icinanie poprzeczne)
1
Oyez = ?(27)5—(c+t)w_ )
(2.6)

1 1
6)’47: = ?(27)5—(C+t)7w’¢) .

Niewielkie roznice wystepujace miedzy niniejszymi zwiazkami a przyjetymi przez Golden-
wajzera [4] leza w granicach dokladno$ci zaloiefi teorii powlok. Niekiedy w rdZnych
opracowaniach dotyczacych teorii powlok podane sg nieco inne wyrazenia dla zmiany
krzywizn (np. wg Wlasowa). Celem zbadania wplywu dodatkowych sktadnikéw na wyniki
obliczenn wprowadzono wspbiczynnik Ao, ktéry w obliczeniach numerycznych przyjmie
wartos¢ 0 lub 1.

Dla przyjetego przypadku obcigZenia sily zewnetrzne i naprezenia odpowiddajace
bezmomentowemu przedkrytycznemu stanowi naprezen wyrazaja sie wzorami

_ 1 Sy Sy
N; = 2to, = 2qtga(T s) Ny P

2.7
N, = 2o, = —qstga, To=T,=0.
Zaktadajac staly stosunek obciaienia podluznego do poprzecznego
w = Na , (2.8)
qsy

zapewniamy proporcjonalny wzrost skladowych tensora napreZenia przy zwigkszaniu
obcigzenia zewnetrznego, co stanowi wymog tzw. ,,prostego obciazenia” dla deformacyjnej
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teorii plastycznoéci. Naprezenia wzdhuzne, obwodowe, styczne oraz intensywnosé naprezen
przyjma odpowiednio wartosci:

- _ 95, = 95 -
g, = Yy ]\Stgd, Oy = 7% tga, Tsp = 0:
2.9)
N
0, = (07— 00,405 +372)% = -r%j—;/thoc,

gdzie

s \° 2x
kg = 1—{=4) (1~ Q = k(k,~ .
< ( ) ( tgo'.)’ Ls(ks 2)+4

Zakladamy liniowg charakterystyke umocnienia materialu warstw nosnych w zakresie
plastycznym, dla ktdrej modul styczny E), = const, natomiast moduf sieczny

E‘;\: T dla O',,, S Gl S Um’
’ sy 0 (2.10)
E, dla 0< 0, <0y,

. . " . 4t [ E,
gdzie o,, jest wytrzymaloscia dorazng, a &, = Tl (—E,- -1
rzystano warunek plastycznosci H-M-H. W obliczeniach numerycznych jest on realizowany
przez odpowiednie instrukcje logiczne.

Zwigzki fizyczne dla warstw no$nych wg teorii matych odksztalcen sprezysto-plastycz-

nych Nadaia-Hencky’ego majg postaé [8]

Ll (1 1-»
s =g, T\2E, T T2E )%™

)o,,l. W opisie £, (2.10) wyko-

o
I

1 1—2» 1
. oo+ — 2.11
o (2Ec 2E )as E. %o @11

3 1=
Vsp = E T TE Tsp-

Przyjmujac E, = E uzyskujemy z (2.11) zwigzki fizyczne dla ciala liniowo-spreZystego.

Aby wyznaczyé wariacje naprezen, nalezy dokonaé wariacji wyrazen (2.11), a nastgpnie
odwrocié je ze wzgledu na do,s. Po wykonaniu odpowiednich przeksztalcen otrzymujemy
zaleznoéci

do, fix f12 0 de,
5% = |for f22 O €
bryl L0 0 fia

Elementy macierzy sztywnos$ci maja postaé

[«2]

2.12)

»
Y sp

(=]

t { -, E
F=fii= 30-<sz£+.§"_),

t — — 1 E,
Fo=fio=fu= T[_kZSSSq:'*_ *Z—(ko—z)—Ek—],
o c

10*
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0.
tE,
F3 = f33 = ko )
gdzie
I O 1-2r = = 1—2
'DO = 2@;\3+_‘E_Ek(ko_l)]-—— E kQSSSqH ko = 3"'_]:..—Ec, (2'14)

It

__ 1 = 1 ley—4 E
. — J— = (- 0 Sy = —|0,— =05} = ——=, by = 1— 2%
S.\ g (US 2 0‘}’) (l kv)/l/ ’ 4 (J’r ) g ) 2,/‘9 1 Ec .

i i =

Sily i momenty w warstwach nosnych powstajace w wyniku utraty statecznodci uzyskuje
sie przez catkowanie wariacji naprgzef (2.12) wzdhuz grubosci warstw no$nych

+iedt . et
0Ny = [ dokdz, M= [ dokzd:. (2.15)
:!:‘kc ;{:-%C

Warstwa wypelniajaca zgodnie z przyjetymi zatoZeniami przenosi wylgcznie sity $cinajace,
stad ‘

3
ON., = G, f 8ydz, ON,, = Gy f 8Yp=dz, (2.16)
_%C -—%c

gdzie G, jest modulem odksztalcenia postaciowego materialu warstwy wypelniajacej.

3. Réwnanie statecznoSci

Uklad réwnan statecznoéci powloki stozkowej wyrazony w przemieszczeniach nie ma
$cislego rozwiazania. Przyblizone rozwigzanie metoda ortogonalizacyjna Galerkina zwia-
zane jest z pracochtonnymi obliczeniami, dlatego w niniejszej pracy zastosowano metodg
Ritza. Opierajac si¢ na twierdzeniu, ze réwnowadze ukladu odpowiada ekstremum jego
energii potencjalnej W, otrzymujemy réwnanie réwnowagi powloki w ujecin wariacyjnym,

oW = S(U+L) =0, G.1)

gdzie U jest energia zgromadzong w powloce w trakcie jej odksztalcenia, L za$ jest praca
sit zewnetrznych. Réwnanie (3.1) jest poprawne zaréwno dla standw przedkrytycznych,
jak i pokrytycznych.

Do wzoru na cnergi¢ W, zamiast $cistych wyraZen na przemieszczenia, wprowadzimy
funkcje aproksymujace zawierajace wspolczynniki 4;, ktére dobiera sie tak, aby mozliwie
najdokladniej odtwarzaly przebieg rzeczywistych przemieszczen.

Réwnanie

k
W = W,A 6A,;=0,_ i= 1,2,...,]6, (3.2)
,; 4
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jest spetnione przy zupeinej dowolnosci wariacji 04;, zatem
W, 4 =0. 3.3)

Warunek réwnoczesnego spelnienia tych réwnai okresla krytyczny uklad obciazen. Gdy
réownania te sg liniowe i jednorodne, pozostaje do rozwigzania zagadnienie wartosci
wlasnych, jednak w naszym przypadku powstaje bardziej ztozony ukiad réwnan nielinio-
wych i niejednorodnych. ‘

Catkowita energi¢ potencjalng powlokl W uzyskujemy, sumujac jej wartosci w warst-
wach noénych: U™ (zewnetrznej), U~ (wewnetrznej), w warstwie wypelniajacej U™ oraz
pracg sit zewngtrznych L:

W=U"+U"+U"+L. 3.4)

Poszczegdlne skladniki energii maja postaé

Ut =+ ff (BN Do +ONG Bef + AN, by M2 b +

nO

+ OM Bt +20ME, bt )rdods, (3.35)

sa f8
o =—é~ f f (BN, Opset ON,., Oy, Jrdpyds,

s1 0

gdzie wariacje odksztalcenn uzyskane ze wzoréw (2.5) dotycza powierzchni srodkowych
odpowiednich warstw. Prace sit zewngtrznych mozna w pewnym uproszczeniu ([8]) zapisaé
ako funkcje przemieszczenia w,

= — f f qwrdqods———N s;sina f f w2 deds. (3.6)

51 0

Po podstawieniu odpowiednich wyrazefi na wariacje sit i momentéw (2.15) i (2.16) oraz
odksztalcer i krzywizn, wykorzystujac oznaczenia (2.4), otrzymujemy nastgpujace wyra-
Zenie na energi¢ potencjalna powloki

s2 f 2
1 1 1 1 Uy
W:Efof |2f“[(ua,s+7w?s) +u§,s]+4f12[(um_s+—2—w_2,)(—;va_,p+A0T_

w 1

1 Ag 5
“‘-Stg—a'f' 21'2 +— uf,- ;v,gq,+—uﬂ sUp + f22 7

1 u 1 Vet 1 2 1 o 2
+(7vﬂ'rp+A°Tp) ]+2f33[(7u“’°’+v°"’—A°T+7w'sw"‘”) +(7“ﬂ.q»+‘”ﬂ.s“”°“s£) ]+
c+t 1 1 catl 1
+2[( 3 —5Ug, s+ 12 n)(fll W,:s+f12(‘g'w.,+ rQW!W))+(T( ﬂw+A0—‘)

121 1 1 1 +1
12( w, + ))(fu W.ss+f22(;w,s+r—z'wnw>):| + C(:Sd (C (/1220 qup, s+

—

2
U w 1
Yot Ao~ S +‘27“’iv) *
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, 4 ! woo L
+ zvﬂ»'r“a. sTW5 vﬂ-w) +f22 (T Vo, pVpp + 2A0?(uavﬂ-w +“ﬂ7"a-q>) + 2'0/1-'/‘( oot “_.:W.Tr) )) +

stgo 212
(3.7
) .2 ‘ 1 1 1 1 c+1f1 :
+ 6 (f]lva,gpw. s.\"i‘fzzva,w(;’z‘w.q,w_i'}_ w, v))) +4f33[(7‘v. sr/'—_).g‘wvff’ 2 7“&0)"'
Cw\, (L L cosa _5cosa . cosa | ctif cosa
t7p,5 Aos T% ,.W--w'. ,,sw""+ 4r % 4 s at g2 e | |+ 2\ & X
1 A I 5 cosa
% (“r_(“a,c,n'v{l,s+“ﬁ,rpvtx, s) 204, 575, s*TO(v“' sVt 0a?p. ) T W s =g s 8
‘1 24, 1 coso 2
X (T(ua.-ﬁvﬂ_i_vﬂ,'pvﬂ.)‘*'vm. st g, s”a*Tv“vﬁ+7”ﬂ“’» W t+ QP L ey

A [ | G e+t 2
Dy, sl 1.+ Vp, o, — —f—(vuuﬂ,,,,+vﬂu,,,¢)+7w, sw,,,,uﬂ,q,))J +4~Ci[<uﬂ-—§— w, | +

2 sz f s2 B
ot 1 . .
+(v/;— %—r—f~n),¢) “rd(pds—— ff qwrd<pds——-2»Naslsmoc Jf widepds.
51 0 5 0

W celu rozwigzania zagadnienia przyjmujemy nastepujace funkcje aproksymujace prze-
mieszczenia: :

w(s, ) = 4,r*sinkysinpe,
(s, ) = Azrcoskysinpp,
up(s, p) = Asricoskysinpp, (3.8)
Uu(S, @) = A,r*sinkypcospe,

up(s, @) = Asr*sinkycospg,

edzie
k=—ml£, [=s,—5, =5—=5
p= i r = ssina
B’ T
Funkcje (3.8) spelniaja kinematyczne warunki swobodnego podparcia brzegéw powloki
W, =0, Ualyeo =0, 24|_ =0
5=, p=f $=8; .
» 0 0 (3.10)
_ = ’ U = = B Q =5 =
o= Plos Plazss

Podstawiajac funkcje (3.8) do wyrazenia (3.7) oraz obliczajac pochodne czastkowe energii
W wzgledem parametréw A; (3.3), otrzymujemy nastepujacy wyjéciowy uklad nieliniowych
réwnan algebraicznych

Wa=0 i=12,..,5. (3.11)
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Uklad ten mozemy przedstawi¢ w postaci
(@ +a)A,+adr+tasds+ A A tagsds =
= by Ai+b 2 AT +b 13 A Ay +b s Ay As+D s Ay A+ b, A, As+by 4,
U3y A +a32As+az3As+as datazsAs = by A7, :
a3 A, +a3, A, +as3 Astazada+ass As = by A7, (3.12)
g1 Ay a4, A2+ 043 As+ag As+ags As = by, 4,
as, A;+asy Az +ass Az +asaAdat+ass As = bs; A},
Ze wzgledu na skomplikowana budowe réwnan zastosowano tutaj szereg oznaczef skra-
cajacych.
Obli~zone analitycznie catki po wsp6lrzednej oznaczono 8 nastepujgcymi symbolami:

5 g s
Ji = [ sin’pgdyp, Jo = [ cos’ppdy, s = [sin’ppdp,
L ‘0 0
B B p
Jo = f sinppde, Js = f sinppd Je = f cos*ppdyp, (3.13)
0 0 V]

14 i g
J; = fsinzpq)cosp(pd(p, Jg = fsinpq:coszpqodcp, Jo = fsinzp(pcoszpwdq;.
4] 0 0

Z kolei kombinacje funkcji zmiennej s, po ktérej catkowanie zostanie zrealizowane nume-
rycznie, zapisano w postaci

C, = ssinky, C, = s%in?ky, C, = s3sinky,
C, = s3in’ky, ... C,4 = s%inkycosky, ... (3.149
C;3, = s*sinkycosky.
Wprowadzono takze zaleznos¢
Vis) = [ F()Cl)ds, k= 1,2,..,5 1=1,2,..,31, (3.15)

gdzie Fy, k = 1, ..., 4 sg elementami macierzy sztywnosci (1.13) oraz F5 = 1. Dodatkowo
0znaczono

2
o+t L (3.16)

7 BT c

Zl=

Przy wykorzystaniu oznaczen (3.13), (3.15), (3.16) poszczegblne wspolezynniki aj; i b;;
rownan (3.12) maja postad '
ayy = 2sin’acos?at, Vy, o+ 22, [J (sin®a(4V;,  + 16kVy, 1 —4k*V,, 4 —8k3Vy 15+
16KV, 3+ kY, g+ 8V, +20kV,,  — 4KV, 4 —2k3V 5, 13+ 4KV 2, 05 F
AV, 42KV + KV 23) +sindap?(— 4V, — 8KV, 1 +2K2V 2, 0= 4V, i+ (3.1T)
+2kV,, 1) +sin ap4V4_1)+4J25jn3ap2(V3'1+2kV3,11+k2V3,23)]+ngiI1306X
xzf[Jlsinzot(4V5_4+4kV5,13+k2V5,25)+J2p2V5,4],
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a,, = —N,s;J;sina(8Vs, , +4kVs, o+ 12V s 24),
a5 = a3y = sin*acosal, (—4V, 1,240V, 12+2kV; 6)+sin*acosapt,2,(2Vy 5 —
—2kV3, 29), . (3.17)
3sin*acosaf smzonS(4V2 1 +4kV,, 6+ K2V, )+ pE sV 0], _ [cd]
byr = —sin®afsin*als(16Vy, 10 +32kV] 10 +24k%V; 21+ KV, 27)+ D6 Vs, 10+
+5in20p?(8V,, 10+ 8KV 10+ 2k V5 o + 16KV, 10 +4K*V 3 5 +16V5, 0+
+8sin*at s K3V, 5001, ...
Powyzej zamieszczono jedynie kilka spoérod wspoiczynnikéw a;; i b;; z uwagi na ich
rozbudowana strukture.
Zapis kombinacji wspdlczynnikéw a;, oraz b;; przedstawimy przy pomocy funkcji g,

S
o
i

5

B 5,7) = _y(mm)(z (=D T 1), (3.13)

gdzie wyrazenia dj; i = 2,3, 4,5,j = 1, 2, 3, 4 s3 minorami wyznacznika W, , powstalym
w wyniku wykreslenia (i—1)~szej kolumny oraz j-tego wiersza:

A3 sz Gaq QAns

W, = @32 d33 d3s d3s (3.19)

Ag2 Qa3 Quq Ays

sy ds3 Asq Qss
Rozwiazujac ukiad (3.12) wzgledem parametru funkcy ugiecia A, , otrzymujemy rownanie
statecznosci w postaci
_ elAl +82A§+63A?
B e, +es

. Ny=gs;x, (3.20)
gdzie
e; = a,;, +Wi'g(a,a,0),
ey = —by,— Wi (8@, b,0)+(b,a, 1)),
e3 = —b;,+Wiig(h,b, 1), (3.21)
%=smeKM}ﬁ4M§m+knzd
es = sin®ad s Ws, 5.

4. Obliczenia numeryczne i wnioski

Efektem dziatania programu obliczed numerycznych jest uzyskanie wartosci obcigzenia
poprzecznego g (oraz sily wzdluznej N) w funkcji ugiecia powloki, wedlug réwnania
(3.20). Ze wzgledu na uwikiang postadé tej zaleznosci (obcigZenie g tkwi m.in. w elementach
lokalnej macierzy sztywnosci) obliczenia przeprowadzono iteracyjnie., Na kazdym kroku
obliczeniowym $ciezki rGwnowagi przyjmowano pewna warto$¢ poczatkowa obciazenia g;.
Umozliwilo to wyznaczenie wspolczynmkéw sztywnosci i otrzymanie réwnania o znanych

wspofczynnikach, :
g =q(x), - : (4.1)
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odzic ugigeie reprezentuje parametr 4, (4.1). Ostatecznie jako ¢ przyjmowano wartodé
speiniajaca warunek,
lq—lhl < Egs (42)
gdzie &, oznacza zatozong doktadno$¢ obliczed. Kolejne przyblizenia wartosci g ustalano
w oparciu o metode ,,regula falsi”. Uproszczony algorytm obliczen przedstawiono na rys. 3,
gdzie
N, — ilo$é krokow calkowania,
7 — wspélczynnik calkowania, zalezny od przyjetej metody (stosowano metode
trapezéw),
£mac — Darametr ugigcia,
Emex = MAX |s2sin®asinky). (4.3)
program napisano w jezyku FORTRAN, a obliczenia przeprowadzono na komputerach
SM-1 oraz ODRA-1305. Jako dane podstawowe przyjeto:

furkge Cinezaleine
od obcigzenia

aymikwzora| ‘
iteratyinogo | {779

Rys. 3.



506 J. NowInka, J. ZIELNICA
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a) stale materialowe
E =21-10° MPa, E; = 3-10* MPa, o, = 240 MPa, » = 0,3, G, = 25 MPg,
b) stale geometryczne:

re=13m, L=08 m, t =0,002 m, ¢ =0003 m, « —-——, B8 = 0,5,
gdzie r,— promien §redni,

¢) parametry: '

%= 1000, N, =20, m=n=1, Ay = 1.
Podstawe analizy stanowia wykresy zaleznosci obciazenia od wzglednego ugigcia powtoki
w, odniesionego do jej catkowitej grubosci

wmnx

w= 2t+c’

- Wmax = = gmux . (44)
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Obszar niestateczny zaznaczono na wykresach. linia przerywana. Poczatek tego obszaru
stanowi gérne obcigZenie krytyczne ¢*;-koniec — dolne obciaZenie krytyczne g*. Rysunki,
na ktdrych w istotnej proporcji, oprécz obszaru plastjcznego wystepuje obszar spreZysty
lub sprezysto-plastyczny, zaopatrzono dodatkowo w linie 6pisane liczbami, oznaczajacymi
stopiert uplastycznienia liczony wzdhuz tworzacej powloki.

Stosunek obcigzen, wyrazony przez wspolczynnik x, wywiera zasadniczy wplyw na
posta¢ wyboczenia powloki. Na rys. 4 przedstawiono krzywe obrazujace przebieg utraty
statecznosci dla réznych wartoéci ». Dla matych wartosci » krzywe (i) i N,(#) wykazuja
jedynie przegiecie i kazde obciazenie daje w tym przypadku stany stateczne. Powyzej
pewnej wartosci granicznej (x ~ 95), dla ktérej g¥ = g*, pojawia si¢ obszar niestateczny,
ktéry przy dalszym wzroécie » rozszerza sig, a.jego poczatek wystepuje przy coraz mniej-
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szych ugieciach. Jednoczesnie obcigZenia krytyczne ¢* maleja, a krytyczne sity wzdhuzae
rosng. Powyzej pewnej wartosci (x = 10%) $ciezki réwnowagi nie odbiegaja istotnie od
krzywej granicznej, odpowiadajacej przypadkowi dzialania na powtoke jedynie sity wzdiuz-
nej (x = ). Jak wynika z rys. 5, utrata statecznosci nastgpuje po catkowitym uplastycz-
nienru powloki.

Rys. 6 przedstawia przebieg utraty statecznosci powloki przy réznym stosunku pro-

., . . - . 2r
mienia $redniego wycinka stozkowego do dlugosci tworzace) w = Ts (ry = const).

Charakterystyczna cecha rodziny krzywych q(W) jest tutaj wystgpowanie dwéch krzywych
granicznych: gérnej i dolnej. Przy wzroécie w obciazenia krytyczne ¢ i ¥ maleja, natomiast
ich roznica, jak rowniez przedziat ugie¢ niestatecznych, najpierw nicliniowo wzrastaja

g10'mMPo)

22

o

,=consi

20 A

7 e ——— L
/‘-7.__ .
10— 77 B e
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do okre$lonej wartosci imaksymalnej, a potem maleja. Porownanie dwoch wariantéw
zmiennosci o (przy r, = constiprzy / = const) dalo analogiczne wartosci w, odpowiadajace
krzywym granicznym, a takZe pozwolilo stwierdzi¢, iz powloki o wigkszych rozmiarach
ulegaly wyboczeniu przy niZszych obcigzeniach krytycznych.

Analiza przebiegu wyboczenia powloki zwigzana ze zmiang kata o (rys. 7) zostala
przeprowadzona przy zachowamiu stalej wartosci pola powierzchni bocznej powtok
(rs = comst, ! = const, f§ = const). Poniewaz zaloZenic takie powoduje odpowiednig
zmiane wartodcl 5., dla zachowania stalej wartosci stosunku obcigzen w badaniu tego
przypadku, zapewniono xs, = const. Obliczenia przeprowadzono dla trzech wariantow,
ktére zestawiono na wykresie 7. Wystepuje duze podobienstwo odpowiednich charak-
terystyk. Dla katow o bardzo mafych lub bliskich =/2 brak jest obszaréw niestatecznych.
Obcigzenia krytyczne majg maksimum dla pewnych katéw pochylenia tworzacej, ktore
przy wzroscie iloczynu s, nieznacznic przesuwa si¢ w strong wigkszych wartoci «. Pomimo
przebadania stosunkowo niewielkiego zakresu zmiennosci kata g (20--35°) zaobserwowano

qitfirpa)

e-54= 270M

30 :
_ T

|5y =1414m

a3 Al 376 —
Rys. 7,
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duze zrdéznicowanie przebiegu funkcji g(w) (rys. 8). Dla malych wartosci f wystgpuje stan
stateczny. Po przekroczeniu wartoéci granicznej (8 2 22°) pojawiaja sig obszary niesta-
teczne, ktére ze wzrostem § rozszerzajg sig, chociaz ich poczatek odpowiada coraz wigk-
szym ugieciom. Jednoczeénie rosng zaréwno obcigZenia krytyczne, jak i réznica pomigdzy
gornym i dolnym obcigZeniem krytycznym.

Na kolejnym wykresie (rys. 9) przedstawiono analizg wplywu modutu stycznego Ei
na przebieg wyboczenia powloki. Gorna krzywa na wykresie odpowiada analizie powloki
sprezystej. Zmniejszajgc wartos¢ modutu stycznego, obserwuje sig spadek obciazen kry-
tycznych oraz rozszerzenie obszaru niestatecznosci.

Oprécz wynikéw przedstawionych na zamieszczonych wykresach, przebadano rowniez
wplyw innych’parametrow na przebieg utraty statecznoéci powloki. Stwierdzono liniowy
wzrost obcigzen krytycznych w miare zwigkszania si¢ grubosci warstw nognych w stosunku
do calkowitej grubosci powloki lub przy wzroscie granicy plastycznosci. Uwzglednienie
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sztywnosci $cinania warstwy wypetniajacej doprowadzilo do wzrostu obcigzen krytycznych
rzgdu 8% (poréwnano przypadki G5 = 80 MPa i G; = 0). Wplyw zmian liczby Poissona
w zakresie 0,25 < » < 0,5 okazal si¢ znikomy. Rowniez nieistotny okazal sig wplyw
dodatkowych czlonow w zwiazkach geometrycznych (opatrzonych wspolezynnikiem Ao)
na wartosci obcigzen krytycznych. :

Przedstawiona w pracy metoda rozwiazania zagadnienia statecznosci sprezysto- plastycz-
nej trojwarstwowej powloki jest metoda analityczno-numeryczna, gdzie komputer wyko-
rzystano w konicowym etapie do iteracyjnego obliczania $ciezki rownowagi, gdyz w odrdz-
nieniu od analogicznego zagadnienia sprezystego uzyskanie rozwigzania w postaci zamknig-
tej jest niemozliwe — gléwnie z uwagi na nieliniowo§é geometryczng i niejednorodnosé
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stanu naprezenia. Przyjecie koncepcji Shanleya zapewnito stosunkowo prosty budowe
zwigzkéw wyjéciowych, co byloby niemozliwe przy uwzglednieniu proceséw biernych
(podejicie Engessera-Karmana). Przedstawienie wynikow pracy jest zwarte, a opracowany
algorytm umozliwia stosunkowo latwe wykorzystanie wynikéw w praktyce inzynierskjej
i nie wymaga maszyn cyfrowych o duzej pamigci operacyjnej, jaka jest potrzebma na
przykiad w metodzie elementéw skonczonych (MES). Czas obliczen nawet przy duzej
liczbie iteracji nie jest wielki. NadmieniC tutaj nalezy, Ze zastosowanic metody elementow
skonczonych w zagadnieniach nieliniowych geometrycznie z uwzglednieniem odksztaicen
plastycznych dla powlok wielowarstwowych jest trudne i dotychczas istnieje nicwiele prac
zajmujgeych sig tym problemem. Poza tym rozwiazania te s3 mato ogélne, gdyz w matym
stopniu korzystaja ze standardowcgo oprogramowania. W metodzie elementéw skoficzo-
nych dazy si¢ ostatnio z jednej strony do opracowania efektywnych algorytméw (koniecz-
noéé¢ skracania czasu obliczen, ktéry z reguly w zagadnieniach nieliniowych jest znacznie
dluzszy niz w liniowych), z drugiej zas do podwyzszenia dokiadnosci obliczen. Przy obli-
czaniu nieliniowych §ciezek réwnowagi istotng rolg spelnia przyjecie odpowiednicgo
niezaleznego parametru sterujacego. W analizie liniowej jest to parametr obcigzenia.
Sterowanie obcigZeniowe nie moze byé wogdle stosowane w otoczeniu punktéw krytycz-
nych, gdzie macierz styczna sztywnosci K jest stabo uwarunkowana, a nawet osobliwa.
Stosowanie z kolei sterowania nieobcigZeniowego jest w metodzie elementoéw skonczonych
dos¢ kiopotliwe, gdyz wymaga modyfikacji standardowych procedur. Istnieje tu ponadto
problematyka dyskretyzacji konstrukcji i aproksymacji wewnatrz elementow skoificzonych.
W problemach nieliniowych, a zwlaszcza przy badaniu statecznosci, mozna popetniaé
dosé duze bledy przez eliminacje drugorzednych stopni swobody. Wyniki niniejszej pracy
maja charakter ogdlny i moga byé¢ réwniez wykorzystane do testowania rozwigzan uzyska- .
nych w oparciu o MES. Poprawno$¢ wyprowadzonych zwiazkéw zbadano przez poréow-
nanie wynikéw z rezultatami uzyskanymi dla powloki jednowarstwowej [5]. W tym celu
przyjeto do obliczen grubo$¢ warstwy nosnej réwna polowie grubo$ci powloki jedno-
warstwowej, natomiast gruboéé warstwy srodkowej rowna zeru. Przyjecie odpowiednich
danych umozliwilo takze sprowadzenie obliczefi do rozwigzania sprezystego. Uzyskane
wyniki wykazaly zgodnos§é z pracg [7] po$wigcony zagadnieniu wyboczenia analogicznej
powloki w zakresie czysto spreZzystym.

Przeprowadzona analiza i obliczenia numeryczne moga postuzyé, w projektowaniu
powiok stozkowych, do doboru wiasciwych parametréw geometrycznych i fizycznych,
w celu uniknigcia powstawania niestatecznych stanow pokrytyczinych.
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Pesome

TEOMETPHYECKY HEJIUHEAHAS YCTOHUYUMBOCTE TPEXCIOMHOI KOHHMYECKOI
TTAHEJIXL

B paGoTe onpenessieTcs BepXHHE ¥ HAYKHIE KPHTHIECKE HATPY3KH X allaNU3HPYETCA ITOTEPHIO YCTOH~
UHBOCTH BT CBOBONHO ONEpTO TPEeXCHoWHON KOHMUCECKOH 060JOUKH HATPYMKCHHON IIPOHONEHEIMH
YCIWJIMAMH M BHEIUHHM HaBieHueM. IloJlaraercst, 4ro Bo BpEMs IOTEPH YCTOHUABOCTH HeECYMIHE CJIOM
yOPYrHE MIH IUIaCTHYECKHE, @ 3aIIONHUTENs OCTACTCA YIPYrHM. 3ajava pelrena merofom Pursa. Vpag-
HEHHSA NOAYYEILI ¢ MCH0JIb30RBaHIeM DHIMIECKHX COOTHOMEHHI NehOpMALIMOHHOM TEOPHH TUIZCTHUHOCTH
H KOBUEIIHM TIpoJosimxKarolero Harpykenus Illermr-PadorHoBa. MrepalMoRHblil aIBrOPATM DEIICHHSA
TOSBOMAET AHATM3HPOBATh IYTH DARBHOBECHAS ANS YINDYIHX, YIPYLo-NAACTHUECKMX MNHM IUIACTHUECKHX
oBonouex. IIpeAcTraBiIeHbl UNCHOBLIE MPHMEPBI B KOTOPbIX PACCMOTPEHO BIMAHHE QH3HUECKHX I re-
OMETPHUYECKUX TIApAMETPOB HA NNOTEPHIO YCTOHYHBOCTH IIPH GONBIUMX mporuGax.

Summary

GEOMETRICALLY NONLINEAR PROBLEM OF AN ELASTIC-PLASTIC OPEN SANDWICH
CONICAL SHELL

In the paper the upper and lower critical loads are investigated, and also stability loss is analysed
for an open sandwich conical shell loaded by longitudinal forces and uniformly distributed external pressure.
It is assumed that the shell faces are elastic or plastic in the moment of buckling, and the core remains
elastic. The problem is solved by the Ritz method. The equations are derived on the basis of deformation
theory of plasticity using the concept of the growing load (Shanley). An iterative algorithm of calculation
has been elaborated, which make it possible to analyse the shells in elastic, elastic-plastic or in totally
plastic prebuckling state of stresses. The numerical examples show the influence of principal geometrical
and physical shell's parameters on the stability loss at large deflections.
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