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Spis wazniejszych oznaczei

(r, 0) — wspoirzedne biegunowe,
R — potozZenie $cianki kanatu,
1 — predkosé promieniowa,
v — predkosé obwodowa,
p — ci$nienie, _
ug, u; — predkosci promieniowe postawione na $ciance kanatu,
vg, v, — predkosci wzdtuzne postawione na §ciance kanatu,
Qo — wydatek cieczy przez wybrany przekrdj kanalu,
¥ — funkcja pradu.

1. Wstep

Przeplywy z malymi liczbami Reynoldsa, zwane powszechnie przeptywami powolnymi,
realizuja si¢ na duzg skale zaréwno w technice, jak i w przyrodzie. Mamy z nimi do czynie--
nia migdzy innymi w procesie przeplywu krwi w naczyniach krwionosnych, w procesach
smarowania, flotacji, sedymentacji i wielu innych. Do opisu przeplywéw powolnych
powszechnie uzywa si¢ réwnan Stokesa [5]. Réwnania te naleza do podstawowych réwnan
mechaniki plyndw. Poszukiwanie wiec klas §cistych rozwiazan réwnan Stokesa opisujacych
przeplywy powolne jest zadaniem waznym zaréwno z teoretycznego, jak rowniez z prak-
tycznego punktu widzenia. Celem niniejszej pracy jest wyznaczenie pewnej klasy prze-
plywéw powolnych realizujacych si¢ w plaskim kanale, ktérego $cianki majace ksztalt
dwéch wspotsrodkowych tukéw okregdw sa przepuszczalne dla cieczy. Poszukiwane
przeptywy powolne opisywaé bedziemy za pomdcq tak zwanej funkcji pradu spelniajacej
réwnanie biharmoniczne, okreslone w biegutibwym ukladzie wspotrzednych. Klasa $cistych
rozwigzan réwnania biharmonicznego powszechnie uzywana w literaturze jest wyrazona
za pomocy szeregéw Fouriera [9, 5]..Nieznane wsp6iczynniki tych szeregdw wyznacza si¢
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z warunkéw brzegowych, wykonujac odpowiednie operacjc catkowania. Klasy funkcji
pradu uzyskane natomiast w tej pracy maja posta¢ nieskoriczonych szeregdw funkcyjaych,
ktérych poszczegdlne wyrazy sa iloczynami kolejnych pochodnych funkcji predkosci
postawionych na éciankach kanalu mnozonych przez $cile okreslone wielomiany zalezne
wylacznie od jednej zmiennej promieniowej. Przeplywy powolne otrzymane w tej pracy
istotnie wiec sie roznia od klas przeplywéw powolnych wyrazonych szercgami Fouriera.

2. Sformutowanie zadania

Rozwazmy dwuwymiarowy kanal, ktérego obydwie $cianki maja ksztalt dwoch wspél-
srodkowych fukéw okregéw opartych na tym kacie srodkowym 6 = 6, (rys. 1). Kanat taki
nazywaé bedziemy kanalem zakrzywionym. Zalézmy, Ze scianki rozwazanego kanatu

- Rys. 1.

s dla cieczy przepuszczalne. Niech przez przekrdj 6 = 0, $ciankg gérng oraz $cianek
dolng (rys. 1) wplywa do wnetrza kanatu ciecz odpowiednio: o wydatku Q,, z predkoscia
o sktadowych U, ¥, oraz z predkoscia o skltadowych Uy, V. Przyjmujemy, ze w przeply-
wie powstajacym w kanale (rys. 1) sity bezwladnos$ci sa pomijalnie male w stosunku do si}
lepkich, Celem pracy jest wyznaczenie klasy przeplywéw: powolnych realizujacych sig
w dwuwymiarowych kanalach zakrzywionych (rys. 1), majacych $cianki przepuszczalne,

3. Podstawowe réwnania

Do opisu dwuwymiarowych przeplywow powolnych powstajgcych w. kanalach zakrzy-
wionych o sciankach przepuszczalnych (rys. 1) uzywa sig¢ nastepujacych réwnan Stokesa:
1 dv '

1 0
Ta =0

o [1 W 3 | ,
aT[T?;ﬂ"“’]*‘ﬁWf?W‘"aﬁo’ - G
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oraz stawia si¢ nastepujace warunki brzegowe: -
Cu(R,0) = Up(0), w(R,0) = Vg(0),

u(1,6) = U(6), o(l,6) = V,(8), (3.16)
gdzie
___ri_ pR0 _ uw' v
Ry Py Sty U (3.1¢)

sa odpowiednio bezwymiarowym promieniem, bezwymiarowym ciénieniem, bezwymiarows
predkoscia promieniowa oraz bezwymiarowa predkoscia obwodowa. Przedmiotem po-
szukiwaf bedzie klasa funkeji {u, v, p} spelniajaca sciéle réwnania Stokesa (3.1a) oraz
warunki brzegowe (3.1b). Wygodnie jest poszukiwana klase przeplywéw powolnych
{u, v, p}, rozwiazujacy zagadnienie brzegowe (3.1), przedstawi¢ nastepujaco:

1 ov Fig

U = — =

roor or’

1 d%u 2 v
s u)+ f( 3 302 . f“g'a“)dr’
gdzie funkcja ‘f/, zwana funkcjg pradu, spelnia réwnanie biharmoniczne

: 2 2\ .
» (__L _é_ r i + _1. _q_.‘) (Tl_ _g_r_ 2 i +_.l_ _a_) Y0 (3.2b)

(3.2a)

r or or  r® 00* ar  r* 06*

oraz warunki brzegowe

1 a% av

FIR T s L
o | o 629
36 - = U1(,0), _me = V,(O).

Zwigzki (3.2) i (3.1) s3 réwnowazne. Stad w dalszej czgéei pracy ograniczymy si¢ wylacznie
do wyznaczenia klasy funkcji pradu ¥ rozwiazujacej zagadnienie brzegowe (3.2b-c).
Poszukiwana klasa przeplywéw powolnych {u,z,p} wynika bowiem natychmiast ze
zwigzkéw (3.2a). Niech funkcja ¥(r,0, R, Uy, V) spelnia zwiazki (3.2b - ¢) w przypadku,
, 71{—, U, ,Vl) powstala w wyniku
prostej zamiany argumentow spelnia te same zaleznoéci (3.2b - ¢) przy zalgzeniu jednak,
2e Up = Vg = 0. Stad wygodnie jest poszukiwana klas¢ funkcji pradu ¥ rozwigzujaca
zagadnienie brzegowe (3.2b - c) przedstawié w postaci nastgpujacej sumy

1
» ) R )
gdzie R,Ug,Vg,U,,V, sazgéry danymi parametrami. Aby wigc znaleZ¢ poszukiwang klas¢
przeptywéw powolnych {u,v, p} nalezy, po pierwsze: rozwiazaé réwnanie biharmoniczne

19 9 1 #\1rao o 1 &
7 T o T

gdy U, =V, = 0. Nietrudno wykaza¢, 2e funkcja !f’(%, 0

!.p(r’ 6) = T(r’ 0, R’ UR) VR)+YI(%', 6 UI’VI), (33)

.z = 3.4
r or 3r+r2 62 )YI 0 (3.42)

12 Mech. Teoret. i Stos. 3-4/85
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wraz z dofaczonymi do niego nastgpujacymi warunkami brzegowymi

1 8¥ o _

R0, = O = O (40)
¥ ¥
0" T G4

po drugie: zbudowaé na podstawie (3.3) funkcj¢ pradu ' oraz po trzecie: wyznaczyé
w oparciu o zaleznosci (3.2a) poszukiwang klasg przeplywéw powolnych {u, v, p}. W dal-
szej czesci pracy ograniczymy si¢ do rozwigzania zagadnienia brzegowego (3.4).

4. Klasa rozwigzahi réwnania biharmonicznego

Na wstepie wprowadZmy nastgpujace oznaczenia:
1 é)_r 9 0 f(0)
r or or’ b
ktore uzywaé bedziemy w dalszej czeéci tekstu. Przy uzyciu zaleznosci (4.1) réwnanie
biharmoniczne (3.4a) przyjmuje postaé

YRR ‘a2 . 4 :
1 g 1 4 L a—)Y’:O. 4.2

L= = f"), (4.1)

7507 t 7 Lggr + 7 g0
Rozwiazanie rownania (4.2) wygodnie _]CSt wyrazi¢ za pomocé nastgpujacego nieskoriczo-
nego szeregu funkcyjnego

(L2+L

Y= W(rfe9(0), ' 4.3)
gdzie W,(r) jest funkcja wylacznie promienia r, f*9() zas oznacza 2s-tq pochodng dowol-
nej funkgji f(8), zaleznej jedynie od kata 6. Podstawiajac zwiazek (4.3) do zaleznosci (4.2)
1 przyréwnujac do zera wyrazenia przy tych samych rzgdach pochodnych funkeji £(0),
otrzymujemy nast@pujqce rownama rekurencyjne okreslajace funkcie W,(r): ’

1 1 1\ 1 o C
2 —_ R T —_— 5. ’ =
LW, = (L 2t L) Wiy ? ,W“Z’ (s .[0, 1,2 .‘..) (44
W= W_,=0.

Ogélne rozwxqzame ukladu réwnaf (4. 4) przyjmuje postac '
W) = Z 1"'[ )BT e
r (— ) (r a:—m+7s-—m) (2 +1)' +( //3.1 m+ 5= m) (2 )' '. ( )

gdzie a,, f, ys i 6, sa dowolnymi statymi. W celu ustalenia kryteriow zbieznosci otrzy-
manego szeregu (4.3), (4.5) wygodnie jest N-ta sume czqstkowq zwxqzku @. 3) (4 5)
przeksztalci¢ do rownowaznej postaci -

2n41 ' 2m o
ZW(r)f(Z”(O) Z (—1)'"{11,v n (;“ D +bs, mg—m)"} (4.6)

5=0
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gdzie
N:lll N-—m
a/\',m = E ().st+ys)f(23+2m)(0), [)N m = v (’ 2ﬁ3+ 6 )j(2s+2m)(0) (4.7)
s=0 s=0

Granice ciggu (4.3) mozemy na podstawie (4.6) zapisaé nastepujgco

[}

]n2m+l lnz'“)’ l
W, () = llm Z ~1 "'{ Nom +by,m iy .
50 S(Nf () y (=N"axy. Qu+t TN om) | “8)
Ciag funkcji (4.8) jest zbiezny, gdy spelnione sg jednoczesnie nastepujace nieréwnoscei:
lim ANy, m = AQo,m < O, lim bN,m = boo,m < 00,
N--o N—w

4.9
lnlm+ 1,. Iﬂ ( )

- \ — nr, 2"‘
im 2, D o G 0% o] <

Stosujgc kryterium d’Alemberta do zwiazkéw (4.9) otrzymujemy na podstawie (4.8)
i (4.7) nastgpujace kryteria zbieznosci szeregu (4.3), (4.5) obowiazujace w przedziale

’ (2m+ 2)
fim | L S8 200)
P1->C0 4’n2 f(zyn)(o)

|
fwss [P D(0)] B
B f(zm)(e) | < ]7 (77 = o, ﬂ’)’) (5)

Ostatecznie wigc poszukiwang klase sms{ych rozwigzan réwnania biharmonicznego okres-
laja szeregi (4.3), (4.5) wraz z nieréwnosciami (4.10).

Inp| < I,

(4.10)
lim |-

Mm—r0

5. Szeregi Fouriera

Znang klase rozwigzal rownania bihafmoniczﬁego okreslonego w biegunowym ukladzie
wspéirzednych sg nastepujace szeregi Fouriera:

Y@, ) = ZFN(r)cosNt‘), (N=0,1,2..), (5.12)
NZ0 '
przy czym .
Fy(r) = lim (4,7 2+ B,r" 2+ C,r"+ D,r™"), (5.1b)
n—-N

gdzie A,, B,, C, i D, sa dowolnymi stalymi. Interesujace jest przejécie od szeregdw (4.3),
(4.5) do szeregdéw (5.1). Przyjmijmy dowolng funkcje f(6) w postaci

f(0) = cosnb (5.2)
i podstawmy ja do zwigzku (4.3). Po wykorzystaniu zaleznosci (4.5) otrzymujemy

l_p(r, 6) > ("l)ml:(r Olg o+ Vs— m) (lznzn:;)' +(r2ﬂs m s m) é; )’;] X(—l)snzscosnﬁ.
(5.3)

m= 0

12
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Zakladajac, 7e szereg (5.3) jest bezwzglednie zbiezny, zwigzek (5.3) daje sig po 2mianie
kolejnosci sumowania przedstawi¢ w postaci

¥Y,0) = Z F,(r)cosnd,
n=0

o | (5.4a)

2m+ r ln2m
F,,(I‘) = 2()1"""'[(’ a(n)+7(n)) (2m+1)| +(l‘ ﬁ(n)+ m (2"1),]
gdzie wprowadziliimy oznaczenie
Wap = DWan®, (v =, 8,7, 8). (5.4b)
Nieskoficzona suma wyrazéw szeregu (5.4a) réwna sig
F,,()') = (A,,)'"+2+B 7‘"-2+C 7‘+D ,.—u), (55)
1 On %n
Ay = -2“(3(::)‘*‘ L )), B, = “(ﬁ(n) L ))
(5.6)
Cn — "(6(")4_ 7(11)) D (6(") y(n))
Przechodzac do granicy
Fy() = lim F,(), (¥=0,1,2..) .7)

n->N

otrzymujemy dokladnie funkcje (5.1b). A zatem, przy zaloZeniu, Ze przeprowadzane
operacje obliczeniowe (5.2 - 5.7) sa zbieZne, zaleznodci (5.6 - 5.7) pozwalajy przej$é od
uzyskanych w tej pracy klas rozwigzan (4.3), (4.5) do klas rozwiazat (5.1) powszechnie
uzywanych w literaturze.

6. Klasa przeplywow powolnych

Klase rozwigzan réwnania biharmonicznego (4.3), (4.5) wykorzystamy do rozwiazania
zagadnienia brzegowego (3.4). Z warunkéw brzegowych (3.4c) otrzymujemy natychmiast

= —fs  Ys= —28—u,. 6.1
Pozostale dwa warunki brzegowe (3.4b) spelnimy przyjmujac funkcie pradu ¥ (r, 6) w postaci

[ee]

Y, 0) = Z ) UEZs—2(6)+ W (D VED (D), (6.2a)
gdzie i
1 d 1
WolR) = R, —-Wo()le=r =0, (6.2b)
2 d 2
WO(R) = 0’ REWO(r)Ir=R=—R3 (620)

WdR) = W(R) =0, (s=1,2.3..) (6.24)
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oraz

UCD(E) = ~ [U(O)d5. (6.2¢)

Nalozone na funkcje Wi(r) warunki brzegowe (6.1-6.2) prowadza do nastepujacych
wzorow rekurencyjnych

R

WS(T) = 2 ( )m{[(’ - 1) Qg™ zﬂs m] (lzr:n:_ 1)| (r2_ 1)ﬂs-—m —ln-f'r"'}, (6.33)

m=0 (2)")!
gdzie
RR*-DIM(R)—[(R*—1)~2InR] Nk(R)
() = AR R~ (RP— 1) -
(R) = —RR*InR+ (R~ DM (R)+ (R*—1)(In R)N,‘(R) (6:3)
A 4R?In2R— (R2—1)?
przy czym
k
(In R)?m+1
M(R) = = (—l)m{[(RZ—l)— ------- ]zxk-m+
g (2m+1)! (6.3c)
(IDR 2m+41 (lnR 2m
‘[2 @m+nt ~F =D Gy ]ﬁ* }
. 2R?*(In R)?m+! (InR)zm
(R) = (=" [ —— 4+ (R*-1) ]ak—m+
g @em+1)! 2m)! (6.3d)
) (In R)>™ (la R)2m—1
+[2(R —I)W'F(RZ— Y (2 —1)1 ]ﬁk m}
Wartoéci poczatkowe wprowadzane do wzoréw (6.3a-d) rownaja sig
! _ 2(R*=1-R _ [2RnR+(R*-1)- R
wo(R) = 4R%p2R—(R*—1)%"* BolR) = — 4Rn2R—-(R2—1)* ° (6.30)
3e
2 _ R(R*-1-2InR) _ R(R*—1)InR
“® = gpwr-ge-1r PR = " IRnr-w-nr

Ostatecznie wigc poszukiwang klase przeplywéw powolnych realizujacych sig¢ w kanalach
kolowo zakrzywionych o Sciankach przepuszczalnych okreslaja zwiazki (6.3), (4.3), (3.3),
(3.2a). Zakres stosowalnosci otrzymanych rozwiazan okresla nierdwnoéci (4.10) po pod-
stawieniu do nich

J(0) = Ux(®), f6) = Vr(8), f(6) = U, (6), f(O)= V(). (6.4)
Nieréwnosci te, ze wzgledu na skomplikowane formuly iteracyjue (6.3), sa trudne lub
wreez niemozliwe do rozwigzania. Stad wyznaczenie doktadnego zakresu stosowalnosci
otrzymanych wynikéw pozostaje problemem nie rozwiazanym. NaleZy jednak zauwazy¢,
2e w przypadku gdy funkcje predkosci postawione na $ciankach kanalu sa wyraZone za
pomocg wielomianéw zmiennej 6, uzyskane w tej pracy formuly sa zbieZne.
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7. Przyklad zastosowania otrzymanych rozwigzan

" Niech przez $cianki kanatu kotowo zakrzywionego zasysana Jest ciecz z nastgpujacymi
predkosciami:
. 0!1

LU0 =-—, Val®=0, U =00, ¥O=0 (Ll
L U®) =0, V= )\, GO=0, KO=0, (i)
WL U0 =0, V=0, GO)= " KO=0, (L

Gn

IV. Un®) =0, Val0) = 0, U =0, V(0) = (7.1d)

Fuﬁkéj@ pradu opisujaca przeptyw powolny w kanale uzyskujemy natychmiast na podsta-
wie formul (6.2a) i (3.3)

o1&, e ;
V(i 6) = *:\ﬁ Wi, R). T (7.20)
. r() ll 28
Wr, 6) = 2 W, By i (7.26)
1.11 E("+l) én-H 25
RLXED) S =, (120

1v'1: ' E(E)v | 1.-6—2
W ;6.:2 '(L _)% 7.2d
(r.6) £ & ') eemn (7.24)
gdzie symbol E(%) oznacza najwigkszg liczbe catkowita mniejsza od ﬁ, R za§ jest para-

metrem. Niech teraz przez smankl rozwaZanego kanatu wplywa do jego wngtrza ciecz
z predkodcia,

(0) Zf (O) o= ‘UR’:VR, U15V15, , (7.3a)

0 ktorc; zatozylismy, Ze jest rozwqalna w szereg Taylora w przedz1ale -0 < 0 < +00
Oznacza to, ze spelniona jest nastgpcha merownoéé

f<"+2><e )
S (AR e

Nastqpme zbudquy szercg meskonczony nastQpUchy

lim |.

Il—»OO

(= UR, Vr» Ul, Vl) . (1.3b)

P(r, 0) = Z{U}{)(O)T(r 6)+V""(0)5P(r 6)+ U"')(O)E[’,,(r 0)+V‘"’(0)Y/(r 5} 14

n=0
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i zauwazmy w oparciu o (7.1 - 7.2), ze kazdy wyraz tego szeregu, a takZe ich suma, spelniajg
rownanie biharmoniczne (3.4a) oraz warunki brzegowe (7.3a). Szereg (7.4) przedstawia
wigc klasg przeplywow powolnych realizujacych si¢ w kanalach kotowo zakrzywionych,
w przypadku gdy pochodne funkcji predkosci postawionych na $ciankach kanatu spetniajg
nieréwno$¢ (7.3b).

8. Przyklad rozwiazania zagadnienia fizycznego

Niech nieskonczenie dlugi, sztywny walec o promieniu 1 poloZony bedzie wewnatrz
nieskoriczenie diugiego, elastycznego cylindra o promieniu R, (rys. 2). Niech w chwili
t = 0 polowe objetosci waskiej szczeliny miedzy rurg a walcem wypetnia niesci§liwa ciecz
lepka. Pod wptywem ci$nienia zewngtrznego elastyczna powierzchnia cylindra przemieszcza
sie. Niech przemieszczenia promieniowe powierzchni rury beda z géry zadane. Oznaczmy
je przez R,. O przemieszczeniach obwodowych zas zatozymy, Ze réwnaja sie zeru. Wy-
znaczmy pole predkoséci cieczy Sciskanej wypelniajacej szczeling (patrz rys. 2). W tym
celu wprowadZmy dalsze upraszczajace zaltozenia. Przyjmijmy, Ze nastgpujacy stosunek

(R—-1 <1 (7.1)

Rys. 2.
oraz nastgpujaca liczba Reynoldsa
R.(RI;—I) <1 (7.2)

s male, gdzie przez R, oznaczyli§my predko$é promieniowa powierzChni rury $ciskajace]
ciecz. Wprowadzone zaloZenia pozwalaja bezposrednio wykorzysta¢ wyniki uzyskane
W niniejszej pracy, dane zwigzkami (6.2 -6.3). Jako warunki brzegowe przyjmujemy

Up(0) = R, Va(6) = 0. (1.3)

Podstawiajac (7.3) do (6.2a) oraz korzysta.j.qc'z (6.3) otrzymujemy natychmiast funkcjg
pradu f

W= ([~ Doo—2BolInr+ (> =D} R0 (7.4)
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oraz wynikajace z tej funkcji predkosci: promieniowg
f ! 2 1 - ;
= ~l - ~’: oo — ;‘ﬂo Inr+ l—;‘— ﬂo Rta 0 < < 0“ (74h)
oraz predkos¢ obwodowy

i .
= —{2;:aolnr+_(r— —r—)(ao +2/5‘o){R, 0, . 0£0<0,, (7.4¢)

gdzic wielkosci g, Bo, 0, zaleza od czasu i rownaja si¢ odpowiednio

- 2ARI~1) g, = — PRODR AR -DIR, 7 4d
“ = JRImR—(RE-D?° P°T T TaRmwR—(Rioyr > (40
1 Ri-1 ' '
0, = ~f i—(i—:'lf‘ T, . (74(‘,)
przy czym zachodzi nastepujaca nieréwnos¢:
T ,
R l/ "2—+'§R‘%- < R, < Ry. ' (7.40)

W ramach przyjetych zatozen zwiazki (7.4) opisuja proces powolnego wyciskania cieczy
z kolowo zakrzywionej szczeliny.

9. Koncowe uwagi

W niniejszej pracy uzyskano za pomoca funkcji pradu klasg przeptywéw powolnych
realizujacych sie w kanatach kotowo zakrzywionych o przepuszczalnych sciankach (rys. 1).
Rozwigzania uzyskano w postaci nieskonczonych szeregdw funkcyjnych, ktérych poszcze-
gbélne wyrazy sa iloczynami kolejnych pochodnych funkcji predkosci postawionych na
$ciance kanalu mnozonych przez odpowiednio wyznaczone wielomiany zmienngj Inr.
Wspdtczynniki tych wielomianéw liczy sig¢ w oparciu o formuly iteracyjne zamieszczone
w niniejszej pracy. Uzyskane w punkcie 7 konkretne rozwiazania wskazujq, ze klasa
rozwigzan (6.3), (4.3), (3.3), (3.2a) daje poprawne wyniki, w przypadku gdy promien
zbieznosci funkcji predkosci postawionych na éciance kanatu jest nieskoriczony. Nalezy
réwniez zaznaczyé, z¢ ze wzgledu na skomplikowane formuly obliczeniowe wyznaczenie
dokladnego zakresu stosowalnosci otrzymanych w tej pracy rozwigzan jest niezwykle
trudne i wymaga dalszych badagd.
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Peswome

KJIACC MEJJIEHHBIX TEUEHUNU B MCKPHBIEHHLIX KAHAJAX

Haiigenno 11acc MEAJICHHBIX TEUCHHIT B HCKPIBIEHHBIX KAHANAX KOIAA (DYHKIM CKOPOCTH Jaj(aH-
HbIe Ha CTEHKaX KAIUIA [OCTaTouHO Tiafkve. Peurenust Torua nosyuaiores B (hopme GeCrolleyHbIX psi-
JI0B.

Summary
A CLASS OF CREEPING FLOWS IN THE CURVED CHANNELS

A class of two dimensional creeping flows has been obtained in the curved channels for the case when
velocity functions prescribed at the permeable walls of the channels are sufficiently smooth. Results have
been obtained in the form of infinite functional series.
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