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Politechnika £.0dzka

1. Wstep

W analizie grubych ptyt znacznie blizsze rzeczywistofci jest przyjecie, Ze przekrdj
poprzeczay jest nieplaski i nieprostopadly do powierzchni §rodkowej. Efekty te wystgpuja
bardziej wyraznie dla plyt warstwowych i to o stosunkowo nieduzym stosunku grubosci
do rozpigtosei [6]. Rozklad po grubodci struktury mozna wybraé dowolnego rzedu, przy-
jecie zbyt malego rze¢du rozkiadu da niewystarczajaca dokladnosé, natomiast rozklad
zbyt duzego rzgdu moze by¢ zbedny a powodowaé tylko zwigkszenie liczby nieznanych
skfadowych funkcji ruchu. W teorii zaproponowanej w pracy Lo [5] przemieszczenia
w plaszczyZnie plyty i w kierunku poprzecznym sz przyjete jako funkcje odpowiednio
sze$cienne 1 kwadratowe wspoirzgdnej w kierunku grubosci. Ta wyiszego rzedu teoria
plyt byla poréwnana w [4] i [5] z innymi teoriami i moze by¢ uwazana za lepsza w zakresie
dokiadnosci i obszaru zastosowan.

Dla uzyskania rozwigzan tak przyjetego modelu zastosowano, podobnie jak w arty-
kule [7] metod¢ elementéw skoficzonych. Jezeli w pracy [7] przyj¢to do rozwazan jedynie
jednowymiarowy element belkowy, to w przedstawionym artykule rozwaza si¢ dwuwy-
miarowy element ptytowy. Réwnania réwnowagi metody elementow skonczonych uzyska-
no traktujac rozpatrywany model jako ofrodek z dyskretyzacyjnymi wigzami wewnetrzny-
mi [8]. Podobny sposéb uzyskania réwnan metody elementéw skonczonych dla ofrodka
tréjwymiarowego z wykorzystaniem zasad mechaniki ofrodkéw z wigzami wewnetrznymi
wykorzystano w pracach [3], [4].

2, Plyty dyskretyzowane

Przedstawmy obszar zajety przez plyte w postaci iloczynu kartezjanskiego dwéch
zbioréw IT i F; B = I[Ix F. Zbiér IT jest skoficzona sumg roziacznych! obszaréw I1,,

b
=i, NI, = (obszary II, nazywaé bedziemy elementami skonczonymi).

a=1

Niech (X*, Z) bedzie kartezjanskim ukiadem wspéirzednych w plycie, gdzie x = (X*) eIT

sa wspétrzednymi na powierzchai srodkowej plyty, a Z e< - —g—, —}zi>, gdzie h jest gruboscia
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plyty w konfiguracji poczatkowej. Wyrazmy funkcj¢ ruchu plyty przez pewne funkcje
zalezne tylko od czasu,

Xk(st Zs t) = d’ak(zy QP(X", qi(t)) eraXF- (1)
Do uzyskania réwaai réwnowagi wykorzystamy zasadg idealnosci wigzéw [8],

(ffr:: Spe-dv+ [ [ oydS+

am] g oI F
-1 1
+f fs'j-éxk-dS)+Z Z f fs’;,,-éxk-dSzo. )
s oF a=1 b=a+1dllanammy, F

Oznaczajyc przez b i p odpowiednio gestos¢ sit masowych i powierzchniowych mamy na-
stgpujace réwnania okre§lajace sity reakcji wiezdw [8].
Tg?a+@a.b§+r§ = Qa%ki X GH‘,XF,
TEK - ng = pi+st, xe (AN xF, .
T&® - n,3 = pa+ss, xell,xoF, ©
TEE g+ TEE - mp = 5%,  x e (AT,n0IT,)x F.

Przyjmijmy, Ze rozpatrywany material plyty jest materialem sprezystym, stad

oo
T4 = 4
) [ an,a ( )
OkreSlajac ze zwigzku (1) przemieszczenie wirtualne by = Z aﬁ" 8g; moZemy prze-
‘ . =1 d

ksztalci¢ zasadg idealnoSci wigzéw (2) do nastepujacej postaci

2( f f fpaad 13 a¢*' - 8q,- dV— f f W il a¢" - g, dV+

a=l

+f fe,,da" g V- ffP!: 90x. . bq,-ds -

_ f fpj; a""‘-aq,-ds):o'. i ©)

o
T3 F s

Po zdefiniowaniu nastgpujacych wielkosci

§= [0,0dF, by= [ ot % ar
F r a

- h
- Pka¢k]2h) -_P_ai':ka a¢de1 . (6)
) 2 :
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k

gdzie [ ]T,, oznacza roZnice zawartego wyrazenia dia z = —}21— 1z= ——g—, rownanie
) -7
(5) ma posta¢
1
Yo [ - -
> (—- [#sq.ait,— | Buoqdit,~ [ Bosqat,
a=1 aq' Ia Ia Ila
+ [Twsadtt~ [ Pusgden) =o. )
s aM,
Zgodnie z Lemmatem du Bois-Reymonda réwnos¢ (7) zachodzi wiedy gdy
1 1
Z (hal+bal +1)nl) = 2 fats (8)
a=1 a=1
gdzie
hai = — asn 3 Eq = fEd[Ln
aql I,
bal = fz;nldﬂa, Pnl = fﬁnidﬂm (9)
I, Iiq

Iy = leldﬂn'

. Il
Przyjmijmy funkcje ruchu w postaci

3
B Z, 1) = (X% @)+ D (@4 di (X5, qu(e)) =
A=1

(10
= p(X5 @)+ Z - dL (X%, au())+ 2% - &7 (X5, (D) + 22 - M (X¥, g, (1))
Ze zwigzku (10) otrzymujemy _
oy oy ady ody’ odi"
= +Z- +2Z2 +2z? . 11
oq, g, a4, o aq, b

Podstawiajac zaleznos¢ (11) do zwigzkéw (6) i (9) otrzymujemy nastgpujace wyraZenia
na sily vogdlnione

B x O , odl . ol I ad,:") I
by = f(B 24, +M; 24, +Mj; 2, +Min 24, as
‘ b adé (12)
Pay = f [pk]zh '?lplt'dna'}' f’nﬁ 2 k dHa,
n -5 oq, i qi

gdzie '
B = [oub'dF, M= [ oxb"@)dF,
i . (3)

mly = [PM2)y*

LR
2



128 B. MICHALAK

Energia odksztalcenia na jednostk¢ powierzchni jest zgodnie z (6.1) réwna sumie energii
odksztalcenia na jednostke powierzchni kazdej z warstw plyty. Przyjmijmy, ze kazda
Z warstw jest ofrodkiem sprezystym z plaszczyzna symetrii z = const. Energia odksztal-
cenia plyty analogicznie do danej w (2) jest okre§lona zwiazkiem

P 1 T 0T 0 l 0
&=y Ay—y" Ay + 5 242’
gdzie:

1= [wT.Mwa.Td#.Mdg,Td’;{'d‘;]

Symbol ,,0” oznacza, ze wielkosci te sa okreélone dla konfiguracji wyjsciowe;.
Macierz sprezystosci 4 ma nastgpujaca budowe

- DRLMN 0 pELMN 0 0 DEL337
0 D3K3M 0 D§3M3 5§3M3 0

DELMN 0 DE#MN 0 0 Di{isa
A= 0 D3K3M 0 DE3M3 5§3M3 0
0 L DE3M3 EESMS 0

DMy DMV D333 |

n
Dla plyty utworzonej z n warstw o lacznej grubosci # = D h(w) elementy macierzy 4
w=1

maja budowe
——1—2'—+ Z h(m)
. n m=1
DFLMN _ f CKIMN(W) . dF — 2 f CELMN () - 7,
F w=1 w
- % + Z h(m~1)
m=1
DELMN _ foLMN(w) (DA dz
F
DELMN _ chLMN(w) (Z)AE . gz,
F

DELIY — J CEL33(y) . 4 - (Z)4~1 - dz,
F

DES = [ CRI%) B (2)451 dz, A, B=1,2,3
F

DF3Ms — [ CRM3(y). gy, (17)
F

DFaM3 _ fC“Ms(w)- (24 dz,

F

DE3M3 — fC“M’(w) (2)A*E - dz,
F .



MES DLA TEORII PLYT 129

DE3M3 _ f CK3M3(y) - A - (Z)41 - dz,
F

5343 = [ CX3M3(y). B (Z)MEL - g,
F

h-?:”

M3 fCK3M3(W)'A ‘B (Z)A1+B-1. gy,
F
D3P = fC3333(w)-A . B+ (Z)A-1+B-1,
F

Calkowanie po gruboéci plyty w powyzszych wyrazeniach mozna przeprowadzi¢ zgodnie
z zasada podana w zwiazku (17.1). Wspolczynniki CH™(w) okre$lamy dla kazdej warstwy
,,W" jako wyraz macierzy sprezystoéei dla ciata z plaszczyzng symetrii z = const. [1]
_C1111 C1122 C1133 0 0 C1112_
C2222 C2233 0 0 C2212
C3333 . 0 0 C3312

C= C2323 (2331 . (18)
c33t
Cc1212

Po zdefiniowaniu nastgpujacego funkcjonatu

]
W= [ G+B* pet My di+1p47 , - putmi- d - dIT,, (19)
IIg -2
statyczne réwnania rownowagi pojedynczego elementu ,,a” moiemy zapisaé nastgpujaco
ow
= 0. (20)
oq,

3. Réwnania dla elementu skofczonego

W rozdziale tym zapiszemy réwnania dla pojedynczego elementu skonczonego. Glo-
balny uklad réwnaft réwnowagi mozna uzyskaé zgodnie z wzorem (8) jako sume réwnan
dla poszczegblnych elementéw skonczonych.

Funkcja ruchu y wewnatrz elementu ,,a” jest dana przez funkcje ksztaltu Ni ,,n” wartosci
weztowych g; funkcji ruchu

'p = N\p ">
21
M @1
Wektor gradientu funkcji ruchu dany wzorem (15) jest woéwczas réwny
R, 0 0 6 1] 4
_ R, 0 ][QW] _ 0 Ry O 0 Qa1 )
aa 0 0 Ryy 0 qan
0 0 0 Ruynllqun

9 Mech. Teorct, 1 Stos. 1—2/84
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gdzie R jest macierza, wyrazy ktorej sa pochodnymi funkcji ksztattu wzgledem wspdirzed-
nych X*. Zgodnie ze wzorem (14) mozemy okresli¢ gestoé¢ epergii odksztalcenia pa jed-
nostke powierzchni elementu

i = —;qTRTARq——qTRTAzO—!-%ZOTAZO' (23)
Energie odksztalcenia elementu ,,a” okreslona wzorem (9.2) mozemy zapisaC nastgpujaco
g = % q9"Kq—g¢"K°+D (24)

gdzie i

v
K= [R"4Rdl, = [B; Ka ]
a KA.‘U K‘iB
\ Ko

K = f RTAy°dIT, = [Kgd]’ 25)

m
D= f—;— 1°TAy°dII,.
1y
Natomiast funkcjonal W zdefiniowany wzorem (19) ma nastgpujaca budowg
1,
W= —Z—q’Kq—qTK°+D+qu' (B+p)+qi™ (Ma+m,) (26)

gdzie wektory sit sa zdefiniowane w nast¢pujacy sposdb

B= [ N7 Ball,
g

M, = [N M,dll,
| S @7
2

p= | NT[F7, am,,
I, -

my = [ Nfmdl,.
I,

Rézniczkujac odpowiednio funkcjonat W wzgledem ¢, i gf otrzymujemy zgodnie z (20)
réownania rownowagi dla elementu ,,a”
Kvq,+ K¢ - g5—K*¥+B+p = 0

28
K‘:’II'qv.,+K;'{B'qu'_K‘2d+MA+l"A = 0. ( )

4. Elementy izoparametryczne

Rozwazania przeprowadzono dla elementu izoparametrycznego o czterech weztach
(rys. 1)
Geometria elementu jest interpolowana jako
x = [Ng, Ny, N., NjJ- X¢ = N- X5,
y=N-Y5
gdzie X°, Y° sa wspOlrzednymi wezléw elementu. Dla elementu izoparametrycznego
funkcje ruchu ¥ i d* sa podobnie zdefiniowane w zaleznosci od ich warto$ci weztowych

(29)
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A XZay
£-1,7¢
o b
Waezhy N;
§i=t1 1
&=-1 n=t1 | 4 (14&)(1+7,)
- ) éo' 56[
X = x M= 11;
~ Rys. |
qwiq:i‘,
= N 3
'PA wqu (30)
d* = Nugji .

Wektory wielkosci weztowych uzyte w zwiagzkach (30) sa zdefiniowane w nastgpujacy
sposéb
9, = [Wivivivivieivivivsyivivsl, a1
g = [d{edsedged a di dfe de die s dgt iy,
W konfiguracji wyj's’ciowej skladowe funkcji ruchu maja nastepujace wartosci
Pi=X'=x, y¥=X>=y, 93=0,
di° =di® =0, di°=1| diro = gite — o,

‘Macierze R i Ri z (22) okreslajace wektor gradientu funkeji ruchu o sktadowych
1= 1,191, 2%2,1¥2,2%3,1 1/)3,2d14,1 di ,d3 f,zdéd. 1_d:«':t.2d’i‘dfd§ﬁ (33)

‘zapiszemy W zalezno$ci od weztowych podmacierzy
‘ Rw= [R‘aa’ M ] Ri],

(32

34
RE = [Ri, .., RM), (34)
gdzie
TON, 0N, T
e 0
T 0.‘0 0
aN, " N,
R = e T 0
v 0 ox Oy
ON, 0N,
o o o o M
L ox ay _ (35)
T
aN; oN, :
oy . 0 0 N, 00
ox ay 0 !
Ri=R =R =] o o WM WNo 4 o o0
ax oy
0 0 0 Ny ON; 0 0 N,
| ox oy

91
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Relacje pomiedzy rézniczkowaniem funkcji ksztaltu N wzgledem wspdhrzednych & i 4
a wzgledem wspdlrzednych globalnych x, y potrzebne do tworzenia macierzy R, i Rf
sa dane poprzez macierz I,

Jx ox
0E oy

I, = oy oy | . (36)
0E on

Jezeli rézniczkowania funkcji ksztaltu N wzgledem wspoirzednych & i 9 s zapisane jako

.|V v, av. o, ]
PT e o6 0 ot ok

G - {aN,, oN, N, 0N, \T 37
Lo om am’ op |
wtedy macierz I, moZe byé zapisana
Gf-X° GT-X°
Ic = [GET . ye G,,T' Ye] (38)

Wektory okreélajace pochodne funkcji ksztaltu N wzgledem wspétrzednych x, y sa okreé-

lone nastepujaco
GT - ON, oN, _Q& ON; _ 3
* ox > 0x ® ox’ ox ox
ON, ON, ON_. oN, oF o
T __ a b c d — T, Y1 ~1
G,,—[ ] ayGf+ayG"’
gdzie rézniczkowania £ i  wzgledem X, y sa otrzymane z I7!. Macierz sprezystosci 4
dang w (16) mozemy zbudowaé z czterech podmacierzy

Av 4

on

T T

GE + o G,, s

(39)

v

ktére maja nastepujaca budowe

‘Dllll D1112 D1121 D1122

D1211 D1212 D1221 D1222

D2111 D2112 D2121 D2122

D2211 D2212 D2221 D2222 0 O ’
0 0 0 0 D3131 D3132
0 0 0 0 D3231 D3232

S O O
oS O O

AV’

_D};ul D}g“z Dhlzl D}‘122 0 0 0 0 D;;aaj
D}fll D}QZIZ D}izu D}i222 0 0 0 0 D‘Ja233
Dilll Diuz Dilm D2122 0 0 0 0 Dilaa

)

A% = D211 p2212 p2a1 p2222 () 0 0 0 D223’
’ 0 0 0 0 Dilal Dilaz D"ilax 52132 0
0 0 0 0 DY D2 DI D2 0
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AR = (497, (“n
D}d}ll D}d}lz ;},21 D1122 0 0 0 0 D1133—
DL%IJ DLZRIZ DA271 DL%ZZ 0 0 0 0 D}12333
D}2”1311 .Dfﬂ;”' D2121 Di;zz 0 0 0 0 D2133

22 22 22 22
DABu DABIZ D 21 ABZZ 0 0 0 0 D2233

A‘jﬂ, _ 0 0 0 0 D1313 D1323 5}1%13 51323 0
0 0 0 0 D2313 D2323 D_fi%la Dzaza 0 -
0 0 0 0 H}xa D1323 D_—:i?ila "}1%23 0

0 0 0 0 D2313 D2323 D‘jgls D2323 0
D1133 D1233 D2133 D2233 0 0 0 0 Di%sa—

Znajgc budowe macierzy R i A mozemy z wzoru (25) okresli¢ macierz sztywnosci K ele-
mentu skonczonego

= [RI-av-R,all,
Ty

= [RT. 4%t R,,dIT,,
Hg

(42)
Ky = [RI,- A% R,dl, = (KFY,
. i
Kiy = [ RE A% RapdIL,.
g
Globalng macierz sztywnodci struktury otrzymamy zgodnie z wzorem (8) sumujac od-
powiednio elementy macierzy sztywnosci poszczegolnych elementéw.

v

5. Uwagi koncowe

W przedstawionej pracy podano sposob rozwigzania grubych plyt warstwowych z wy-
korzystaniem metody clementéw skonczonych i przyjeciem funkcji ruchu dowolnego
punktu jako funkcji trzeciego stopnia zmiennej w kierunku grubodci plyty. Potraktowanie
plyty jako ciala z wigzami dyskretyzacyjnymi pozwala w prosty sposoéb uzyskaé réwnania
rownowagi elementdw skonczonych przy dowolnej budowie funkcji ruchu. Pozwala to
réowniez po znalezieniu rozwiazania okredli¢ sity reakcji wigzéw wewnetrznych, ktdre
mozna wykorzysta¢ do sterowania dyskretyzacja ciala (4).

Jak pokazano w pracy [6] zastosowanie wyzszego rzedu rozkladu wzdluz grubosci plyty
daje znacznie dokladniejsze wyniki dla plyt warstwowych o niezbyt duzym stosunku
gruboéci do rozpigtosci, bo wynoszacym 0,25.
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Pesome

METOI KOHEUHAIX 3JEMEHTOB IJIS YTOUHEHHON TEOPHUH CIIOUCTBIX
TINTACTUH

Metoa xoHeUHbIX 3IEMEHTOB HCIIONL30BAH B pafoTe ST IPEACTABIICHUS PEIICH NJIT yTO‘-IHE:I;Oﬁ
TEOPUH CJIORCTHIX IUIACTUH. Y PABHEHHA PABHOBECHA AJIS KOHEYHLIX 3JIEMEHTOB IOJYUEHBI H3 TEOPHUM
TeNl ¢ OUPaHHUMUYBIIONUME CBA3AMM, MEXAHHKA KOTOPHIX Opuia mocrpoena Y. Boaemsxom. B paGote
YKA33HA MATPHIA ECTKOCTH JJIA H30NIapaMETPHUCCKIX 3JIEMEHTOR,

Summary

THE FINITE ELEMENT METHOD FOR LAMINATED PLATES WITH A HIGH-ORDER
THEORY OF PLATE DEFORMATION

The finite element method is applied to solution of laminated thick plates with a high-order theory
of plate deformation. In order to derive the equilibrium equations of elements the theory of constrained
bodies has been applied. The mechanics of such bodies was formulated by Cz. Wozniak. Paper describes
stiffness matrices for isoparametric elements.:

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 1 lipca 1982 roku



