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1. Uwagi wstepne

Do niedawna w pracach dotyczacych optymalizacji drgajacych i narazonych na utratg
statecznosci elementow konstrukeji, ksztattowanie przeprowadzane bylo jedynie z uwagi
na wybrang pojedyncza wartos¢ wlasna (czestoéé drgan, site krytyczng). Jednak w wielu
przypadkach takie sformulowanie (jednomodalne) okazuje sie niewystarczajace. Ma to
miejsce wtedy, gdy element uksztaltowany z uwagi na poczatkowo najniZzsza warto$é
wlasna, zwigzana z pewng okreslong formg drgad lub wyboczenia, posiada nizsza wartosé
drugiej wartosci wlasnej, zwigzanej z inng formg drgaf lub wyboczenia. Nalezy wowczas
stosowa¢ dwumodalne sformutowanie problemu optymalizacji, polegajace na optymalnym
ksztaltowaniu z uwagi na podwdjna warto$é wlasng, zwigzana réwnoczesnie z dwiema
formami drgan (lub wyboczenia).

Konieczno$é zastosowania takiego sformulowania zostala zauwazona po raz pierwszy
w pracy N. OLHOFFA i S. H. RAsMUSSENA [1], w ktérej znaleziono optymalny ksztalt obu-
stronnie, sztywnie utwierdzonego preta Sciskanego sita osiows.

Sformulowanie dwumodalne staje si¢ z reguly konieczne w przypadku optymalizacji
fukéw drgajacych i narazonych na utrate¢ statecznosci; szereg rozwiazan dotyczacych
sprezystych tukéw, znajdujgcych sie w bezmomentowym stanie przedwyboczeniowym
o osi nierozciagliwej, otrzymano w pracy J. BLACHUTA i A. GAJEWSKIEGO [2]. Podobna
sytuacja pojawia si¢ w przypadku prostej ramy portalowej Sciskanej silami skupionymi
dziatajacymi w kierunku osi nieodksztalconych stupow. Zwrécili na to uwage E. F. MASUR
i Z. MRrOz [3], ktérzy przedstawili proste przyblizone rozwiazanie dla preta i ramy por-
talowej, zlozonej z elementéw o przekrojach sandwiczowych. Kompletne rozwiazanie
zagadnienia jednomodalnej i dwumodalnej optymalizacji ze wzgledu na wyboczenie spre-
Zystej ramy portalowej, ztozonej z elementéw o zmiennych przekrojach (w sposéb ciagly
lub skokowy) zawarte jest w pracy B. BOCHENKA i A. GAJEWSKIEGO [4].

Charakterystyczne cechy zjawiska optymalizacji dwumodalnej przedstawiono réwniez

! Praca zostala wykonana w ramach problemu wezlowego PW. 05-12.
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w pracy S. PRAGERA | W. PRAGERA [5] na przykladzie modelu preta éciskanego, skladaja-
cego si¢ z kilku sztywnych pretdw, polaczonych ze sobg oraz z podporami za pomocy
sprezystych przegubdw. Model ten zostal rowniez wykorzystany w pracy A. GAJEWSKIEGO
[6] w celu zademonstrowania dwumodalnej optymalizacji preta $ciskanego z uwagi na
podstawowg czgsto$é jego drgan poprzecznych. Zawiera ona réwniez sformufowanie
(jednak bez szczegOtowych oblicze)) problemu jedno- i dwumodalnej optymalizacji
rzeczywistego preta $ciskanego.

W koncu nalezy zauwazyé, ze w pracy J. BeacHUTA | A, GAJRwSKIEGO [7] podjeto
probe wykorzystania dwumodalnego sformulowania optymalizacji w niekonserwatywnych
problemach statecznos$ci w celu znalezienia optymalnego ksztaltu preta Sciskanego silg
§ledzaca.

Celem niniejszej pracy jest szczegblowe rozwigzanie zagadnienia (sformulowanego
w pracy [6]) optymalizacji ksztaftu preta §ciskanego, obustronnie sprezyscie utwierdzonego,
z uwagi na podstawowg czesto$é jego drgan poprzecznych. Zagadnienie to miesci sig, jako
przypadek szczegélny, w ogdlnym sformutowaniu problematyki optymalnego ksztalto-
wania drgajacych pretdw $ciskanych, przedstawionym w pracy J. Bracuurta i A. Ga-
JEWSKIEGO [7] oraz W. G. GRINIEWA i A. P. FiLipPOWA [8]. ,

W celu ulatwienia czytania pracy przytoczymy tu podstawowe wyprowadzenia wzordw,
jednak tylko w odniesieniu do badanego szczegdlnego przypadku.

2. Sformulowanie zagadnienia

2.1. Réwnanla stanu j warunki brzegowe. W niniejszej pracy rozwazamy drgania preta obu-
stronnie sprezyscie utwierdzonego, $ciskanego stala sila osiowa P, przedstawionego na
rys. 1. Calkowita objgto$€ preta o diugosci / jest réwna V. Zatézmy, ze w kazdym przekroju
poprzecznym obowiazuje nastgpujaca zalezno$¢ miedzy momentem bezwladnosci i polem
powierzchni przekroju:

1) = ety @1

P_A 2 p Ex
-
|

1

Rys. |1

gdzie ¢ jest pewna staly a wykladnik » przyjmuje, w najczesciej spotykanych przypadkach,

wartosci 1,2 Jub 3 (v = 1 dla plaskozbieznych pretéw o stalej wysokosei przekroju, » = 2

dla pretéw wszechstronnie rownomiernie zbieznych, » = 3 dla plasko-zbieznych pretow

o stalej szerokoéci). Gdy » = 2, stata ¢ = 1/12 dla kwadratu lub ¢ = 1/4x dla kola.
Réwnanie rézniczkowe matych drgan poprzecznych preta sciskanego:

[EHEW"T" + P +ed () = 0, 2.2)
po rozdzieleniu zmiennych czasowej i przestrzennej za pomocy przedstawienia:
w = o(£)e™* . (2.3)
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oraz wprowadzeniu nastgpujacych statych i zmiennych bezwymiarowych:
x =&/, yx) =vX)/l, &)= AX)/A,

[y +2 v+3 2.4)
gl P (
, cEV" cEpr!

mozemy przedstawi¢ w tormie uktadu réwnan stanu:

y; = (/)l )

r__ m;
7= 2.5)
| = a+Be,
g1 = —Q,Py;.

Wielkos$ci wymiarowe, wystgpujace w zwiazkach (2.4) oznaczaja: & — zmienng niezalezng,
mierzona wzdtuz nieodksztalconej osi preta, w(é, ¢) — ugiecie preta w punkeie &€ w chwili ¢,
P — §ciskajaca sile osiowa, E— modul Younga, w — czgsto$¢ drgan, ¢ — gestos¢ ma-
terialu preta. f — oznacza tu bezwymiarowa sile $ciskajacg, a 2 — bezwymiarowy kwad-
rat czestoscei drgan.

W procesie optymalizacji bgda interesowaly nas dwie pierwsze wartosci wlasne (cz¢-
stos¢ Iub sity krytyczne) oraz odpowiadajgce im zmienne stanu (istotne jest przy tym ich
rozroznienie). Dlatego tez w réwnaniach (2.5) wprowadzono wskaznik ,,i”, ktéry wska-
Zuje na zmienne stanu zwigzane odpowiednio z pierwszg lub druga wartoscia wlasna:
I =11lub 2.

Przekréj odniesienia A, zostal tu zdefiniowany nastgpujaco:

Ao = VI, 2.6)

wobec czego bezwymiarowa funkcja ¢(x), okreSlajaca przekrdj poprzeczny preta musi
spelnia¢ warunek unormowania:

1
[ dydx = 1. )
0

Do ukiadu réwnan (2.5) nalezy dotaczy¢ odpowiednie warunki brzegowe. W dalszym
ciagu wyrézniamy dwa przypadki szczegdlne: a. symetryczne zamocowanie koncéw preta.
W takim przypadku catkowanie réwnan (2.5) wystarczy przeprowadzi¢ w przedziale
(0, 1/2) a warunki brzegowe zada¢ dla x = 0 oraz x = 1/2. Formg drgan zwigzang z pierw-
szgq wartoscia wlasng (symetryczna) wyznaczaja wtedy nastgpujace warunki (7 = I):
1) =0, ¢/(1/2)=0,
l (2.8)
’nl(0)+—~; (PI(O) = 07 41(1/2) = Ov
natomiast dla drugiej formy drgan (antymetrycznej, i = 2):
y2(C) =0, »,(1/2) =0,
I (2.9)
?%(0) =0, my(1/2)=0.

b. niesymetryczne zamocowanie koncow preta.

Inz(o) +
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W tym przypadku calkowanie przeprowadzamy dla x € (0, 1) i nie mamy mozliwosci
rozroznienia form drgan poprzez zadanie odpowiednich warunkéw brzegowych. Warunki
brzegowe dla obu form drgan s takie same:

»i(0) =0, x»n()=0,

1 - 1 , (2.10)
m;(())+?l 9:0) = 0, ml(1)+—§: pi(1) =0, i=1,2
natomiast rozréznienie form drgan nastgpuje poprzez liczbg miejsc zerowych linii ugigcia
(linia ugiecia odpowiadajaca pierwszej wartosci wlasnej nie ma miejsc zerowych a odpowia-
dajaca drugiej ma jedno miejsce zerowe). Wystgpujace w zwigzkach (2.8), (2.9), (2.10)
parametry &, &, &,, charakteryzuja zamocowanie koncdw preta. Gdy parametry te sa
rowne zeru wowczas kofice preta sg sztywnie utwierdzone, gdy natomiast zmierzaja do
nieskonczonosci pret jest przegubowo zamocowany.

2.2. Warunek konleczny optymalnosci. Problem polega na znalezieniu funkcji @(x) spel-
niajacej réwnania stanu (2.5), warunki brzegowe (2.8), (2.9) albo (2.10), warunek unor-
mowania (2.7), geometryczne warunki ograniczajace:

o < ¢ < @y, 2.11)
ktora minimalizuje objetos¢ przy ustalonej czestoéei drgan lub, w sformuiowaniu dual-
nym, maksymalizuje czesto$¢ drgan przy stalej objetosei.

2.2.1. Optymalizacja jednomodalna i = 1 albo / = 2. Warunek konieczny dla ekstre-
mum funkcjonatu objgtoscei preta wyprowadzimy w oparciu o teorig sterowania optymal-
nego, wykorzystujac ,,zasade maksimum” Pountriagina, Wprowadzajac dodatkowa zmienng
stanu y,(x), speiniajaca warunki:

yo(x) = @(x), yo() =1, ¥0(0) =0, (2.12)
oraz wektor stanu sprezonego:
b= ("l’yp VYors Ymys Pap» Po), (2.13)
otrzymamy Hamiltonian w nastgpujacej postaci:
H = g, @+, (—my/$") + 9, (q+ o) + @.14)
+ 9, (—ipy)twed, =1 albo i=2. '
Uktad réwnan sprzezonych: '
1/);1 = Qi(b"pq" 1/):", = V)qn,/‘l’p
IPq’tn = —"Py,_ﬁ‘l)m,: 'P;, = = Pmy
moze by¢ w naszym przypadku sprowadzony do réwnad stanu za pomocg podstawien:
Yy =k,  Pm = ke, oy, = —kmy, oy, = —kyp, (2.16)

w ktérym k jest dowolng stala r6zna od zera. R6wniez odpowiednie warunki brzegowe,
wyznaczone z warunkéw transwersalnofci przyjmujg identyczng postaé z réwnaniami
(2.8), (2.9), (2.10). Moéwimy wowczas, Ze uklad réwnan stanu jest samosprzezony w sil-
nym sensie a hamiltonian (2.14) przyjmuje postaé:

H = k(Q2q;p,-+mi ¢+ Boi +2,09D) +po . .17y

(2.15)
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Poszukiwany warunck konieczny optymalnoéci jest warunkiem ekstremum hamiltonianu
(2.17) wzgledem zmiennej sterowania; 6H/d¢ = 0;

i

(L +9)
d(x) = ( 2_}_957_.-) , gdzie: A =yelk, i=1,2. (2.18)

2.2.2. Optymalizacja dwumodalna i = 1,2. W tym przypadku dopuszczamy mozli-
wos$¢ rownoczesnego wystapienia obu form wyboczenia, odpowiadajacych tej samej war-
1oéci wlasncj — czgstosci drgant 2. Hamiltonian po uwzglednieniu wiasnoéci samosprze-
zenia przyjmuje postaé:

2
H = Zk,(Zq,tp,--}-m,Z/d)"-}-ﬂrpf+.Q,¢ty,2)+1po¢ .19)
i=1
gdzie k, 1 k, sa dowolnymi stalymi réznymi od zera.
Warunek ekstremum hamiltonianu (2.19) prowadzi do nastgpujacego warunku optymal-
nosci:

d(x) =

[ »[(1—pwymi+pumi] }WM (2.20)

l. A+ (1= w8y yi+uldyy;
gdzie wprowadzono nowe stale:
A= yo/(ki+ky), p=ky[(ki+kj). @21

Stalg 1 dobieramy tak aby spelniony byt warunek unormowania (2.7), a stala u tak, aby
czgsto$¢ drgan otrzymana w rozwiazaniu ukladu (2.5) dla i = 1 byla réwna czgstodci
otrzymanej z rozwiazania tego ukladu dla i = 2.

3. Metoda rozwigzania zagadnienia

Poszukiwanic optymalnego ksztattu preta opiera si¢ na iteracyjnej metodzie numerycz-
nej szeroko stosowanej przez W. B. GRINIEWA 1 A. P. FiLiprowa [9] i wykorzystywanej
rOwniez w pracach J. BLACHUTA i A. GAJEWSKIEGO [2], [7]. Schemat obliczes zalezy od
rodzaju optymalizacji.

a. Optymalizacja jednomodalna,

Zakladamy wstepnie ¢(® = 1 (pret pryzmatyczny). Nastgpnie catkujemy uklad réw-
nah (2.5) z odpowiednimi warunkami brzegowymi i wyznaczamy odpowiednia czgstos¢
drgan. Z warunku optymalnosci (2.18) i z warunkéw (2.7), (2.11) okreslamy poprawiony
ksztalt ¢V, ktéry podstawiamy do ukladu (2.5) i powtdrnie catkujemy. Gdy wartosci
czestosci otrzymane w dwoch kolejnych powtérzeniach procesu bgdg (z przyjeta doktad-
noscia) bliskie sobie proces konczymy.

b. Optymalizacia dwumodalna. v

Zakladajac poczatkowa postaé funkcji @@ catkujemy ukiad rownan (2.5) dla i = 1,
a pastgpnie dla i = 2 oraz wyznaczamy odpowiednie czestosci ¢, Q8. Przyjmujac
pewna warto$¢é u wyznaczamy z warunku optymalnoéci (2.20) poprawiona funkcje @V,
ktéra podstawiamy do réwnan stanu i powtérnie calkujac otrzymujemy czgstosci (pa
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ogbt rézne od siebie). Odpowiedni dobér wartosci o pozwala zréwnaé czestoSci w danej
iteracji. Kolejne iteracje konczymy gdy podwdjna czestos¢ w danej iteracji nie rézni sig
(z przyjeta dokladnoscia) od podwéjnej czgstosci w iteracji poprzedniej.

4. Analiza wynikow

Opisane powyzej metody zastosowano do przykladowych obliczen w przypadku preta
réwnomiernie wszechstronnie zbiezpego, tzn. dla: » = 2. Dla réznych wartosct &;, &,
oraz f znalezione zostaly optymalne ksztalty i odpowiadajace im czg¢stodci drgafn. Ponadto
w kazdym z przypadkéw zmieniano dolne ograniczenie geometryczne ¢, = ¢ W prze-
dziale (0, 1). Rezultaty obliczen przedstawiaja rysunki 2, 3, 5, 6, 8, 9, na ktérych oznaczo-
n0: £, max — maksymalna czestoéé odpowiadajaca pierwszej formie drgad, 2, — doliczo-
ng do otrzymanego optymalnego ksztaltu czesto§é odpowiadajaca drugiej formie drgan.
Na Rys. 4, 7, 10 przedstawiono optymalne ksztalty dla wybranych wartodci ograniczenia
d,, odpowiadajace pierwszej formie drgan.

T T T T T T0 T T T T T T T T g
§y=00
L gz:oo —|2000 —}2500
0,
N=0
- =5 “fs00 = -12000
Q =12
= ——— £:00
=100
- 1000 | 5 1500
i i
- : {500 L -|s00
a QIW\X
IO 11" S | 1
T R A F [ T T T D I B B
07 04 05 08 1 0 02 04 06 08 1
% s
Rys. 2 Rys. 3

Okazuje si¢ jednak, Zze dla pewnych przypadkéw, przedstawionych na Rys. 6, 8, 9
krzywe Q2;max(Po) i 2,(P,) przecinaja si¢. Dla ograniczen mniejszych od ograniczenia
odpowiadajacego punktowi przecigcia, otrzymane ksztalty nie moga byé traktowane jako
optymalne {1} [6]. Zachodzi wtedy konieczno§é zastosowania optymalizacji dwumodalnej.
Graniczny przypadek zamocowania kofcéw preta &, = &, = 0 (pret obustronnie sztyw-
nie utwierdzony) jest analizowany bardziej szczegélowo. Rys. 9 przedstawia pary krzywych
Q) max, 2, dla réznych wartosci B; dodatkowo naniesiono krzywa przedstawiajaca za-
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Q 1
€,=00, £,=00, B<5 £ =00, £,-100, N2
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leznoéé wartosci czestosci, odpowiadajacej punktowi przeciecia tych krzywych od wartosci
ograniczenia, dla ktérego krzywe przecinaja si¢. Rys. 11a przedstawia zalezno$¢ ograni-
czenia, odpowiadajacego punktowi przecigcia tych krzywych od f, natomiast Rys. 11b
zalezno§¢ czestosci, odpowiadajacej punktowi przecigcia od f. Widoczne jest przejscie
graniczne do przypadku utraty statecznosci, dla ktérego 2 =0, @, = 0.28, p = 52
(dokladna warto$é B znaleziona w pracy [1] wynosi 52.36).
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¢ i
]W T
X X
— <
¢
1W 1
X X
0 ) ] i
£,=0002 , £,=0002 , B=45 £=0. &0, N«us
Rys. 7
TTT T T T T 7T, “'".‘-*"‘.m—ln
{00
2000 —2000
—-600 . 1500
{1000 ~1000
1500 -|500
: —E’ﬂh -{100 100
R AR A
62 04 06 08 10 10
] 0
Rys, 8 Rys. 9

Z zalezno$ci powyzszych mozemy odczytaé réwniez, iz koniecznosé stosowania opty-
malizacji dwumodalnej do ksztaltowania preta obustronnie utwierdzonego z uwagi na
czgsto§é drgar, zachodzi dla f € (30, 52). Przykladowy rezultat otrzymany z uwzglednie-
niem takiego wlasnie sformutowania przedstawia Rys. 12. Charakterystyczne jest to,
iz poczawszy od pewnego ograniczenia ksztalty optymalne nie zaleza od niego (ogranicze-
nie jest nieaktywne); ksztatt optymalny jest réwniez przedstawiony na rysunku.
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5. Uwagi koncowe

Niniejsza praca zawiera szczegblowe rozwigzanie numeryczne problemu optymalnego
ksztaltowania drgajacego preta Sciskanego sila osiowa, z uwagi na podstawowsg czesto$é
jego drgan. Dopuszczono mozliwoéé istnienia asymetrii ukladu, spowodowanej réznymi
warto$ciami parametrow charakteryzujacych sprezystosé utwierdzed koncéw preta. Wy-
kazano konieczno$¢ stosowania optymalizacji dwumodalnej dla pewnych przypadkow
zamocowania korcOw preta i pewnych wartoéci sily osiowej. Bardziej szczegdtowo zba-
dano przypadek preta obustronnie sztywnie utwierdzonego.
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Peswme

ODHOMOJAJNIBHASI 1 BMMOIAJILHASA OIITHMM3AUMA KOJIEBJIIOHIETOCHA
CXHUMAEMOT'O CTEPXKHSA

Dens1o HacTosme# paboTh! ABIAETCA MOAPODHOE pelieHne 3a4auK ONTHMHIAIMK (hOPMEI CHKIMac-~
MOTO CTEp/HA, NBYXCTOPOHHE YNPYT'o 3AIMEMIIEHHOrO H3-34 OCHOBHON YACTOTHI €ro NONEePEeUHbIX KoJe-
Oanuii.

JlonycKaeTcs BO3MOYKHOCTb CYIECTBOBAHAS 2CHMMETPHH CHCTEMbI, IIPOM3BENEHHOH PasHLIMK 3Ha-
YeHHSIMA TAPAMETPOB XAPAKTEPH3YIOIHX YOPYUOCTh 3amieMJEHME KOHUOB crepkHeil. I[okasbIBAeTCs
HEOGXOAMOCTS IPAMEHEHMS OHMOIEIBHON ONTHMUSALMH Ul HEKOTOPBIX CIYYaeB 3alleMICHUs KOHLOB
CTEPKHST M HEKOTOPLIX 3HAUEHMH OCEBOH CIUTLI.

Bonee nogpobuo HeceoBay cayuail crepyKHs JBYXCTOPOHEE MKECTKO 3aLEMIICHHOTO.

Summary

SINGLE AND BIMODAL OPTIMIZATION OF VIBRATING COMPRESSED BAR

The paper is concerned with a detailed solution of the shape optimization problem of the elasticaily
clamped-clamped compressed bar with respect to the fundamental frequency of its transverse vibration.
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The asymmetry of system exerted by different values of the clamping elasticity parameters on each
bar end is admissible.

Necessity of using bimodal optimization for certain cases of bar ends clamping as well as for certain
values of axial force has been pointed out.

The case of rigidly clamped-clamped bar has been investigated in details.

Praca zostala zloiona w Redakcji dnia 10 czerwca 1981 roku
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