MECHANIKA
TEORETYCZNA
1 STOSOWANA

3-4, 22 (1984)

STATECZNOSC DRGAN PARAMETRYCZNYCH WAEU NAPEDZAJACEGO
MECHANIZMY ROZMIESZCZONE RZEDOWO

STANISLAW WISNIEWSK] (PozNANX)

Politechnika Poznarska

W pracy rozpatrzono zagadnienie statecznosci drgan parametrycznych walu skre-
Canego sitami bezwladnosci napgdzanych przez niego czterech jednakowych mechanizméw
rozmieszczonych rzgdowo. Wyznaczono dwa giéwne obszary niestatecznosci drgan.

Aby zachowaé wigksza og6lno$é rozwazan, przyjmuje si¢, ze mechanizmy moga mieé
dowolna strukture. Sa jednak plaskie i wykonuja ruch ciagly o okresie réwnym okresowi
watu napedowego.

Plaszczyzny ruchu mechanizméw, podobnie jak w silnikach tlokowych, przyjeto pro-
Stopadle do osi walu napedowego réwnomiernie roziozone, przy czym naped mechamzmow
Srodkowych, tz. 2 i 3-go, przyjeto przesunigty w fazie o pot obrotu watu,

Model rozpatrywanego ukiadu przedstawia rys. 1.
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Rys. 1

Momenty bezwladnosci zredukowanych do osi walu mechanizméw jako funkcje
Ciagle sa przedstawione w postaci skoficzonych szeregéw Fouriera. Zakladajac stala

predkosé katowa w kola zamachowego walu o momencie bezwladnosci J, mozemy zatem
hapisaé;

Tot) = Jo(t) = D, Acos(iar+6)
i=0

n M

To() = J3(t) = D) A=1) cos(iwt+8).
i=0 .

Jest to oczywiste, gdyz katy skrecania walu spowodowane reakcjami napgdzanych
mechanizméw sa pomijalnie male w poréwnaniu z jego katem obrotu.

3



356 S. WISNIEWSKI

Zakladajac jednakowe sztywnosci na skregcanie ¢ odcinkéw walu zawartych miedzy
zredukowanymi masami mechanizméw, réwnania rézniczkowe ruchu drgajacego watu,
bez udziatu sil technologicznych, maja postaé:

J1 9y +jx @1+ (e +)p, —cp, = —Jio,
J2¢2+j2¢2+20%—0(%+¢3) = —jzw,
J2¢3+j3¢3 +2c@s—c(@, +,) = —jzw,

J1¢4+j1¢4+c‘774—0¢3 = —J:,a),

©)

gdzie @, , @,, @1, oraz ¢, sa katami skrecenia watu w miejscach odpowiednich mechaniz-
mow.

Otrzymane réwnania stanowig sprz¢zony ukiad réwnan roézniczkowych liniowych
o okresowo zmiennych wspdlczynnikach.

W dalszych rozwazaniach zajmiemy si¢ wyznaczaniem obszaréw rezonansu drgan
parametrycznych, a zatem predkosci katowych wahlu, przy ktérych bedzie nastepowal
nieograniczony wzrost calek réwnan jednorodnych ukladu (2).

Ze wzgledéw uzytecznych dla konstruktoréw projektujacych tego typu napedy zajmie-
my sie wyznaczaniem obszaréw rezonansowych, jakie moga zachodzi¢ migedzy okreslo-
nymi harmonicznymi wymuszenia parametrycznego a okreslona postacia drgan swobod-
nych wahi. Z uwagi na liniowy charakter rownan rézniczkowych ruchu (2) jest to oczy-
wiscie mozliwe.

Rozpatrujac k-ta harmoniczng wymuszenia, wyznaczmy granice rezonansu z najbar-
dziej podatng na to wymuszenie harmoniczna drgain swobodnych wahu, to jest k/2. Jest
to oczywiste, gdyz wtedy w czasie jednego okresu drgan wal otrzymuje dwukrotnie energie
Z zewnatrz. '

Ze wzgledu na skomplikowang postaé ukiadu réwnan rézniczkowych ruchu (2) zosta-
nie zastosowana przyblizona metoda rozwigzania zagadnienia, a mianowicie metoda
ortogonalizacji. Rozwigzan granicznych, rozgraniczajacych drgania rosnace od maleja-
cych, poszukiwaé bedziemy w postaci:

k
@:(2) = Z Ox.vsin——vzw t
v=1,3,5
R
palt) = D) Orsin 2,
v=1,3,5 (3)
()= D) 0,522,
v=1,3,5
(D Z fekidin ”"2“’ b
v=1,395
2r

W wyniku ortogonalizacji z ukladem réwnan rézniczkowych w obszarze 0 < ¢ < 5
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otrzymuje si¢ uklad réwnan jednorodnych liniowych wzglgdem amplitud 6,,,6,,, 6,,
i0,,.

Z warunku nietrywialno$ci rozwigzan otrzymanych réwnan algebraicznych, dla » = 1,
otrzymuje si¢ réwnanie jednej z galezi gléwnego obszaru niestatecznosci w postaci

~p*(1+n)+4(1+¢); -4 ; 0 ; 0
-4 3 =PI+ (=1)*y] +8; -4 ; 0 B
0 : -4 ;=P I+ (=Dl +8; -4 5
0 - 0 , -4 ; —pi(1+n)+4
C)
gdzie dla uproszczenia zapisu oznaczono
. Ak . m Cy 2 Aok2w2
n = ZcoscB,,., 2 B oraz p? = e

Po rozwigzaniu wyznacznika otrzymuje si¢ réwnanie
(1 4+0,57)2[140,5(—1)*5]> —4p°(1 +0,59) [1 +0,5(— 1)*5] x
x {4(1+0,57)+ 2+ &)[1+0,5(—1)*5] }+ 16p* {3(1+0,57)+
+2(3+2e)(1+0,57)[14+0,5(—= 1)*n]+ (1 + &) [1 +0,5(— 1)*9]2 } + )
—64p%(2+3¢) {2+0,59[1 +(— 1)*]} +256¢ = 0.

Dla n = 0 réwnanie (5) staje si¢ réwnaniem czgstosci wlasnych drgan skretnych wahi.
Czgstoéé podstawowa dla & = 1 wynosi

v ]/0,120 615AL. (6)

0

Przedstawiamy dalej réwnanie (5), dla ¢ = 1, w postaci

8
(_zg_) 0,054 180 78(1 +0,59)%[1+0,5(—1)*5]* +
o]

6
_(‘zg—) (140,5n)[1+0,5(= 1)*n] {1,796 817 3(1+0,57) +

v 7
+1,347 61296[1 +0,5(— )51} + (Eg—) {11,172 847 28(1 +0,59)* + (2
(o]

+ 37,242 824 25(1+0,55) [1 +0,5(—1)*5]+ 7,448 564 86[1 +0,5(— 1)k5]*} +

2
—(-‘Q—) 154,3872 {2+0,5[1 + (— 1)X]5}+256 = 0,
202,

gdzie czgstosé drgan wymuszonych parametrycznie k-ta harmoniczng oznaczono 2 = k.
Otrzymane réwnanie (7), jest szukana galezia pierwszego gléwnego obszaru niesta-
tecznosci.
Druga galaz gléwnego obszaru niestateczno$ci otrzymamy poszukujac calek réwnan
rézniczkowych jednorodnych ukladu (2) w postaci:

k
?1(t) = b11c08 51, @®)
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(Pz(t) = 021C05*k2£[,
ko (®)
<P3(t) = 031 cos —2~t, [Cd]

k
@a(t) = 041005—;— t.

W wyniku analogicznego postgpowania krzywa zamykajaca giéwny obszar niestatecz-
nodci, takze dla ¢ = 1, przybiera postaé przedstawiong wzorem (9):

8
(i) 0,05418078(1—0,51)2[1—0,5(— 1)*5)*+
202,

_('2%) (1-0,57) [1-0,5(— )] {1,796 817 3(1—0,57) +

4 9
+1,347 612 96[1 —0,5(— 1)*n] } + o {11,172 847 28(1 —0,51)* + <
282,

+37,242824 25(1—0,5%) [1 —0,5(— 1)* ]+ 7,448 564 86[1—0,5(— 1)k 5]} +

2
—( A ) - 154,3872 {2—0,5[1+ (— 1)*]n}+256 = 0.
28

W tabeli 1 oraz na rys. 2 przedstawiono wyniki obliczei dla waléw o parametrze
e = 1. Gorny obszar przedstawia gléwng strefe rezonansowa z dowolna harmoniczna
wymuszenia parametrycznego — szeroki dla k parzystego, waski — zaznaczony linia
przerywang dla k n\leparzystego. Drugi obszar niestatecznosci- przedstawiono na wykresie
tylko dla harmonicznych parzystych. Dla harmonicznych nieparzystych drugi obszar

: % : . . 0
niestatecznosci praktycznie sprowadza si¢ do proste) 0. = 0,5.
(4]
Tablica 1
n 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0
' 1,054 1,116 1,195 1,201 1,415
k =2n 1
y 0,952 0,913 0,877 0,845 0,816
= . -1, 1,009 1,005 1,002 1000 | 0999
¥ I —
0 == 4 0,998 0,995 0,992 0,979 0,971
220 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
k=2n | 05
i 0,456 0,422 0,395 0,372 0,353
obszar = 0,5 0,5 0,5 0,5 0,5
= 2n+1 0.5
=- 1 05 0,5 0,498 0,495 0,491
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Drugi obszar niestatecznoséci drgaf, wymuszonych takze k-ta harmoniczng, otrzymano
dla drgarh swobodnych o dwukrotnie mniejszym niZz poprzednio okresie, a mianowicie:

Pl = D)0yt T2

v=24
j

po() = O 05,5in 22,
)‘=2,4

oraz

T
@, (1) = Z 01..cosﬂ(—wt;

2
v=2,4
k
@s(t) = 2 03, ,cos v—zﬁ t
v=2,4

» . 7k
= Y i 22
y=24
' (10)
pa(t) = ) ba,,5in 24,
v=2,4
pat) = D) 0,008 72
v=2,4
k' (11)
pa(t) = 204,,005 vkzw t.
v=2,4

W wyniku analogicznego postepowania dla funkcji (10) otrzymuje si¢ rownanie o postaci

(dla ¢ = 1):

0\ 0
(2!20) —14,508975 ( o

Q 2
x(ZQo) +18,45673 = 0.

6
) 464,441 944 ( 5

14
20, ) — 89,0463 38 x

(12)

Jest to rownanie czestosci drgan skretnych walu. Zatem jedna z krzywych granicznych
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poszukiwanego obszaru sprowadza si¢ do najnizszego z dodatnich pierwiastkéw réwnania
(12), a zatem do prostej o réwnaniu

2
282,

Zamykajaca krzywa drugi obszar niestateczno$ci, wyznaczona dla funkcji (11), ma
natomiast posta¢ (dla & = 1):

=05, ' (13)

(?%0) 0,05418078(1+n)2[1+(—1)"’7]2‘(2%)) i Esr Ll

" 4
x {0,449204 32(1 +7) +0,336903 241 + (— 1)* ] } + (i) {0,698 30295 x
20, (14)

x (L+7)2+42,32767652(1 +n)[1 + (— 1)*5]+0,4655353[1 + (— 1)*n]* }+

2
—(—'Q~) - 2,4123 2+ [1+(=1)*p}+1 = 0.
28,

Dalszych obszaréw niestatecznoéci drgan parametrycznych watu nie wyznaczono, gdyz
dyssypacja energii, ktérej w pracy nie uwzgledniono, czyni je niegroZnymi.

Jest to spowodowane nie tylko tym, Zze dla matych modulacji sa one obcigte przez
dyssypacjg, ale jako waskie na skutek matej ilosci dostarczanej energii z zewnatrz w czasie
jednego cyklu drgan i nisko polozone, sa tatwe do przekroczenia przy stosunkowo malej
zmianie predkosci katowej w.

Dla waléw rozpatrywanego typu — szczegdlnie waléw korbowych silnikéw spalino-
wych lub sprezarek tlokowych — czestosé podstawowa 2, drgan skretnych, przy zredu-
kowanych masach napedzanych mechanizméw do stalego wyrazu A4,, jest bardzo wysoka

Zredukowane momenty bezwladnosci (1) sa sumami bardzo szybko zbieznych szeregow
Ay
. Ao
wyzszych harmonicznych parzystego rzedu, np. dla k = 6, to wtedy drugi obszar nie-
statecznodci, a wlasciwie jego dolna krzywa, moze realnie ograniczaé maksymalng predkosé
katowa o wahu.

W obecnych konstrukcjach rozpatrywanego typu obszar statecznosci zawarty migdzy
drugim i pierwszym (gtéwnym) obszarem niestatecznosci nie jest wykorzystywany.

Fouriera. Jezeli jednak istniejg nie pomijalnie malte amplitudy wzgledne cosd, dla

Pesmome

YCTOWYMBOCTS [TAPAMETPHMYECKUX KOJIEBAHHI BAJIA
BEIVHIET'O PAOOBO PACIIOJIOXXEHHBIE MEXAHK3MbI

B paGoTte paccMOTpEHO mpoOyieMy YCTOMYHBOCTH IapamMETPHUECKHX KoJeOaHHi Baja BCRYLIEro ps-
JOBO PACIOJIOIKEHHBIE MEXaHU3MbI.

HccnenoBaHo COyUYaW UYETHIPEX OMMHAKOBBIX MEXAHH3MOB HENPEPHIBHOTO ABIIKCHHUS C IIEPHOAOM
PAaBHBIM NEPHOAY OGOPOTOB BaJla, PACIONIOMKEHHBIX MACHTHYHO KaK B YETHIPCXTAKTHOM JBHIaTejlec BHY-
TPEHHErO CTOPAHMSA C IUIOCKHM KOJIEHUaThiM Baslom. Ilapamerpuueckue BBINYKICHHBIE KOneGaHUs ocy-
L(ECTBIIAIOTCA KPYTALLMM MOMEHTOM NPOUCXOASIIMM M3-32 CHJI HHEPUHH BEJOMBIX MEXaHH3MOB.

OnpenencHo OBE TJIABHBIE OOJIACTH HEYCTOMUMBOCTH KoyieOaHMiT M OOHAapy)KeHO OINacHYIO DPOJIb
VETHBIX IaDMOHHK IIapaMEeTPHUECKOro BBIHYXKACHHA.
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Summary

PARAMETRIC VIBRATION STABILITY OF A DRIVE SHAFT FOR MECHANISMS SPACED
IN A ROW

A problem of stability of parametric vibrations of a shaft driving the mechanisms spaced in a row
is considered. Investigation is limited to the case of four identical mechanisms exhibiting continuous
motion with the period equal to that of the shaft. Spacing of the mechanisms is assumed to be the same
as in a I.C. fourstroke engine with a flat crankshaft, The vibrations are being forced parametrically by the
torques induced by the inertial forces of the driven mechanisms. Two main regions of instability of the

vibrations are determined. The danger resulting from the even harmonics of the parametric forcing has
been indicated.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 21 pazidziernika 1980 roku



