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1. Wstep

Ogodlne zagadnienie teorii plastycznosci polega na transformacji zaleznosci migdzy
naprezeniem i odksztalceniem na poziomie punktu, na zalezno$¢ miedzy obciaZeniem
zewngtrznym a pewnym charakterystycznym uogélnionym przemieszczeniem na poziomie
catego ciala. Dokonuje si¢ tej transformacji wykorzystujac warunki réwnowagi, odpowie-
dnie warunki brzegowe, prawa fizyczne i zwiazki geometryczne. Najczgsciej na poziomie
punktu dopuszcza si¢ nieograniczony wzrost odksztalcen, jak to ma miejsce w przypadku
ciat idealnie i asymptotycznie idealnie plastycznych. Jak dlugo przemieszczenia sa okre-
$lone jednoznacznie, uklad moze przenosié obciazenia, czyli pracuje jako konstrukcja
no$na. Jezeli w jakim$ punkcie przemieszczenia stajg si¢ nieokreslone, oznacza to, Zze po-
jawit si¢ pewien ‘mechanizm zniszczenia i zostala wyczerpana no$no$¢ graniczna ukladu.

Okreélenie nosnosci granicznej ukladu nalezy do najwazniejszych zadan teorii plastycz-
nosci. Nie zawsze jednak istnieje rozwiazanie tego zadania. Przyklady zagadnien, w kto-
rych nie mozna bylo wyznaczyé no$noéci granicznej ukladu bez przyjecia pewnych, nie-
dopuszczalnych nieciagloéci pola przemieszczei podal Shoemaker [2, 3]. Zyczkowski
i Szuwalski [4] zaproponowali nazwaé obciazenie, przy ktérym pojawiaja si¢ niedopusz-
czalne nieciagglosci przemieszczen (niecigglosci przemieszczen w kierunku normalnym do
powierzchni nieciaglosci) — no$noscia rozdzielcza ukladu. Nazwa ta ma uzasadnienie
w fakcie, ze niedopuszczalne nieciaglosci przemieszczen prowadza do dekohezji — roz-
dzielenia dwéch czeéci ukladu. Zatem no$noé¢ rozdzielcza okresla faktyczng nos$no$é
ukiadu jako catosci.

W pracach Szuwalskiego mozna znalez¢ rozwiazania problemu wyznaczania no$nosci
rozdzielczej dla statycznie niewyznaczalnych ukladéw pretowych [6] i dla plaskich tarcz
ze sztywna inkluzja [S]. W obu przypadkach rozpatrywano mozliwo$é ewentualnej dal-
szej pracy ukladu dekohezji. Szczegdlnego znaczenia nabiera no$nosé rozdzielcza w przy-
padku obcigZen czysto cieplnych [8], kiedy no$no$¢ graniczna ukladu w ogéle nie istnieje
w wyniku wzajemnego kompensowania si¢ odksztalcen cieplnych i plastycznych.

W dotychczasowych badaniach [S] i [8] efekt dekohezji w ukladach tarczowych byt
wynikiem niejednorodnosci stanéw naprezenia i odksztalcenia wywolanych niejednorod-
nosciag samej tarczy — idealnie sztywna inkluzja. Celem niniejszej pracy jest zbadanie
wplywu na no$no$é rozdzielcza zmiennej w sposéb ciagly gruboéci tarczy, jak réwniez
wplywu podatnosci czesci srodkowej tarczy.
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2. Zakres sprezysty i noSnosci sprezysta

Warunek rownowagi wewnetrznej dla tarczy kolowo-symetrycznej o zmiennej grubosci
h(r), po wyrazeniu wystgpujacych w nim napreZen przez przemieszczenie promieniowe u,
przy pomocy praca Hooke’a, przyjmuje ogdlna postac

d*u 1 r dh)\ du 1 r dh

—+ — —————-—{l—-v0——|u=0. 2.1

dr2+r(l+h dr)dr r2(lvh dr)u 0 1)
Réwnanie to, w ktérym » oznacza liczb¢ Poissona, daje si¢ scatkowaé w sposob scisty
tylko dla tarczy plaskiej lub tarczy o profilu hiperbolicznym. Rozwiazania dla tych przy-
padkéw podaje migdzy innymi S. D. Ponomariew [1]. Przy zaloZeniu, Ze grubo$é¢ tarczy
zmienia si¢ zgodnie z prawem

h(r) = ho (hL)— , 2.2)

w ktorym wyktadnik potegowy x jest liczba dodatnia, catka ogdlna réwnania (2.1) jest
réwna

u=Cr+ %, (2.3)

przy czym dodatnie wyktadniki potggowe réwnaja si¢

= L 241
m= 2 +vx + 7
— 2.4
=y oy viedd, e
n= T'l"l’% 3
Naprezenia w takiej tarczy opisane s wzorami
E e D(v—n
% =152 [C(m+v)r '+ —"_#], '
s Dl ) 2.5
—vn
Oy = ﬁ [C(l +vm)r""1 + _I‘FT],

gdzie E oznacza modut Younga. Napr¢zenie w kierunku prostopadtym do powierzchni
srodkowej tarczy o, przyjmujemy roéwne zeru. Stale caltkowania C i D nalezy wyznaczyé
z warunkéw brzegowych.

Przedstawione powyzej rozwiazanie ma powazna niescistosé, gdyz zalozenie plaski?éo
stanu napreZenia stoi w wyraZnej sprzecznos$ci z bardzo szybka zmiana gruboéci tarczy
w poblizu jej Srodka, gdzie zmierza ona do nieskoficzono$ci. W celu wyeliminowania tej
sprzecznosci zajmiemy si¢ tarcza zlozona z polaczonych trwale dwéch czesci: srodkowej
o stalej grubo$ci i zewngtrznego picrécienia, w ktérym grubo$¢ zmienia si¢ hiperbolicznie
zgodnie z prawem (2.2) —rys. 1. Rozwazymy najogélniejszy przypadek, kiedy kazda
z czgsci wykonana jest z innego materialu. Wielkosci odnoszace si¢ do czesci plaskiej beda
oznaczane indeksem 1, a dotyczace czgsci hiperbolicznej — 2.

Przy zaloZeniu sprezystosci odksztalcefi dla czesci plaskiej dla 0 € r € a obowiazuja
znane rozwigzania Lamégo — we wzorach (2.3) i (2.5) nalezy przyjaé m = n = 1, nato-
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miast dla czgéci hiperbolicznej dla a < r € b wykladniki potegowe m i n okreslaja wzory
(2.4). Do wyznaczenia statych C, i D; w czgsci $srodkowej oraz C, i D, w pierécieniu zew-
netrznym postuza nam nastgpujace warunki brzegowe:
‘ da r=0 o, =0, — D =0;
dla r=a o, =90, u =u; (2.6)
dla r=b o, =p.

7 i

— q —

b
Rys. 1

Jak z nich wynika, w plaskiej czesci wystgpuje jednorodny stan naprezenia, natomiast
w interesujacej nas cz¢éci hiperbolicznej rozklad naprezen jest okre$lony wzorami:
o, = p " lm+v)+ (1 —v)] -~ "~ [p(1 ~9,) — (n—9,)]
3 B H(m+v2)+n(l —v)l— 7" (1 =) — (n—9,)]
Gy, = p " 'nl(m+v,)+n(1—=v)l+0™ " 'mn(l —v) — (n—v,)]
N B (m+v2) + 0l —v)l =B~ (1 —v) — (n—7,)]
w ktérych n oznacza stosunck modutéw sprezystosci, f — promieni, ¢ za§ — bezwymia-
rowy promien:

2.7

¥
= E,’ piy 2= i 2.8)

W celu ustalenia no$nosci sprezystej tarczy obliczymy kwadrat intensywnosci naprezen
wg hipotezy Hubera-Misesa-Hencky’ego:

2
o2 = L QP 2 Ilm )t (L= )P —met ) em 2 (1 =) =
— (r=v2) P+ m? +m)+"="2 (1 —v,)+ (m+9,)] - G
* (1 =v)—(n—2)] 2mn—2—m+n)};
przez M oznaczono tutaj mianownik wzoréw (2.7). Poniewaz ta funkcja nie ma maksi-
mum w przedziale 1 € ¢ < f, przeto proces uplastycznienia moze si¢ zaczac tylko na je-
dnym z brzegéw, dla ¢ = 1 lub ¢ = . Intensywnosci napr¢zen na brzegach sa réwne:

urmer = 2O (1 b (=914 B b,

2.10
uety = 2 B2 =)l (1) 212wy 1O

[P =v)? +9(1=9,) (o= 202) = (1 =92)*]+ B~ "2 (L + m+m?) [n(1 =9,) — (—72)] }%

Przyréwnanie prawej strony jednego z tych réwnan do wartosci granicy plastycznosci
0 pozwala okre$lié no$no$¢ sprezysta tarczy. Aby ustalié, ktére z réwnan nalezy wyko-
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rzystaé, porownamy intensywnosci naprg¢zen na obu brzegach czg¢sci hiperboliczneéj tarczy,
co prowadzi do réwnania: i
B (I —n+n?) [m+vy + (1 =v)]— " "ol = 205) [*(1 =) — (1 —9,)* +
+n(1 =) (e =22)]+ B2 2(m+n)? {1 = [ + (1 =)l + o+ (1 =v)PP 3+ (2.11)
+ (1 +m+m?) [n(l—»)—(n—»)]* =0

Fatwo sprawdzi¢, Zze w szczegélnym przypadku, dla tarczy jednorodnej, gdy # = 1
iv, =v,, réwnanie to moze by¢ spetnione wylacznie dla wykladnika potggowego » = 1,
a co za tym idzie, m = n = 1, czyli dla tarczy plaskiej. Uplastyczni si¢ wtedy réwnoczesnie
cala tarcza i uklad osiggnie swoja no$no$¢ graniczng. Réwnanie (2.11) bylo rozwigzywane
numerycznie. Poszukiwano wykladnika potegowego x spelniajacego to réwnanie dla
réznych wartosci parametrdw B, n i v, =»,. Wyniki zostaly przedstawione graficznie.

Wykres (rys. 2) przedstawiony na plaszczyzinie = 0 ($rodek idealnie sztywny) obra-
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zuje zaleznos¢ x» od liczby Poissona ». Na tym wykresie, jak i na nastepnym, gdy wykladnik
potegowy bedzie wigkszy od lezacego na linii granicznej, uplastycznienie rozpocznie sig
od strony promienia zewngtrznego b, natomiast dla » mniejszych (tarcza bardziej plaska)
strefa plastyczna bedzie si¢ rozwijala od promienia a. Z wykresu wynika, Ze graniczna
wartosé » obniza si¢ bardzo wyraZnie ze wzrostem stopnia niesci§liwo$ci materiatu.

Roéwniez zwigkszenie § (stosunkowo szerszy pierécien hiperboliczny) wplywa na zmniej-
szenie granicznego x.

Przebieg linii statego » na wykresie (rys. 3) (dla g = 2) wskazuje, ze zaréwno $rodek
sztywniejszy od czesci zewngtrznej (n < 1), jak i podatniejszy (n > 1) powoduje zwigksze-

0
N
A\
5A)
0,5\\\ B
TN /"

NN N e
0,2 RN // 7 =
\\ é é 4ih

<
]

~.

\
0,1 \\\\\k // P
NP

20

nie wytgzenia na brzegu wewnetrznym dla r = a. Aby osiagnaé takie samo wytezenie
na brzegu zewngtrznym, nalezy tam ujaé nieco materialu, tym wiecej, im bardziej n rézni
si¢ od 1 i im $ci§liwszy jest material. Wszystkie krzywe osiagaja dla % = | minimum réwne
Zeru (tarcza plaska, jednorodna).

3. Zakres sprezysto-plastyczny i no$no$¢ rozdzielcza

Dalszy wzrost obciazenia ponad no$no$é sprezysta p moze spowodowaé pojawienie
si¢ strefy odksztalcen plastycznych, chociaz nie zawsze ta strefa bedzie si¢ mogla rozwinagé,
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co dalej zostanie wykazane. W strefie plastycznej przyjmiemy jako obowiazujacy waru-
nek plastyczno$ci Hubera-Misesa-Hencky’ego, Wykorzystamy trygonometryczng para-
metryzacj¢ tego warunku typu Nadai-Sokolowskiego:

a —isinC a sin (C+ ) 3.
r l/§ ’ 0 l/_ .
gdzie ¢ jest parametrem, ktérego rozktad w funkcji promienia nalezy okreslié. Dokonamy
tego w oparciu o warunek réownowagi wewngtrznej, ktory dla tarczy hiperbolicznej przyj-
muje postaé:

(1 —%)+0, = 0. (3.2)

Po podstawieniu do niego wzoréw (3.1) i po scatkowaniu mozna znalezé zalezno$é
odwrotng: promienia od ¢:

e 2%—1 ry )
r= kexp( 1/3 ¢ )sin( 2t 2x+2 ) [C+arctg( V3 )] 3.3)

22 —2x+2 2x—1

W strefie sprezystej obowigzywaé beda wyprowadzone wcezesniej wzory (2.3)+ (2.5).

Dla uproszczenia dalszych rozwazan zajmiemy si¢ tarcza hiperboliczng osadzona na
idealnie sztywnym wale (5 = 0). W oparciu o wykres na rys. 2 mozna dla ustalonych
parametréw tarczy (x, B, ») stwierdzié¢, od ktérej strony zacznie si¢ pojawiaé strefa pla-
styczna. Jezeli ta strefa bedzie obejmowala obszar r, < r < b, cz¢é¢ zas wewngtrzna po-
zostanie sprezysta, obowigzywaé beda nastepujace warunki brzegowe:

r=a we =0
r=ry (=0 0o2=0P, o =0, (3.4
r=b (=¢§, of=p=qo,
w ktorych indeks e u géry okresla wzory ze strefy sprezystej, a indeks p dotyczy wielkosci
w strefie plastycznej. Po wykorzystaniu warunkéw brzegowych dochodzimy do réwnania
przestgpnego, okreslajacego wartosé parametru na granicy stref:
LZm+l+1/3_cth*)(n—v)a'"+"
(2n—1—y/3ctgly) (m+v)rg+n

=1, 3.5

przy czym

2x—1
. ! /3 \ (‘271’-_2,{;’2”)
sl

2% —2m+2 || | i 3 \] ' Ol

sin lC,,+arctg ( 23‘/31 )J

Warto$¢ parametru na promieniu zewngtrznym (, jest okres$lona przez obciaZenie:

£, = arcsin (I/T3q) 3.7

W przypadku gdy w miejscu pierwszego uplastycznienia spelniony bedzie warunek,
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ze napre¢Zenie promieniowe bedzie dwa razy wigksze od obwodowego, wowczas w tym

miejscu odksztalcenie promieniowe bedzie zmierza¢ do nieskonczonosci, na co zwrdcit

uwage Zyczkowski [7]. Kontynuacja procesu musiataby si¢ wiazaé ze skokowa zmiana

w tym miejscu przemieszczenia promieniowego. Poniewaz jest to nieciaglosé niedopusz-

czalna, wystapi kres ciaglego rozwiazania. Uklad osiagnie swa nosnoéé rozdzielcza po-

krywajaca si¢ z nos$no$cia sprezysta. Warunek natychmiastowej dekohezji, aby w miejscu
™

pierwszego uplastycznienia parametr ¢ byl rowny 5 przyjmie postaé:

wen _ (L+2m) (= 1) '
g = (A=2n)(m+»)" @8)

W szczegbdlnym przypadku dla peinej tarczy hiperbolicznej (8 — o) warunek ten be-
dzie spetniony dla n = %
Poniewaz dyskutujemy przypadek, gdy pierwsze uplastycznienie wystapi na pro-

mieniu zewngtrznym b, zatem odpowiednig no$no$¢ rozdzielcza okresli wzor (3.7) z pod-

% . ™
stawieniem ¢, = —2~:

2._71

g = i 1,1546. 3.9)

Jesli parametr ¢ na brzegu zewngtrznym ma warto$é rozna od g—, dalszy wzrost ob-
cigZzenia bedzie powodowat powstawanie w poblizu promienia b strefy plastycznej. W miare
jej rozwoju warto$¢ parametru {, bedzie si¢ zblizala do 127:— Z chwila gdy warto$é ta zo-

stanie osiggnigta, proces zostanie zakonczony, gdyz uklad osiggnie swa no$nos¢ rozdziel-
cza i zawsze bedzie ona okreslona przez (3.9).

Jak mozZna odczyta¢ z wykresu 2, przy odpowiednich parametrach geometrycznych
tarczy » i f# oraz liczbie Poissona », mozliwe jest rozpoczgcie procesu uplastycznienia od
promienia wewngtrznego a. Dla tarczy osadzonej na sztywnym wale (n = 0) stosunek
naprg¢Zzen promieniowego do obwodowego jest w zakresie sprezystym na promieniu a
staly i réwny ». Do natychmiastowej dekohezji na promieniu @ moze wigc dojé¢ tylko dla
materialu niescisliwego » = %, co pokrywa si¢ z wynikami dla tarczy plaskiej [5]. W przy-
padku materiahu §cisliwego, wyczerpanie no$nosci rozdzielczej bedzie zawsze poprzedzone
wczesniejszym rozwojem strefy uplastycznionej.

4. Uwagi koncowe

Nie zawsze dopuszczenie mozliwosci nieograniczonego wzrostu odksztalcen na po-
ziomie punktu ciata pozwala na osiggnigcie nosnosci granicznej — dowolnie duzych prze-
mieszczen. W przypadku niejednorodnosci stanu odksztalcenia zaleZzno$¢ miedzy obcig-
Zeniem zewngtrznym a przemieszczeniem moze byé ograniczona. Niejednorodno$é stanu

15 Mocch. Teoret. i Stos. 3-4/84
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odksztatcenia moze by¢ wywolana w przypadku jednorodnego materialu przez jego od-
powiednie uksztaltowanie.

W pracy postuzono si¢ modelem ciata idealnie sprezysto-plastycznego. Nalezy sie
jednak spodziewaé, ze podobne efekty bedzie mozna uzyska¢ dla niektérych praw asympto-
tycznie idealnej plastycznoscel, tj. praw, w ktorych zmierzaniu do nieskoficzonos$ci odksztal-
cenia odpowiada ciagly wzrost naprgZzenia, ktdre asymptotycznie zbliza si¢ do pewnej
ustalonej wartosci. .

W przypadku dostatecznie szybkiego zmierzania napr¢zen do granicznej wartosci
réwniez moze wystapié¢ kres istnienia rozwigzania cigglego.

Dalszym krokiem w kierunku uscilenia badan nad efektem no$nosci rozdzielczej
byloby zastosowanie teorii odksztalcen skonczonych. Wynika to z wewngtrznej niespdj-
nosci teorii stosowanej, gdzie stojac na gruncie teorii odksztalcen matych badamy zjawisko
zmierzania odksztalcen do nieskonczonosci. Jednakze zastosowanie sciSlejszej teorii nie
wprowadzi zadnych istotnych zmian jako$ciowych, a nawet spowoduje obniZenie nos$nosci
rozdzielczej [9].
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Peamome

HUIOEAJIBHO VIIPYTO-TUIACTUYECKHUN TUCK THMIIEPEOJIMYECKOI'O ITPODPUIISA

Jna mHcka, KOTOPOTrO TOJILIHA HM3MEHseTCA THIepOoNHUecKHM o0pa3oMm, ONpeJeseHa Harpysxa
NpuU KOTOPOH BLICTYNAET NPEPLIBHOCTb pajyalibHLIX IE€peMelleHnil, 13-3a HarnpaBlieHds K OecKoHeu-
HOCTH paauanbibix nedopmaumit. Cornacuo npeanoxenntro K. Ilysanscikoro m M. JKnukosckoro [4]
3Ta HArpysKa ONpEACIACT ICPepacCLCIVIeHHe TaKkoro aucka. Jinst naGeyaHua OeCKOHEUHON TONLMHbLI
JNCKA B ee CEpejiMHe, PacCMATPUBAETCSI QUCK COCTOSLUIH M3 OBYX YacTef: LIEHTPAJbHON IOCTOSHHOMN
TOJILLIMHB] ¥ Hapy)KHo# runepbosimueckoit. s obero ciuyyast, Korga o6e YacTH BBLIIOJHEHBI 3 pa3-
HbIX MaTepHAJIOB, PACCMOTPEHA BO3MOMKHOCTh BOSHMKHOBEHHA MPOLIECCA IUIACTUMHKALMH CHAPY»XH JIH-
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00 Ha CTHIKOBKe obenx yacteil. JIna oBoux crnyuaeB oONpeesieHbl YCJIOBMA BO3HMKHOBEHHA HECyLUEH
CIIOCOBHOCTH CHCTEMbI, ¢ OCOBEHHBIM YUYTEHHeM HENpeMEeHHOH AeKOTe3HH, 6e3 pasBHTHA NacTHOHLM-
POBaHHOH 30HBI.

Summary

PERFECTLY ELASTIC-PLASTIC HYPERBOLIC DISK

For a disk with hyperbolically variable thickness, the loading parameter at whitch inadmissible discon-
tinuities of radial displacement u occur, is evaluated. These discontinuities result from an infinite increase
of the radial strain e, K. Szuwalski and M. Zyczkowski [4] proposed to call that loading parameter the
,»decohesive carrying capacity”. To avoid infinitely large thickness at the centre of the disk, the paper con-
siders a disk consisting of two parts: the inner of constant thickness, and the outer of hyperbolic
profile. For a general case, when both parts are made of different materials, the possibility of initiation
of the plastification process from either the radius of connection of both parts or the outer radius is inve-
stigated. For both cases the conditions of occuring inadmissible discontinuities of displacements are for-
mulated, particularly when the plastic zone does not spread.

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 7 lutego 1980 roku
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