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1. Wstep

Zginanie sprezystych, izotropowych powlok o malej wyniostosci mozna opisaé¢ w ra-
mach liniowej teorii typu Kirchhoffa-Love’a za pomocg uktadu dwéch réwnan wzgledem
funkcji naprezen i ugigcia, otrzymanych przez Donnella [1], Musztari [2] i Wiasowa [3].
Roéwnania te obowigzujg takze dla powlok wyniostych, jezeli odksztalcenia sa szybko
zmiennymi funkcjami wspotrzednych na §rodkowej powierzchni powtoki (por. [4]). Libai
[5] wykazal, Ze wspomniane réwnania sg rowniez wazne w klasie powlok quasi-pologich,
dla ktorych iloczyn krzywizny Gaussa i kwadratu dlugosci fali deformacji jest wielkoscig
pomijalna wobec jednosci. Koiter [6] wprowadzil w miejsce ugigcia jako niewiadomg
funkcje odksztalcen, uzyskujac réwnania o strukturze identycznej z réwnaniami [3].
Y.ukasiewicz rozwingl w szeregu prac, np. [7], koncepcje powtok o wolno zmiennych krzy-
wiznach, oslabiajac zalozenia przyjete w [l - 6]. Jednak otrzymane w [7] dwa réwnania
dla funkcji naprezen i ugigcia sa znacznie bardziej skomplikowane niz réwnania [1 - 6].
Usuniecie tej niedogodnosci jest celem niniejszej pracy. Wykazemy, Ze zginanie powlok
o wolno zmiennych krzywiznach mozna opisa¢ za pomocg prostych réwnan rozwigzu-
jacych teorii powlok quasi-pologich [6]; pewnej komplikacji ulegaja przy tym tylko wa-
runki brzegowe oraz wzory na odksztalcenia i sily wewnetrzne. Wywoéd réwnan powlok
o wolno zmiennych krzywiznach, ,,zredukowanych” w stosunku do [7], oprzemy na za-
foZzeniach upraszczajacych nieco odmiennych od przyjetych w [7], ale nie silniejszych.

2. Rownania podstawowe

Srodkowa powierzchnig powloki parametryzujemy za pomoca krzywoliniowych wspét-
rzednych x°, przy czym indeksy greckie przyjmuja wartosci ze zbioru (1, 2). Jako miary
odksztalcen i sit wewnetrznych wybieramy symetryczne tensory ,s(x%), #,5(x%), Nop(x?)
i M,p(x"), wprowadzone przez Naghdiego [8, 9] (wymienione tensory maja w [8, 9] do-
datkowo fale umieszczona nad symbolem), charakteryzujace odpowiednio odksztalcenia
blonowe, zmiany krzywizn, sily blonowe i momenty. Wielkosci te czynig zado$é réwnaniom
rownowagi [8]

B® = N —2b2 M§ — b3 M + ¢*—bim’; = 0,
B = byyN*P+ M5 —beg b M + g+ mfy = 0, M
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(z ktérych w zwykly sposoéb wyeliminowano sily poprzeczne), warunkom nierozdziel-
nosci [9] -
A? = dﬁn[dwp"&ﬂm'*'(dwbéylaln'*'dadbrgyaﬂm)+dwpbélr73’).a] =0,

2
A = P (= by g+ Vapi—banbh Ve = 0 @

oraz réwnaniom konstytutywnym [8]

|
Yapg = pp [(1 +%) Ny —va,s N7, 3)

M,p = D[(1 =) %5 +va,px3],
gdzie
ER?

Dsimion @

We wzorach tych ¢%(x°) jest obciaZzeniem stycznym, g(x®) obciazeniem normalnym, m*(x%)
za$ obciazeniem para sil, przy czym wielkosci te sa odniesione do jednostki pola srodkowe;j
powierzchni powloki; (%) bop(x®) i dyp(x°) 0znaczaja tensor metryczny, tensor krzywizny
i tensor permutacyjny, symbol ( ), oznacza powierzchniowe rézniczkowanie kowariantne.
Ponadto E jest modulem Younga, h zas gruboscia powtoki; wielkosci te sa w niniejszej
pracy stale.

Uproszczenia réwnan podstawcwych oprzemy na apriorycznych oszacowaniach ich
sktadnikéw. W tym celu zakladamy, ze wsp6lrzedne x® maja wymiar dlugosci. Wéwczas
skladowe kowariantne, kontrawariantne i mieszane dowolnego tensora maja wymiar
sktadowych fizycznych. W szczegolnosci dla sktadowych tensora metrycznego i permu-
tacyjnego stuszne sa wtedy zwiazki

aup = 0(1), dyp = 0(1), (5)
gdzie symbol 4 = 0(B) oznacza istnienie takiej stalej dodatniej d, ze zachodzi |4| < d|B|.
Liczby R, y i x», charakteryzujace amplitudy krzywizn, odksztalcenn blonowych i od-
ksztalcen zgigciowych, definiujemy nastgpujaco
bap()] < 1/R, - |Pap(X)| Sy, |otap(X)] < 2. (6)
Pochodne krzywizn oraz miar odksztalcen blonowych i zgieciowych wzgledem wspdl-
rzgdnych x® mozna ocenié za pomoca dtugosci fal Lg, Ly i Ly, zgodnie ze wzorami

1

>
bes (Pl < gp—s el < s tap (] <

Ly’

przy czym przy szacowaniu wyzszych pochodnych dlugosci fal nie ulegaja zmianie, np.

(M

»

1 Y
| aﬂ(xd)mll .RL,ZQ ’ l)’ ﬂ(x )[r)ll lev ’ |%aﬂ(x )m}.l LIZW

Z réwnan konstytutywnych (3) otrzymujemy za pomoca (5) i (6) oszacowania sit wew-
n¢trznych

Nyg = O(Ehy), My = 0(Eh’x) 8)
i ich pochodnych
Naﬂ{r) = O(Ehy/LN)’ Maﬂ[r) = O(EhSM/LM) (9)
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Ze zwigzkow (5) - (9) bedziemy dalej korzysta¢ bez szczegdlowego odwotywania sig. Za
ich pomoca znajdujemy oszacowania skiadnikéw réwnaid réwnowagi (1) (bez czlonéw
obcigzeniowych)

Ehy (h h LN) (h hx LN)]
Gy — 77 Lol =4y gl S 2y
£ [0(” Ry La) \Ry L

Eh h R®> h h h 0
‘y A X
b T["“’ O(R y75 7)‘0(_—)]

i warunkéw nierozdzielnosci (2)
x h y Ly (h y LM)
et et o Farc o e s ol
s [0(1)+0( B LN)+ e

(11
% h R? h vy
i F[ 0(1)+0(R L} /m)_o(f h ]

3. Rownania podstawowe powlok o wolno zmiennych krzywiznach

Formulowanie zalozen umozliwiajacych redukcje rownan podstawowych do réwnan
powlok o wolno zmiennych krzywiznach zacznijmy od stwierdzenia, Zze rownania konsty-
tutywne (3) nie s dokladne, ich residualny btad wzgledny jest wielkoscig rzedu #/R+h%/L?
(L jest mniejszg z liczb Ly, Ly), co wykazal Koiter [10]. Czlony tego rzgdu mozemy wigc
pomija¢ wzgledem jednosci we wszystkich réwnaniach, co zapisujemy w postaci warun-
kéw:

h/R < §2, hl/Ly<®, Hh/Ly<P, #*<1, (12)

gdzie # oznacza pomocniczy bezwymiarowy parametr, ktérego kwadrat i wyzsze potegi
sa pomijalnie male wobec jednosci; warunkom (12) odpowiadaja powtoki cienkie i niezbyt
silnie zakrzywione, ktorych deformacje zmieniaja si¢ odpowiednio wolno jako funkcje
wspéirzednych x°.

Drugie czlony w réwnaniach (10), i (11), s3 pomijane w ramach teorii bezmomento-
wej i przy zginaniu izometrycznym. W teorii zgigciowej, aby zachowaé te czlony, musimy
zalozy¢, ze

2
%%%‘n%, %TIE hlx>192 — 13
W przypadku powlok o wolno zmiennych krzywiznach wyrazy zawierajace pochodne
krzywizn nalezy odrzuci¢ w réwnaniach (10), i (11),, co jest mozliwe przy spelnieniu wa-
runkow

Do B T

R y Ly

Rozwigzania ogélne rownan (1), i (2); mozZna wyrazi¢ za pomocg funkcji naprezen

(por. [7]) i funkcji odksztalcetr (por. [6]), przy czym residualny bigd wzglgdny tych roz-
wiazan nie przekroczy 92, gdy

LAIK|/Lg < 9%, Ly|KI/Lg < 9, (15)

S'{?Z h '}’ LM

Z
R g (14)
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gdzie |K| jest maksymalng warto$cia absolutng krzywizny Gaussa K(x%). Klase powtok
quasi-potogich okresla warunek L?|K| < 92 [6]. W szerszej klasie powlok o wolno zmien-
nych krzywiznach nalezy przyja¢ stabsze ograniczenie, a wigc

L3|K| > 9%, L%4|K| > 92 (16)
Po uwzglednieniu (16), z nieréwnosci (15) otrzymujemy
Ly/Lg <1, Ly/Lg<1. an

Krzywizna Gaussa dana jest wzorem K = 1/(R, R,), gdzie R,(x%), R,(x’) sa promieniami
gtownych krzywizn. Z definicji charakterystycznego promienia krzywizny R mamy
R < |R,| i R < |R,|, a wige |K| mozna przedstawi¢ w postaci |K| = 6/R?, gdzie 0 < 1.
Wprowadzenie parametru 6 zezwala na nastgpujaca klasyfikacje: 6 ~ 1 odpowiada po-
wlokom zblizonym do sfery, 6 < 1 charakteryzuje powloki walcowe i stozkowe, posrednie
wartoéci 6 odnosza si¢ do powtok elipsoidalnych. Po uwzglednieniu, Zze [K| = 6/R?, wa-
runki (15) przyjmuja postaé

Lis Ly

R* Ly

2
L Lu g o g2, (18)

0 < 92, <
& R? L,

W rownaniach powlok o malej wyniostosci odrzucane sa wobec jednosci cztony rzedu
L?/R? (por. [4]). W przypadku powlok o tagodnie zmiennych krzywiznach czlony tego
rzedu nalezy zachowad, tj. przyjaé

L3i/R? > 92, L3 /R* > 92 (19)

Speinienie warunkéw (12) - (19) jest konieczne do otrzymania nietrywialnych (ogdl-
niejszych niZz znane réwnania teorii bezmomentowej, réwnania powlok o malej wynio-
stodci i powlok quasi-potogich) i konsekwentnie uproszczonych (przez odrzucenie czlo-
néw rzedu #2? € 1 i mniejszych) réwnan powlok o wolno zmiennych krzywiznach. We
wspomnianych warunkach wystepuje szereg bezwymiarowych parametréw. Wartosci
sze$ciu z nich mozna zadaé niezaleznie (np. A/R, hx|y, 0, Ly/Ly, Ly/R, Ly/Lg). Dalej
nie bedziemy analizowaé wszystkich mozliwych przypadkéw, lecz przyjmiemy

h/R = 02, h%/}’ = 1, LN = Lh’ = L. (20) i

Pierwszy z tych warunkéw oznacza, Zze powloka jest cienka (nadajgc tez sens fizyczny
parametrowi ), z pozostalych wynika, ze deformacja powloki jest zgieciowa. Po wyko-
rzystaniu (20), warunki (12) - (19) znacznie si¢ redukujg, przyjmujac postaé

3 <L/R<1, (LIR*(L/LR)6<P?, LlLz<1, 6<1. 1)
Nieréwnosci (21); uczynimy zado$¢ kladac .
L/R = V¥, (22)

co odpowiada deformacjom o umiarkowanej zmiennosci (dla poréwnania: L/R = 1
oznacza deformacje wolno zmienne, wystepujace w teorii bezmomentowej, L/R = &
charakteryzuje odksztalcenia szybkozmienne, opisywane réwnaniami powlok o malej
wyniostoéci). Po uwzglednieniu (22), warunki (21) ulegaja uproszezeniu do postaci

(EILDO% Dy L L Ly DT, (23)
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Czyniac zado$é zaleznosciom (23), otrzymujemy dwa fizycznie interesujace przypadki
O=1, LlLg<s®), (@<P, LlLg=1). 29
Warunkom (24), odpowiadaja powloki o prawie réwnych krzywiznach giéwnych (zbli-
zone do sferycznych), zmieniajacych si¢ wolniej niz odksztaicenia. W przypadku (24),
mamy do czynienia z powlokami o réznych krzywiznach gidwnych (np. wydtuzone eli-
psoidy), ktérych zmiennosé jest taka sama jak zmiennos¢ deformacii.
Ostatecznie klase rozwazanych w tej pracy powlok o wolno zmiennych krzywiznach
okreslaja warunki (20), (22), (24), przy ktérych oszacowania (10), (11) sktadnikéw réw-
nan podstawowych przyjmuja postac:

B ﬁzl [0(1)—0(9*)—0(3*2)],
e (25)
B: 27 [0(1)+0(9) - 0(22)]

oraz

A7 % [0(1)+0(H) +0(®> )],
L (26)
4: = [=0()+0() - 0(52)],

gdzie wyktadnik przed przecinkiem odpowiada przypadkowi (24),, a po przecinku —
(24),. W obu przypadkach podkreslone czltony sa pomijalnie mate wobec jednosci; od-
rzucajac ich odpowiedniki w (1) i (2), otrzymujemy
B* = N+ q*—b2*m* = 0,

B = byN?+MG+q+mf, =0 27

_ oraz
A® = dPd®x,p, = 0,

A= d“ldﬁn(—b;_”%‘zﬁ'i-’}’aﬂml) = 0.
Sa to zredukowane réwnania réwnowagi i warunki nierozdzielnosci powlok o wolno
zmiennych krzywiznach. Formalnie, réwnania te nie réznia si¢ od réwnan powtok potogich
i quasi-potogich, jednak otrzymano je przy slabszych zalozeniach, prowadzacych do od-
miennych rozwigzan.

(28)

4. Réwnania rozwiazujace

Sily wewnetrzne i odksztalcenia mozna wyrazi¢ za pomoca funkcji naprezen @(x°)
i funkcji odksztalcern ¥(x?), tak aby réwnania (27), i (28), byly spelnione toZzsamosciowo.
W tym celu rozwazmy wyrazenia
NPt = —dPrgeud,, —aPKD+ PP* 3,5 = —Wpp—a,, KV, 29)
gdzie PP%(x®) jest catka szczegodlna (27),. Podstawiajac (29) do (27), i (28),, i korzystajac
ze znanych zwigzkéw geometrycznych (por. [8])
‘ AP = APt — aPa, Py, = Kdiao?, (30)
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gdzie v,(x%) jest dowolnym wektorem, otrzymujemy w (27), i (28), residualny blad bez-
wzgledny rzedu O(P|K|/Lg) i O(Y|K|/Lg), przy czym najwigksze wyrazy w tych réwna-
niach sa rzedu 0(@/L3) i O(¥/L3). Zatem residualny blad wzgledny jest wielkoscia rzedu
O(L3|K|/Lg), ktéra zgodnie z zatoZzeniami (15) mozna pominaé wobec jednosci. Po podsta-
wieniu (29) do (3) i uwzglednieniu (30), oraz a% = 2, znajdujemy wzory uzalezniajace od
@ i ¥ pozostale odksztalcenia i sity wewnetrzne

1
Vap = E[—aaﬂA<D+(l +”)¢!aﬂ_(l =) g KO + (1 +9) Pog —va,s P,

(31
My = D[—vaA¥ —(1—v)¥ 5— (1 +9) a3 K],

gdzie A( ) = ()|% jest operatorem Laplace’a.
Podstawiajac (29) i (31) do (27), i (28), i korzystajac z (30), otrzymujemy réwnania
rozwiazujace dla funkcji @ i ¥
B: DAAY + Ay D = q+my+bys P, 6
A: AAD— ErA Y = APE—(1+v) P,
gdzie
Ag() = BEA) =P )yap. (33)
W trakcie przeksztalcen odrzucono matle cztony zawierajace krzywizng Gaussa. Korzy-
stajac z (30), zmieniano tez porzadek rézniczkowania kowariantnego (np. Y% =
= AA¥Y[1 +0(|K|L?)], a poniewaz przy naszych zalozeniach mamy |K|L? £ & oraz

DAAY = 0(HA4x D), to wplyw podkreslonego czlonu jest w réwnaniu B nie wigkszy niz
92, a wigc pomijalny).
Roéwnania rozwigzujace uzupetnimy statycznymi warunkami brzegowymi (por. np. [[1])
Q* = NPy, +0(Eh*x/R),
Q = MPrg+(M“Py t5)51°, (34)
M = M“ﬂvavﬂ',
w ktorych na krawedzi srodkowej powierzchni powloki z jednostkowym wektorem stycz-
nym f; i normalnym v, zadano dwie skladowe Q“ sity stycznej do powierzchni Srodkowej,
skalar Q stanowiagcy kombinacje sily poprzecznej i pochodnej w kierunku #g momentu

skrecajacego oraz moment zginajacy M; we wzorze na Q% pominigto maly czlon rzedu
0(#2Q%). Podobnie upraszczaja si¢ znane (por. [11]) deformacyjne warunki brzegowe

U = 1d 400y R),
B = tﬂd“”yamd+(tﬁv"ydﬂ),at“, (35
N = t%tPy.p,

w ktérych dane sg skltadowe u*, u wektora zmian krzywizn konturu powloki oraz wydtu-
zenie konturu 5. Korzystajac z (29) i (31) nietrudno jest wyrazié¢ prawe strony warunkéw
brzegowych (34) i (35) przez funkcje @ i V.
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Wyznaczenie przemieszczen stycznych u,(x%) i ugigcia w(x®) wymaga scatkowania
zwiazkéw geometrycznych [8]

1
Yap = 7 (ua]ﬁ+ uﬂ]a) = baﬁw’ (36)

Hopg = —Wiag+Dpb,gWw—bpth, g—biu, s —bypu,,

co w ogo6lnym przypadku jest trudnym zadaniem.

Roéwnania rozwigzujace (32) sa bardzo proste i identyczne z réwnaniami znanymi dla
powlok quasi-potogich i pologich (w ostatnim przypadku funkcj¢ odksztalcen zastgpuje
ugiecie, por. [4]), natomiast warunki brzegowe (34), (35) oraz wzory na odksztalcenia
i sity wewnetrzne (29), (31) sa z powodu obecnosci cztonéw K@ i K¥ nieco bardziej zto-
zone niz odpowiednie warunki i wzory dotyczace powlok o malej wyniostosci i pbwlok
quasi-pologich. W pracy [7] otrzymano dla powlok o wolno zmiennych krzywiznach dwa
réwnania z funkcja naprezen i ugieciem, znacznie bardziej skomplikowane od réwnan
(32), przy analogicznych zatozeniach upraszczajacych (jedyna réznica polega na uwzgled-
nieniu w [7] czlondw rzedu //R, ktére w tej pracy pominigto wobec jednosci ze wzgledu na
dokladno$é réwnan konstytutywnych, por. [10]).
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Pesome

VIIPOMIEHHELIE JIMHEWMHLIE VPABHEHUS OBOJIOUEK C MEIJEHHO
N3MEHAIOUNMICSA KPMBHM3HAMU

PaccmoTpena smHeltHas Teopust Kupxroda — JIsiga TOHKHX YIPYTHX ODOJIOYEK € MEJIEHHO H3MEH-
solMMIC KpuBH3Hamu. [IpuBefeHBI ABa NPOCTHIC YpaBHEHHA A QyHKUME ycunuit 1 GyHKUMU Ae-
opmanuii, nogoGHbIE ypaBHEHHAM MOJIOrHX 000J104eK [1 - 6], ¢ HEKOJIBKO YCIIOYKHEHHBIMH BBIPAYKEHUA~
Mu gecopmanmii, YCHIIHA, MOMEHTOB M TDaHHYHLIX ycioBHiH. [lpeasnaraembie ypaBHeHNS 3HAYHUTHILHO
Npole, UeM ypaBHEHHs 00OJIOUEK ¢ MeJIeHHO mameHsomumucs xkpusBusnamn C. Jlykacesnua {7].
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Summary

REDUCED LINEAR EQUATIONS OF SHELLS WITH SLOWLY VARYING CURVATURES

The linear Kirchhoff-Love type theory of thin elastic shells with slowly varying curvatures is dealt
with. Two simple governing equations in terms of a stress function and a strain funcion are derived, si-
milar to those of shallow and quasi-shallow shells [l - 6], with only slightly more complex expressions for
the strains, internal forces and the boundary conditions. The equations are considerably reduced as com-
pared to the equations of shells with slowly varying curvatures due to Lukasiewicz [7].

Praca zostala zlozona w Redakcji dnia 14 wrzesnia 1983 roku



